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loa baS t)orIie9enbe ßel^rbud^ feine praftif^e Sraud^6ar- 
tcit bei bem öffentlid^en Untervid^te bereits burc^ ein SieiteJ- 
3a^rl)unbert l)inburd^ bewahrt \)at, fo glaubte i^, baSfelbe bei 
bcr gegenn>arttgen neuen ^luSgabe bem SBefen nad^ unt)eranbert 
lajfen ju müjfen, unb bei ber Umarbeitung beSfelben bie neuen 
?or[(i^ungen in bem unermejßüd^en ®ebiete ber geometrifd^en 9Bi^ 
fenf(i^aften nur in fo mit beröcfftd^tigen ju follen, afö jie mir 
für ben ange^enben Jed^nifer n5tl)ig unb nft^lid^ erfd^ienen, 
wobei i^ bie für ba8 1 f. pol^te^nifd^e Snpitut befte^enben 9tor:^ 
men unb bte t)erf(i^iebenartige SSorWIbung meiner ja^Ireid^en 3«- 
^örer ni^t au8 bem Singe \)erlieren burfte* «^dtte i6)\>k Oeo- 
metrie an einet fogenannten gelehrten B6)ViU t)orjutragen, fo 
»flrbe i^ bie t)ortrefpid^en SIrbeiten mehrerer neuern ©eometer 
in einem auSgebe^nteren SWage benfi|»t, unb mit bem »on mir 
befolgten Spjieme ju einem georbneten ©anjen ju »ereinen be^ 
mfi^t gewefen fein, um auf biefe 2lrt jenen auSgejeid^neten SWdn^ 
nem 5ffentli<]^ meine «^ulbigung barjubringen unb ju bereifen, 
n)ie fe^r i^ »on ber l^ol^en SBid^tigfeit unb bem großen 9tu^en 
ibrer f^arfflnnigen ®(3^5))fnngen bur^bxu\i^n\ V\- 



VI 

toorjuglid^) bie vortrefflichen Slikiten dite« Slbant; ©runert, 
Sacofci; 9)lüUer; Steinet n. a. d« Dnellen benü^t, in [o 
mit es mir bie obenertt)5]^nten befonberen SSer^altniffe geliatteten. 

©er üon mir befolgte 93organg ip au8 bem na^folgenbeit 
3n^altSt>erjcid;ni|fe erfi(!^tlid^, unb id^ mu^ nur no^ bemerfen, 
ba§ ic^ bem früheren SJn^ange nod; eine fleine Sammlung Don 
SeifpieleU; Slufgaben unb 8el)rfa^en au8 ber ^Planimetrie unb 
Stereometrie jur Uebung für ben SInfdnger beigefügt \)abt, meiere 
als Srganjung meiner früf)er erfc^ienenen Sammlung folc^er 
Ucbungen ani ber ebenen ®eometrie betrautet merben möge. 



2Öien, im Suniu« 1847. 
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^tfl&vun^. 1. Siegen ble %f)tlte einer ®rope anper§a(b 
eittanber, fo ^eift fie anögefce^nte (ertenjttje) ®röpe, ml^ex Me 
ittten[it)e ®r6pe entgegengefeftt {fi. 

2. (Sine @röfe f)ti^t fletig; mttn We ©renge, ober baö 2lnf^ 
^oren bed Sln^gebe^ntfeind bed einen S^^eiled }ug(eid^ bie ®ren}e, ober 
^er Slnfang bed Slndgebe^ntfeind bed anbem ifl. !Die benad^barten 
^cxU, mögen fte nod^ [o Kein gebadet mxim, muffen fonad^ innig 
mit einanber t)erbunben fein ober o^ne Unterbrecl(fung neben einanber 
liegen. S>er fietigen @rdf e if} bie b i d f r e t e @r5f e entgegengefe^t 

3. 5)ie ^affl, ml^t anöbrurft, m(ff n)ie t)ie(en t)erfd^iebetten 
Si^tungen eine extenftüe ©röpe gemejfen werben fann, b. i* bie 3«1^I 
6er ))erfd^iebenen Slrten tDon ©renjen, n)e(d^e in einer au^gebe^nten 
@röfe ®tatt ftnben, nennt man bie Slbmeffungen^ ober S>imen^ 
fionen ber ®röpe. 

4. (Sine ®rofe begrenzen l^eift 2:^ei(e in i^r erjeugen, unb 
Wefe a;^ei(e flnb mit bem ®anaen t)on einerlei 2lrt, ml^e ftdj^ toie^ 
bcr in Heinere S^^eile berfelben Slrt jerlegen laffen, unb fo l&p fid^ 
Mefe 2;§eilttng o^ne ®nbe fortgefeftt benfen. 5)iefe unbefiimmte a;i^ei^ 
barfeit ber ®röf en nennt ber äRat^ematifer bie unenb(i($e X^eil^ 
bar feit, n>eld^e, wie für fi(ff eüibent i^, nur in ber 3bee erißirt» 
aifo ifl iebe ®rö^e in'« Unenblid^e t^eilbar. 

5. ©eometrie ifi bie SQBiffenfd^aft beö 3iaumeö; ober bie 
Sijfenfd^aft ber 9laumgr6pen, b. i. ber ®rö^ftt, weld^e im 91<w3«öä 
frieren. 3>ie ®eomeMe f}at bemnac^ bie ^x^ew^uw^^, ^xsX^v^oaÄ'^ 



uttb SSergleit^ung ber SSorfieWimgen t>oii befHtnmten ©ro^eu im Siattitie 
jum ©egenjianbc, ober fte bef4)aftigct fic^ mit bcr Sluffinbung iitib 
DarflcHung ber Slgenfc^aften räumlicher ©egenftAnbe bejuglic^ iferer 
®rö^e, §orm ober ©efiaft «nb gegenfeirtgen Sage. 

Der aXat^ematifer betrachtet ben JRaum aW eine einjigc gc^ 
gebene, auögebe^nte, fietige ®r6fe, welche nac^ allen Siic^rutigen 
tmbegrenjt ober «nenblid^, unb bemnac^ aud^ in'ö Unenblid^e tf^eiU 
bar ifi. 

2)ie ©eometrie aW flrenge SBiffenfctiaft fie^t nur auf bie ?trt «nb 
SBeife ber Segrenjung be^ 9laume6, o^ne bie Duanta, n)f(c^e ben 
9laum erfüllen, ju berucffid^tigen , unb n?irb be^^alb bie reine f^e^ 
cielle ©ro^enle^re genannt. (SUg. §. 2.) 

6. Der ganje unenbfid^e Staunt unb ieber nac^ allen JRid^tun- 
gen auögebel^nte iE^eil beffelben f)^i^i ein f6r^)erlic^er (öoHftänbt^ 
ger) JRaum. 

Seber t>on allen 2;^eilen begrenjte Zf^ül beö 9taumeö l^ei^t ein 
geometrifc^er Äör^er, bei welchem fonac^ baö (grfütttfein beö 
Staumed ober bie in biefem enthaltene SRaterie ganj unberilrffld^tigct 
bleibt, ^ierauö lend^tet mm ein, baf bie geometrlfc^en Äör^er ein^ 
anber burd^bringen fonnen. 

Die ©renje eineö geometrifc(>en Ä6r^)erd nennt man feine D b e r^ 
flache, wel^e jlc^ bemnadb auf bie Srfd^einung ber ^orm beö Äör-- 
per6 für einen au^er bemfelben beftnblid^en Seobac^ter bejie^t. 

Setrac^tet man biefe ®renae t>on einem ^ßunfte innerl^alb be6 
Äoriperö auö, fo fieHt biefetbe ein ganj anbere^ ©ebilbe bar. 

Denft man fid^ ben SRaum in jn)ei S^^eile get^eilt, fo nennt man 
bad beibe Siäume iErennenbe im SKlgemeinen eine glid^e, njelc^e ent^ 
Weber unbegrenjt ober begrenjt 'fi; U nac^bem jener get^eilte 
9iaum unbegrenjt ober begrenjt ift. Slud^ bie glac^en laffen fid^ t>on 
jtpet Seiten betrad^ten. — 3ebeö ber beiben @tü(fe jene^ get^eilten 
Staumeö §eift ein ^albbegrenjter JRaum. ®ne ringsum be^ 
grenjte glAd^e nennt man eine fla^egigur, unb tl^re ©renje ben 
Umfang ober ben Perimeter ber gigur. - 

Denft man flc^ eine unbegrenjte glad^e in jiDei glad^en getl^eilt, 
fo nennt man ba^, n)aö beibe 2;i^eile abfonbert, o^ne felbfl ein 3;^ei( 
ber glad^e ju fein, eine 8 inte, n)eld^e ftc^ ebenfalls t>on jtpet ®ei^ 

nämtid^ t>on jeber ber beiben 3:^eilflad^en au6 betrad^ten laft. 



^tM ber bciben erhaltenen ^läcfeenfKitfe nennt man eine 1^ a ( 6 b e^ 
grenzte gtäd^e. 3SBenn feine ber beiben erhaltenen gfad^en eine 
ffnd^e gignr ifi, [o ift bie t^eilenbe ?inie nnbegrenjt, im entge^ 
gengefe^tem galle in [id^ felbfi jurüdfelgirenb. @ine begrenjte 
üinie tt>irb t>on Sielen and^ eine lineare Sigur genannt, nnb il^re 
®renjen Reifen bie Sttb^unfte berfelben. — 3)enft man jid^ eine 
unbegrenjte Sinie in jn)ei Sinien get^eilt, [o l^ei^t ba6 beibe 2;^eife 
Jrennenbe, iDeld^eö alfo [elbfi fein 3;^eit ber 8inie iji, ein ^unft, 
unb ieber 3;^eU jener Sinie eine Mlbbegrenjte 8inie. 

7. 2l([o f)ai ber geometrifd^e Sixpn brei 2)imenjlonen (nad^ ber 
^o^t ober Siefe, ©reite unb Sänge), bie geometrifc^e gläc^e jn)ei 
(nac^ Sänge unb Sreite), unb bie geometrifd^e ginie nur eine (nac^ 
ber Sänge), aber ber ^ßunft gar feine. 2Hfo ifi ber geometrifd^e ^unft 
baö aiuf^ören atteö Sluögebe^nten im JRaume. 

8. 3)a bie ®renjen eineö 3)inge6 nid^t 3;^eile beffe(ben ftnb, 
fo ift aud^ ber geometrifd^e Äor^jer nid^t auö gläc^en, bie gläc^e 
nid^t an^ Sinien, unb bie Sinie nic^t an6 fünften jufammengefe^t. 
Uebrigenö fann man ftd^, um ber SDeutlid^feit n?itten, bie Sinie burd^ 
bie ©etvegung eineö 5punfte6, bie gläd^e burd^ bie SSenjegung einer 
ginie, unb enblid^ ben Ä6rj)er burd^ bie SSenjegung einer %la^c ent^ 
fielen benfen. 

9. Die geometrifd^en Sixptx, gläd^en unb Sinien jtnb au^ge^^ 
bel^nte, fietige, in'ö Unenblid^e t^eilbare ©röfen. 

10. 2)en geometrifd^en Soxp^x fann man nur burd^ Stächen, bie 
Stächen nur burc^ Sinien, unb bie Sinien nur burd^ fünfte t^eilen. 

11. 2)ie Statur ber räumlid^en ©rößen erforbert in SSejie^ung 
auf bie tt)iffenfc^aftli(^e (Sntwidflung t^rer aSorfieOungen eine Untere 
[d^eibung, n)oburd^ bie ©eometrie in jwei ,§aui)ttl^ei(e , (Slemcntar^ 
©eometrie unb l§|öl§iere ©eometrie jerfättt. 

3)ie erjiere Utxa^tei nur bie einfad^flen Sinien, nämlid^ bie 
geraben Sinien, eine einjige frumme Sinie (Äurt)e), nämlid^ 
bie Ärei^littie, ferner bie gläd^en ber einfad^fien ?lrt, nämlid^ bie 
ebenen gläd^en nebft einigen wenigen frummeii Släd^en, enblldtj bu 
»Ott ebenen gläd^en begränjten Äortoer ueb^l em\aetv xvc^Xit^ SVc^w«^, 



^ie ^öftere ©eometrie ttnteriie^t bagegeti ilgirer 33etrad^tung aCfe 
arten frummer Sinicn, unb alle Sitten t)on g(ac^en unb Äor^jern. 

12. 3)a Me räumlld^en ©roßen ba^ Dbjeft ber ©eometrie aw6^ 
ntad^en, alle Siaumgrofen aber entn?eber Sinien, glad^en ober Äor^ 
pex finb, [o foHte man bte @lementar^®eometrie in brei Slbfc^nitte 
t^eilen, ndmlic^ in bie 8e^re t>on ben 8inien, bie Seigre t)on ben glad^eu 
uttb bie Se^re t)Ott ben Äor^jernj allein iDir n?erben fle nur in jwei 
^aupiif^ük abt^eilen, namlid^ in bie ebene ©'eometrie unb in bie 
Stereometrie. 5)ie ebene ©eometrie f)at biejenigen Äonfiruftionen 
jum ©egenfianb, n?eld^e in einer ebenen '^ia^e au6gcfu^rt Jverben 
f önnen j bie Stereometrie aber l^at eö mit jenen Äonfiruftionen ju tl^un, 
bie ftd^ nid^t in berfelben ebenen gldc^e au^fu^ren laffen, bei tt)e(clben 
bemnad^ ein «g>erau6treten an^ ebenen glad^en flattftnbet. 




tftct ^^ciU 



^aette ©eometrte 

ober 

bie Se^ve t)ou ben gcrabeu ßinien, ben ©iufcln, ber ÄreiS 
tinie unb ben ebenen begrenjten Stadien. 



allgemeine (f^runbbegriffr. 

8^ 1. 

^tflätuna. 1) SBemi ein ^unft im Staume ftc^ bewegt, unb 
feine ©pur aßent^aloeu jurücfla^t, fo entftel)t eine Sinie; bie Sinie 
bejeid^net fonad? ben t>on einem bewecjtett 'ißunfte jurürfgefegten SBeg. 
2)ie urfprünglic^e Sage be6 ^unfted ifi bei ?lufattgd^)unf t ber 
?ittie, unb ber Drt, wo ber *^unft feine Bewegung beenbet, ober 
gleicbfam fiel^en bleibt, ber gnbpunft ber Sinie. gd ift einfeuc^i^ 
tenb, baß jener beweglid^e ^unft uuenblic^ t){ele »erfd^iebene Sinien 
befdfireiben fonne, bie fammtlic^ einerlei ?lnfangd))unft ^aben, b. f). 
hxi) einen im 3taume gegebenen $nnft laffen |td> unenblic^ t)ie(e t)er^ 
fc^iebene hinten jie^en. 

1. 2 

j^ B ^ ^^^ ^^^ 

/ m 



4. 



V. T>/^^ 




\ 
\ 

\ 



F 




d-yc 



2) 35er ald notl^wenbig erfd^einenbe aBeg, toefd^en jener bewege 
lid&e ^Punft ju nehmen \i(x\, ^tx^i SRid^tung, unb bleibt biefe loal^^ 
renb ber ganjen 2)auer ber SSetoegung untjeranbert , fo ^eißt bie be^ 
fcbriebene Sinie g e r a b e. (Sine Sinie nennen wir alfo g e r a b e , wenn 
alle i^re a;^ei(e einerlei 9lic^tung l^aben , wie bie Sinien A B (gig. 1 j, 
!rumm aber, ober ein Äuröe, wenn feiner i^rer Steile gerabe 
ifl, wie AB (gig. 2). 2)ie Äurt)e erfc^eint öom fünfte m au« be^ 
trachtet l^o^l ober fonfat), üom entgegengefe^ten fünfte n auö aber 
erlgfaben ober fönt) er. SSefie^t eine Slnie au6 t)erfd^tebenen gera* 
benSinien} fo gleißt fleger ab gebrochen, wieABCDEF (gig. 3). 
— S3efie§t eine Sinie Aß CD (gig, 4) ixxi^ mehreren frummen Sfnien, 
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fo ^eipt ftc frumm gebrochen. 3ft fte enbltd^ au6 geraten unb 
frummen Sinien jufammengefeftt, fo nennt man fte eine gemifc^te 
8lnie, me ABCD (glg. 5). 

5. 6. 

-Ä "^ 




3) (Sine nnbegrenjte gerate 8inie a nennt man (\\\6si fc^Iec^tweg 
eine ® e r a b e , nnb n)enn biefe burc^i einen 5ßunft A (§tg. 6) in jtt)ei 
3;i^el(e a' nnb a", n^eld^e nacl& einer 3licl^tung ^in unbegrenjt bleiben, 
getljeilt wirb, fo ^eipt jeber biefer S^^eile eine \i(x\\> begrenjte®e^ 
rabe ober ein Strahl (Sinleit. 6). 

(Sine beiberfeit^ begrenjte ®erabe AB (gig. 1) n?irb t)on ben 
nenem ©eometem eine ® t r e d e genannt , bie beiben ©renjen A nnb 
B ^ei^en bie (S n b p n n f t e ber ©trede* 3ebe ©tred e fann nacl& einer 
ober ber anbem 9liclbtung beliebig verlängert tt)erben. 3)ie ©trede, 
meldte von einem feflen $unft im 3lanme ju einem beliebigen ^ßnnft 
eine6 ®ebilbe6 gejogen toirb, toirb l^anfig aud^ ein SSector genannt. 

traben jtoei ©erabe jtoei fünfte gemeinfc^aftlid^ , fo fallen fie 
i^rer ganjen 8lu6be^nung nad^ über etnanber. !Durd^ jwei fünfte iji 
bemnad^ eine ©erabe i^rer ©ro^e unb Sage nadb vollfommen befiimmt, 
unb jn)ifd^en jn)ei 5ßunften ifi nur (Sine gerabe Sinie möglid^. 

3toei ober mel^^rere verfd^iebene ©erabe fonnen nur (Sinen 
^unft gemeinf(^aftlid& l^aben unb fomit (xyx,<i^ feinen 9iaum voHfiänbig 
begrenjen. 3)urc^ einen unb benfelben ^unft im 3laume fonnen un^ 
jä^lige ©tral^len gejogen tt)erben. 

8. 3. 

3tt)ifc^en gtioei gegebenen fünften lajfen jic^ unja^lige gerab ge^^ 
broc^ene ober frumme Linien jiefjen, unter loetc^ien jebodb bie einjige 
©erabe jugteic^ bie fürjefte ifi, loef ^alb bie Sänge biefer ©eraben auc^ 
ber Slbflanb — bie Diftanj — ber beiben gegebenen ^ßunfte genannt 
tt)irb» — SBie jie^t man auf bem ^a<)ier von einem gegebenen fünfte 
JU einem anbern gegebenen ^unft eine ©erabe ? — 3|i eine folc^e ©e^ 
rabe ein voßfommene^ Silb ber geometrifd^en 8inie? 

(Sin 5ßunft m, auf eine nnbegreujte Sinie a bejogen, liegt ent^ 
tt)eber in ber Sinie felbfi, unb tl^eilt biefe in jtoei ^albbegrenjte Sinien 
a' unb a", ober er liegt auf ber einen ober auf ber anbern Seite jener 
«nie- 
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3 tt> e i ® e r a l) e a mib b f)aben entoeber j tt) e i ?ßunftc , ober 
nur einen, ober gar feinen ?ßunft 9emeinfcl&aftlid&. 3m erjien 
galTe liegen bie beiben ©eraben über einanber nnb bifben biefelbe ®e^ 
rate; im anbem %aüe (gig. 7) fagt man, bie beiben ®eraben fd&nei^ 
Den ftd^ im ?ßnnfte 0, njeld^er $unft ber Dur ^fd& nitUpnnft 
Wy unb im leftteren gaOe fagt man, bie beiben ©eraben a nnb b 
fiiil) glei^Ianfenb, gteic^geric^itet ober paxalUl, m^ 
man furj bnrc^ a || b au^brütft (^g. 8). 

7. 8. 

a 




aSon jtDei ficb fc^neibenben ©eraben tf)eHt iebe bie anbere in jwei 
^albbegrenjte Sinien. 

3iel^t man burdb ^i"^« $unft (gig. 7) einer unbegrenjten @e^ 
raben a einen <Stxaf)l b', fo fagt man, b' trifft bie a, ober an(i) 
V fiöf t mit a jnfammen. 

8. 5. 

@tflätung. (Sine glac^e ^eißt eben, ober fc^iled^ttveg eine 
Sbene, n)enn jebe gerabe Sinie, toeld^e jn)ei in il^r liegenbe fünfte 
öerbinbet, mit aßen il^ren übrigen 5ßunften gleic^fattö in ber %la^e 
enthalten ifi; frumm aber ^ei^t bie gläc^e, wenn feiner i^rer SEl^eile 
eben Ift. 

2)a iebe gerabe 8inie nad^ beiben JRic^tungen ol^ne (Snbe t)erlan^ 
gert u^erben fann, fo muf auc^ bie (Srtoeiterung einer jeben begrenjten 
ebene möglid^ fein. 

3ebe in einer Sbene gejogene Sinie Igfat, in SSejie^nng auf bie 
ßbene, gtt)ei Seiten, nnb ieber 5ßunft ber Sbene, ber au^er einer in 
i^^ gejogenen Sinie liegt, fällt enttoeber auf bie eine ober bie anbere 
Seite berfelben. 3ebe Sinie, bie gtvei, auf öerfc^iebeneu Seiten einer 
gegebenen Sinie liegenbe fünfte t^erbinbet, mu^ biefe ©erabe notl^^ 
»enbig bnrc^?fc|^neiben, unb bann liegt bie Sefante t^eilö auf ber einen, 
t^eil^ auf ber anbem Seite ber gegebenen Sinie. 

2lui^ ifl einleud{>tenb , baß, loenn auf einer Seite einer, in einer 
6bene gegebenen geraben Sinie irgenb eine Äonfhruftion audgefü^rt i% 
man biefelbe Äonfiruftion auc^ auf ber anbern Seite jener geraben 
Sinie au^ffi^ren fonne. 
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(Sin ^unft im 9?aume, auf eine @6ene bejogen, liegt entroeter 
in tev ®6ene felbft ober auf ber einen ober ber anbern ©eite ber @bene, 
nämlid^ oberhalb ober unterhalb ber ßbene, t)or ober Igiinter 
ber (Sbene. 

Sine ©erabe f)at mit einer (gbene enttpeber jtpei ober einen, 
ober feinen 5ßunft gemeinfdbaftlidfi. 3m erfiern %aüc liegt bie ®e* 
rabe i^rer ganjen 2Iu6be^nung nad^ in ber (Sbene, unb man fagt, bie 
(^bcnt fei burc^ jene ®erabe gelegt, im anbern gatte aber 
fagt man, bie Oerabe a trifft, burd^bringt ober bur^fd^nei^- 
bet bie Sbene, bie ©erabe mxb fonad^ burd^ bie Sbene in jtoei ^alb^ 
begrenjte Sinien a' unb a" get^eilt, unb ben ^ßunft, toeld^en bie @e^ 
rabe mit ber Sbene gemein f)at, nennt man ben Durc^fd^nit tö^ 
i)unft ober ben 3)urc6gang. 3m britten ober festen gaUe, toenn 
bie unbegrenjte ©erabe mit ber (Sbene gar feinen -ißunft gemeinfcbaft* 
lieb f)at, fagt man, bie ©erabe a fei mit ber Sbene E paxa IUI 
unb fd^reibt a || E ober E || a. 

8. 6. 

^oftulate. I. @ine (Sbene nac^ aUen Seiten beliebig ju t)er^ 
langern. 

IL 2)ttrd{i eine gerabe Sinie unb einen ^unft aufer i^r eine 
Sbene ju legen» 

8. 7. 

Ülgiome* 1) Sine gerabe Sinie unb ein ^unft auf er i^r befüm^ 
men bie Sage einer (Sbene fammt i^rer aSerlangerung in'd Unenblic^e. 

2) 3ebe begrenjte (Sbene ift fleiner alö j[ebe anbere glac^e, mlitft 
mit il^r einerlei ©renje f)at 

2^i&^e* 1) Sllfo ifl burd^ brei fünfte, bie nid^t in einer ge^ 
raben Sinie liegen, ober burd^ jn?ei ftd^ fdbneibenbe ©eraben bie Sage 
einer (Sbene fammt i^rer SSerldngerung beflimmt. 

2) «graben alfo jtt)ei Sbenen brei fünfte gemein, bie nic^t in 
einer geraben 8inie liegen , fo jinb fle, o^ne (Snbe t)erlängert, nur 
eine @bene. 

3) golglic^ fönnen jmei öerfc^iebene Sbenen nur Sine unb 
jwar nur eine gerabe 8inie gemein l^aben (8* 3), unb biefe gemein^ 
fc^aftlic^e ©erabe n)irb bie 3)urc^fdSinittölinie ober fc^led^tmeg 
ber 3)urd&fc^nitt ber beiben (Sbenen genannt. 

4) aSon jtoei ftd^ fd^neibenben (Sbenen tl^eilt iebe bie anbere in 
imi ^albbegrenjte (Sbenen. 

8. 8. 

^nf^ahe* 2luf bem ^apim eine gerabe Sinie ju jie^en. 

Muflöinn^. aWan jie^e lang« ber ©d^arfe — Äante — eine« 
gineafö eine 8inie, \r>k 3ebermann befannt ift — Um aber bie 9iid^^ 
tigfeit eine6 8ineal6 ju )pxn\m, t)erfal^re man auf folgenbe Slrt. SRan 
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^ie^e (angd ber Santt M Sineald eine feine Stnie^ fe^te ha^ Siueal 
bann nm, (ege genau an in )^or^in gezogenen Sinie an, unb jie^e 
(ättgö berfelben Äaute wieber eine Sinie. — Siegen bie beiben gejoge^ 
nm Linien genau über einanber, fo al\o, bap feine Sludbeugungen 
Bau finben; fo iß bad Sineal gut, im entgegeugefe^ten 3a(Ie aber xft 
e« unrichtig. 

$. 9. 

@tf lattttlg« Saffen ft^ jwei geometrifc^e ®ebifbe fo auf einanber 
legen, baf bie ®renjen be6 einen auf bie ©rcnjen bed anbern fallen; 
fo jtnb beibe ©ebilbe a^nlic^ fll^i^ ober üollfommen gleich. 
9Ran fagt, folc^e ©röfen beden einanber — fongruiren ober 
ftnb f ongruent kongruente ©ebilbe finb fonadb i^ollig einerlei unb 
werben nur an t)erfc^iebenen Orten gebac^t. !Die Äongruenj jn)eier 
ober mehrerer ©ebilbe fprid^t fonad^ nur bie SR ö g 1 1 d^ f e i t ber 3)ecfung 
berfelben auö. 

@d tonnen jwei ©rS^en einanber gleid^ fein, o^ne fongruent ju 
fein. @o j. S» Wunen jn)ei nieder, bie ber gigur nac^ ganj t)erfc^?ie^ 
ben fein mögen, gleichen glädbenraum, j. S. beibe brel 3oc6 enthalten. 
5Katt fann bal^^er t)on ber Äongruenj jioeier ©rofen auf iljre ©leid^^^ 
f)tit, aber nid^t umgefe^rt fd&ließen. 

Äongruente ©rö^en unterfc^eiben ftc^ bemnad^ burd^ gar nid^tö 
weiter, aW burd^ iljre t)erfd^iebene Sage im abfoluten SRaume. 

©ittb ba^er jtt)ei ©rö^en fongruent, fo flnb auc^ alle i^re ein^ 
jelnen S^^eile fongruent, tveld^e bei ber 3)edfung auf einanber ju lie^ 
gen fommen. Solche SC^eile nennen toir IJomologe iEl^eile ber fon^ 
gruenten ©röf en. 

Um au^jubrüdfen , ba^ bie ©ebilbe A unb B fongruent feien, 
fc^reiben tt)lr : A c^ B, ober A s^ B. 

©leidje ©tredfen jtnb fona(^ fongruent. 

Sitte unbegrenjten ©eraben ftnb fongruent, eben fo alle ^albbe^^ 
grenjten ©eraben, alle unbegrenjten Sbenen, enblid^ auc^ alle l^alb^ 
begrengten Sbenen ftnb fongruent. 

8* 10. 

&tflatnn^. 2)ie Slbtpeic^ung jtpeier jufammenfiopenben Sinien 
g AB unb AC (gig. 9) öon bem gemeinfdbaftlidjien 

5ßunfte A, ober bie 9ieigung biefer jioei Sinien ju 
bem gemeinfd&aftltd^en 5ßunfte A, l^eift SBinfel: 
^ bie beiben Sinieu Reifen ©c^enfel, unb ber ge;= 

y A^ B weinfc^iaftlic^ie ^unft A bie ®|>i$e ober ber ® c^ei^ 

^ t e l. SWan f önnte ben SBinfel an^ ald ben U n t e r^ 

fc^ieb ber SRid^tungen jtoeier (Strahlen (feiner ©c^enfel) betrad^^ 
ten. — 3Ran bejeicbnet ben SBinfel entweber burc^i ben Suc^paben am 
Scbeltel, unb fagt ber SBinfel A ; ober man bejeid^net i^n mit ben brei 
33ttc^fiabett, burd^ tt)elc^e bie ©d^enfel benannt jtnb, jeboc^ (o, ba$ bex 
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Suc^flabe am ©d&eitel in Me ÜRltte ju fte^en fommt, uub \pxi(ift: Ux 
JBittfel BAC, ober SB. GAB. 2lm bequemflen aber iji e«, etoen 
Meinen Suc^fiaben in bie Deffnwng be6 SBinfelö jn feften, unb i§n 
mit biefem ju benennen, inbem man fagt: ber SBinfel «. Sejeic^nen 
a unb b bie beiben ®c^enfe( bed SBinfeW, fo fönnen mx ben aBinW 
felbji an^ bnxH} bad Symbol (a, b) bejeid^nen. 

Siegen bie beiben ©d&enfel Aa' unb Aa" (gig. 6.) in einer ge* 
raben Sinie; fo fagt man, fle bilben einen gefiredten ober flachen 
SBinfel, ben man burd^ n ju bejeid^nen p^tQt 

SlHe Pad^en SBinfel finb bemnad^ einanber gleic^^ 

3ie^t man burd^ ben ^unft A (gig. 9) in einer gegebenen (Sbene 
jtoei ©tra^Ien AB unb AC; fo t^eilen biefe bie ganje unenblid^c 
Sbene in jn)ei S^^eile, unb bilben eigcntlid^ jn)ei SBinfel, n)Ot)on ber 
eine « Heiner, ber anbere aber größer al6 ein Padjier SBinfel ifi. 3)er 
erflere n?irb ein l^o^fer ober fonfat>er, ber anbere bagegen ein er^ 
^abener ober font)erer SSSinfel genannt. Seben biefer beiben 
SBinfel nennt man ben Slußentoinfel beö anbern, unb beibe ju^ 
fammen bilben einen fogenannten ^oUtn SBinfel, loeil fie bie 
ganje unbegrenjte Sbene umfajfen. SlUe 'ooUm SBinfel finb ba^er ein* 
anber g(eid^, benn jte rej)rafentiren t)oHfianbige unbegrenjte Sbenen. — 
3eber flia^e SBinfel ift bie §alfte eine6 t)oOen SBinfelö. — 3m §o$(en 
SBinfel BAC liegt ber ^nnft x, im erhabenen SBinfel BAC aber 
ber ^unft y. Denft man fid^ ben einen ©d^enfel beö ^o^len SBinfeW 
über ben ©d^eitel ^inauö t)erlängert, fo liegt biefe SSerlangerung ou* 
ßer^alb ber SSSinf elfladjie , beim erl^abenen SBBinfel bagegen innerljialb 
berfelben. Uebrigenö toerben toir und in ber golge unter bem SQSinfel 
BAC immer ben ^o^len SBinfel a beulen, wenn ba6 ©egent^eil nid^t 
audbrüdflid^ erinnert toirb. 

Siegen bie beiben ©cbenfel M SBinfeld über einanber, fo fagt 
man, ber SKinfel fei gleid^ 3lnü. ßinen folc^cn SBinfel nennen neuere 
©eometer aud^ 9iulltt)inf el. 

3)er 2luf enn)infel eined ^luHtoinfefö ifi ein t)otler SBinfel unb 
umgcfe^rt. 

3)er 9iulltt)infel unb ber »oHe SBinfel finb alfo gleid^fam bie 
©renjen, jtoifd^en mld)cn alle ^o^len unb font>eren SBinfel enthalten 
finb, we^^alb toir biefelben mit bem gemeinfd^aftlid^en 9tamen ®renj* 
n>infel bejeid^nen loollen. 

^ufa^ 1. 3)ie beiben ©c^enfel eined SBinfelö beftimmen bie 

10. ^age einer (Sbene (§. 7). Sltfo fann man fidb burd& 

^ jeben SBinfel eine Sbene gelegt benfen, toe^toegen 

/ 7 / man aud^ ebener SBinfel fagt. 

^\ 7 ^^^^ StiM ^ ®^^ SBinfel ift bcflo groger, je 

^^vv^^-^::;^^ mel^r feine ©d^enfel »on einanber abioeid^en ober 

^/ /v\ ^^/^ bit)ergiren. (S6 ifi namlid^ (a, g) > (a, 

Z \ > («' ^> (Sig. 100 

3ufa^ 3* S)ie ®röpe be« SBinfeld §angt 
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nid^t t)on ber gdnge ber ©c^enfel ab, benn t>erldn9ert man biefelben 
auif nod^ [o tpcit; fo behalten fte bennodb biefelbe Steigung gegen ein^ 
anber. So ifi j. S. ber SBinfel dce = feg. 

Sufai^ 4* 9?tmmt man iic SQinlel acb unb bcd jufammen; 
fo erhalt man ben SSSinfel a c d , njeld^er bemnac^ bie ©umme ber bei^ 
ben erfiern x% 3?immt man aber öom fBxnUl ace ben SBinfel dce 
meg , fo erhalt man ben SSSinfel a c d alö !Differenj ber belben erfien. 
SBeil nun bie SSSinfel burc^ 2IbbiHbn unb ©ubtraftion öerme^rt unb 
t)erminbert mxbm fönnen; fo flnb jte ®röfen, bie mit etnanber t»er^ 
fllid^en mxicn fönnen. 

^ufal^ S. SBinfel, bie einanber gleid^ itnb, mujfen fongruent Jein. 

§. 11. 

«Stflatuttgen. 1) dmi mnM,\m ACD unb DGB (gig. 11), 

11. mi^t ben ©d^eitel C unb einen ©d^enfel CD 

,D g^ttiein ^aben, unb beren beibe anbern ©c^enfel 

5>^ CA unb Cß eine gerabe 8inie ober einen flauen 

■B S33infel bilben, l^eifen Slebentoinfel, fo nam^ 

^ ^' "^ llii), ba^ jeber »on i^nen ber 9?ebentt)infel beö 

anbern genannt loirb. 

3ie^t man fonad^ an^ bem ©d^eitel C eine6 flad^en SBinfeW 
(a', a") einen beliebigen ©tra^l b', fo entfielen bie beiben ^o^Ien 9le^ 
benwinfel (a', b') unb (a ', b'). — Um ben Slebentoinfel eine6 gege^ 
benen SQSinfelö (a', b') ju erl^alten, barf man nur einen ber beiben ©4)en^ 
fei, j. 33. a' über ben ©d^eitel C j^inau^ t>erlängern. — 3ebem l^o^Ien 
SBSinfel entf^)red^en fonad^ jtoel Slebentoinfel. 

3n)ei 9?ebentt)infel liegen flet^ auf einerlei ©eite ber unbegrenj^ 
ten ®eraben unb auf entgegengefe^ter Seite ber ^albbegrenjten Sinie. 
2)ie ©umme jtoeler Stebentoinfel ifi immer gteid^ einem flad^en 
SBinfel, mithin fonjiant. 

2) ©inb jn)ei Stebentoinfel ACD unb BCE (gig. 12) einan^ 
12 ber gleid^, fo ba^ alfo ieber t>on i^nen bie t&dlfte 
j> bed flachen SBinfelö ACB beträgt, fo ^ei^t jeber 

berfelben ein rechter SBinfel, midien tolx burc^ 

R ober - bejeid^nen iootten. Um ndmlic^ auöju^ 

-B bruden, ba^ ber 2Binfel ACD feinem S»ebentt)infel 
D C B gleid^ fei, loerben toir fünftig fd^reiben 

aß. ACD==R, ober SB. ACD = ^. 

3) ©inb bie S»ebenn)infel ACD unb DCB (gig. 11) unglei^ 
fo Reifen fie fd^iefe SBinfel, unb jmr berjenige, mt^tx grofer 
ift al6 ein 9ted^ter, ein flumpfer, unb ber anbere, n)eldber f leiner ifi 
ald ein Siedbter, ein f^ift^^ aSßinf et. 

2)er 2lu^enn)infel eine6 fd^iefen SBinfel^, eineö ftum^fen ober 
\px^m mxxtM ^e\ßt be^ie^ungömeife ein au^ ex^äjxt^tx , ^\\v q.>x'n^^x* 
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flu m Pf er ober ein au^ er fpi^er SQBinM. (5ben fo nennt man ben 
3ln^entt>infel eine6 redeten 9Binfel6 einen a überredeten SBinfel. 

4) Silbet eine gerabe C D mit einer anbern geraben 8inie A B 
(Sifl- 12) gleid^e 9?e6emt)infel , fo fagt man, bie ©erabe CD fle^t 
fenfred^t, ober lot^red&t, ober normal, ober ^)er^)enbifttfar 
auf ber anbern AB, unb nennt bie ©erabe CD felbft eine ©enf- 
redete, ober ein 8ot^, ober eine 9?ormafc, ober enblid^ ein ^er^ 
ptnbiUl auf bie ©erabe AB. 

3)a$ bie ©erabe CD auf bie ©erabe AB fenfred^t fie^t, moHcn 
tvir in ber golge furj fo anbeuten: C D j_ AB. 

SSttbet aber Me ©erabe CD (gig. 11) mit ber ©eraben Aß un^- 
gleid^e 9?ebctttt)tnfe( ACD unb DCB; fo fagt man, bie ©erabe CD 
jie^e fd^ief auf ber ©eraben A B. 

5) 55on jtpei SSSinfeln a unb ß, bereu Summe « + /5 = 2 R ifi, 
l^ei^t ieber baö Supplement (bie (Srgänjung) beö anbern; ba^ 
gegen n>irb t»on jmei SBinfeln x unb y , bereu Summe x + y = B 
ifi, ieber ba6 Äompl erneut be6 anbern genannt 

6) aOBenn fid^ jtpet gerabe Sinien a'a unb b'b" (gig. 7) burct)^ 
fd^nelben, fo entfielen öier SBinfel a, ß, y, S, bereu gemefufdgiaft^' 
lid^er Sd&eltel ber !Durd^fd^nittöpunft {euer ^mi ©eraben i|i. SSon 
biefeu ftnb je jtt)ei, wie a unb y ober ß unb ä am Sd^eitel elnanber 
fo entgegengefe^t, ba^ bie Sd^enfel be^ einett bie SSerfängerungen ber 
Sc^enfel beö anbern flnb, unb mxitn Sc^eitelwinfel ober SSer^ 
tifaln)infe( genannt. 3«9t<^i<^ barf nid^t unbemerft bleiben, ba^ 
bie innern Seiten ber Sd^enfel be^ SBinfetö (a', b') ben innern Seiten 
ber Sd^enfel feinet Sdbettelu>infel6 (a", b") entgegen gefegt feien. 
3)a6felbe gilt üon ben Sc^eitetoinfeln (a', b") unb (a", b'). 

8. 12. 

^ierauö ergeben fic^ nun nad^fle^enbe %olQtxmQext. 

1) aSon einem gegebenen SBinfel ACD wirb ber 9?e6enn)infel 
erhalten, wenn man ben einen Sd^enfel beöfetben über ben Scbeitet 
^iuaud verlängert. 

2) Sinb jn)ei SBinfel einanber gleich, fo ftnb aud^ i^re 9?eben^ 
toiufel einanber gteid^. 

3) Sinb jivei SBinfel unter einanber ungleid^, fo jtnb anä) i^re 
SftebeuiDinfel uugleid^, unb \\t>ax entfprid^t bem gropern jener SBinfel 
ber Heinere SRebennjinfel. 

4) ^\m Sd^eitetoinfel « unb y (gig. 7) jlnb einanber gleidb, 
iDeil fte beibe juglcid^ 9?ebemt)infel t>ou einem unb bemfelben britten 
SBinfel ß flnb. 

5) !Die Sdfenfel be^ rechten SBinfeld fiel^eu fenfred^t auf einanber. 

6) Sitte xedifkn SBinfel jlnb einanber gleid^, benn jeber i|i bie 
^alfte \)on einem flachen SBinfel, unb atte flad^en SBinfel muffen ein^ 
anber gtei(^ fein. (&btn fo flnb atte au^erred^ten SBinfel eiuauber 
'^^'»id^ , benn jeber auf erred^te SBinfel ifi = 3 R. Der redete unb ber 



anßerted^tc SBinfel finb betnitad^ fonflante ©ro^en, iDö^renb bcr fd^iefe 
utib bn auperfd^iefe SBinfel t)cräiiberUd^ erfc^eint, inbem ber erfterc 
atter aSett^e in)i[d^en unb 2R, unb ber anbete aOer SHJert^e jnjt* 
fc^en 2R unb 4R fä^ig ifi, ben SBert^ =R iinb beafe^ungött)elfe 3R 
au^genoniniett. 

3)et ft)i^e SBtafer fann aOe S98ert^c an>ifcl&eti unb R , 
„ fiuttH)fe „ „ „ „ „ R „ 2R, 

r, auf erfri^e „ ,, ,, „ ,, 4R „ 3R, 

,, auferfiumvfe „ „ „ „ ,, 3R „ 2R 

erhalten. 5)er außerfpi^e SBinfel ift f6nacl^ immer großer, ber auf er^ 
ftum)>fe SBinfel aber immer Keiner M ein auferred^ter SBinfel. 2)er 
9?uIInoittfeI unb ber SSoHtpinfel finb ebenfalls untjeränberlic^, unb bilben 
bie beiben ©renjen aller S33infeln)ert^e. 

7) ailfo l&ft ftc^ in berfetben ebene auf bie ®erabe AB (gig. 12) 
im fünfte C nur ein ^ßeripenbifel errichtet benfen. 

8) ©ci^tteiben fic^ jwei ©erabe AB unb DE, unb ifi t>on ben 
»ier fo entfie^enben SBinfeln einer ein red^ter, fo ifi jieber ber übrigen 
ebenfalls ein rechter SBinfel. 

9) ©teid^e SBinfel Igiaben fonjol^l gleid^e ®uj3<)lemente al^ aud^ 
gleid^e Äom))lemente, unb umgefel^rt: ^aben jtt)ei SBinfel gleid^e ©uv- 
J)lemente ober gleid^e Äomptemente, fo finb jene SaSinfel felbfi einanber 
gleid&. 

10) Sinb jn)ei S33infel einanber ungleich , fo fmb aud^ i^re ©uj)^ 
Elemente unb i^re Äom^)lemente ungteid^, unb atoar \!iai ber größere 
ffiinfel ba6 Heinere ©u<)^)lement unb m^ bad Heinere Komplement. 

11) 3^^i Stebentoinfel betragen jufammen genommen immer jwei 
^t^U, n)eil il^re ©umme immer ber ^cii)t SBinfel ifi. 

12) 93on jtoei Stebentoinfeln ifi alfo jeber beö anbern ©u<)plement. 

13) Zxzlji man in einerlei ©bene auf berfelben ©eite einer ©eraben 
au6 einem beliebigen ^ßunfte berfelben beliebig t)iele ©trauten a, b, f, g, 
h, k, . . ., fo ifi bie ©umme aller »on benfelben gebilbeten auf ein^* 
anber fotgenben SBinfel einem flad&en SBinfel gleich, ober gleid^ jn)eien 
redeten SOBinfelnj namlic^ e6 ifi (gig 10). 

(a, b) + (b, + (f, g) + - ♦ + (h, k) + (k, z) == 2R. 

14) ^k\^i man in berfetben Sbene au6 einem fünfte C beliebig 
t)iele ©tra^len a , b , f , g , h , k , 1 , in , n , p , fo betragt bie ©umme 
aller t)on i^nen gebilbeten an einanber liegenben SBinfel einen t)ollen 
SäSinfel ober 2 Pad^e SBinfel ober 4 Siebte. 2)enn verlängert man 
ben ©tra^l a über ben ©d^eitel §inau6, fo ifi (nad^ 3uf. 13) 

j^a, b) + (b, + (f, g) + * . ♦ + (k, z) = 2R unb 
(z, I) + (1, m) + (m, n) + (n, p) + (p, a) = 2R, 
tooraud nun unfer ©a^ t>on felbfi folgt. 

15) 3^rf ©tra^len, toeld^e jn)ei 9?ebenn>infel ^albiren, fielen auf 
einanber fenfred^t; unb jwei ©tra^len, n>eld&e ein ^ßaar ©d^eiteln>infel 
fialbiren, liegen in einer ©eraben. . 
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i 13. 

ftlninetfung« Sei ber Sefiimmwng bet ®t6ße bet SBfnW 
be^iie^t man bicfe gewö^nltd& auf ben redeten SBinfel, b. f). man "ocu 
gleicht fte mit bem rec^iteu SBlnfel, ober man betxa^Ut biefm fonftanten 
SBinfcl flleid^fam aW ßln^eit beö SBinfelmaf eö. Uebrigcn« beult man 
ftd|> flett>ö^nad& ben redeten SBinfel in 90 gleid^e Steile — SBinfet 
grabe ober fd&Iec^tmeg ® r a b e genannt — get^eUt 2)en ®rab 
tfiexH man ferner in 60 gleid^e S^^eile, 3Kt nuten genannt, bie 3RU 
nute trieber in 60 gleidfe SE^eile^ unb nennt biefe ©efunben. 

3)ie SBinfetfefunbe ifi alfo ein fleined SBinfeld^en, njeld^ed 60 SWal 
genommen einem Keinen SBinfel gleid^ ifi, ber SaSinfelminute IJeift, 
biefer gibt 60 9Ral genommen ben SBinfelgrab, unb biefer enblid^ 
90 ÜÄal genommen ben redeten S33infe(. @d ifi bemnac^ ber redete 
SBinfel = 90 ®raben = 60.90 aWin. = 60.60.90 ©efunben, ober 
= 90" = 5400' = 324000", unb ein SaSinfelgrab == 60 3»in. 
= 60. 60 ©efunben, ober = 60' = 3600". 

aaSenn wir ba^er fagen, ber SBinfel (p betrage 73® 54' 28", fo 
l^eift bie^ nid^tö anber«, aU ber SBinfel (p ifl bie ©umme t)ott bem 
73fad&en beö S98inf elgrabeö , bem 54fad^ett ber S33infe(minute unb bm 
28fad^en ber 5BBinfelfefunbe. SBir beflimmen bemnac^ ^ierburd^ ba« 
gSer^aitniß beö aBinfelö (p ju einem JRed^ten, benn ba 9 =. 73" 54' 28" 
= 4434' 28" = 266068" unb 1 R = 90" = 5400' = 324000", 
fo »erhält ftd& 9 : R = 266068" : 324000", unb ba^er ip. 

266068 „ 66ÖI8 „ 
^ 324000 81000 

3ttfa^* 66 ifi fonad^ ber Me SBinfer = 2.90" = 180", 

ber außerrec^te SBinW = 3.90" = 270", 
unb ber t>oae SBinfel = 4.90" == 360 ^ 
3eber f»)ifte SBinfel Hegt jnjifd^en 0" unb 9Q". 
„ fium^)fe „ „ „ 90" „ 180". 

„ auferf<)ifee „. „ „ 360" „ 270". 
„ aufevfittm»)fe „ „ „ 270" „ 180". 
. [d^iefe „ „ „ 0" „ 180". 

,, außerfc^iefe „ „ „ 180" „ 360^ - . 

8. 14. 

Sel^tfa^. ^aben «toei SBinfel ACD unb DCB (gig. 13) 

j3 ben Scheitel C unb einen ©d^enfel CD ge^ 

j^ mein, unb beträgt iljre (Bnmme 2R, fo 

N. muffen bie beiben anbem ©d^enfel AC unb 

, \ CB in berfelben geraben Sinie ACE liegen. 

^ . \ ä^elneid. SBottte man annel^men, ba^ 

'^^~^'^- —-^ ^^^ f^eil^^tt ©d^enfel AC unb CB nid^t in 

berfelben geraben Sinie liegen, baf n&mlic^ 
bie SBerlangerung von A C nid^t mit C B jufammenfaBe , fo mü^te bie 
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goTtfeftung t)Ott AC «nter CB in We Stid^tunfl CE, ober übet CB in 
iie Sllc^^tung CE' faUen. 3ni erften gaUe müßte bann 

ACD + DCE = 2U = ACD + DCß, 
alfo aud& DCE = DGB fein, tt)ad abfntb ifl; im anbem gaffe aber 
tt)are 

ACD + DCE' = 2R = ACD + DCB, 
alfo aud^ DCE' = DCB, toae ebenfaW ungereimt ifl. Da nun 
Me Serlängerung »on AC tt)eb^r unter CB, nod^ über CB faKen 
fann, fo muß btefelbe mit CB jufammenfatten, b. ^. ble ©d&enfel AC 
unb C B bilben nur eine gerabe 8inie, ober bie jvoei gegebenen SHJinf el 
A C D unb D C B jlnb S^ebenvoinf eL 

8. 15. 

&tflätnn^en^ 1) dmi gerabe Sinien AB unb CD (gig. 14 
unb 15), rotid^t in einer ebenen glÄc^^e \>on einanber getrennt liegen, 
fielen ebenfalls in einer beflimmten Seale^ung, ju beren jfenntniß man 
gelangt, toenn man jie mit einer britten ©eraben E F burcbfd&neibet, 
unb bie SBinfel q unb x , tt)eld^e fie mit ber fcbneibenben Jinie E F 
(©efante) auf berfelben Seite t)on i^r nadjj einerlei 9lidbtung ^in bil^^ 
ben, mit einanber t>ergleid^t. 6inb biefe SBinfel einanber gleid^, fo 
Reifen jene 8inien gleich gerid^tet (gig. 14), im entgegen gefegten 
gaBe (§ig. 1 5) aber noerben jiet)erfc^;ieben gerid^tet genannt. 





2) 3wei gerabe Sinien, voeld^e in berfelben Sbene Hegen unb ftdb 
ttid^t fc^neiben, toenn jle aud^ auf jeber Seite ind Unenblid^e t)erlSn* 
gert gebacbt voerben, Reifen paxalUl ober ^arallellinien. !Den 
gn>ifd^en itoti ^araKelen liegenben S^^eil ber @bene )>flegt man einen 
Streifen nu nennen. Sben fo Reifen gläd^en paxaM, toenn fie, 
nadb allen diic^tungen o^ne @nbe ))erlangert, nic^t )ufammentreffen. 
3n tt)ie fem bieg möglidb fei, toerben wir in ber golge feigen. 

SRid(;t ^jaraUele Sinien AB unb CD (gig. 15) Reifen nad& ber 
aiid^tung M ^in, tt)o fie jld^ fd&neiben, f 0nt)ergir enb ober fon*^ 
tjergent, nadb ber anbem 9lii$tung l^in aber bit)ergirenb ober 
t)it)ergent. 

3)aß AB mit CD ^jaraOel fei, brürfen tt)ir fünftig furj fo au^t 
AB II CD; baMB nid&t blöd paxaM mit CD, fonbem ber CD audb 
gleid^ fei , wirb bann burc^ A B 4|= C D be}eid^net. Um enblidb an^ 

6a(0mon'f QUm. Oeom. 4. Suff. 2 
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jubciitett, baf AB iinb CD ntd^t paxaUtl laufen, fd^reibcn n>ir tnxj^: 
Aß /\ CD. 

3) ©fnb bie belbeti Oeraben Aß unb CD (gfg. 14) greld^ge^ 
tid&tet unb man flellt fld6 t)or, baf bie Aß eine pre gage behalte, 
wä^renb ftd^ bie CD glcidbmapig abwar» beweflt, b. f). fo, baf fle 
mit ber fdf^nelbenben gitiie EF ^eW ben aBititel q btlbet, fo wirb fle 
not^VDenbig mit ber Aß l^rer ganjen Sluöbe^nung tiad& pfammen^ 
16. faKen. — ©Inb bagegen A ß utib C D (gig. 16) 

D ^ »erfc^ieben gertd^tet unb j. 59. ber SB. a<:ß, 

I I fo tt)trb bei bem gleid^mdfigen gortfd^reiten 

jjV L ber ^albbegrenjteii ©erabett b', wAl^rettb bie 

fdbneibenbe ©erabe s unb bie ^albbegrenjte 
s' iT®erabe a' biefelbe Sage ttitt>erdttbert beibe^ 
galten, in bem äJfomente; too ber ^unft C 
mit A sufammenfaQt, bie ©erabe b' }tt)ifd^ett 
^/ L" bie ^albbegrenjten ©eraben a' unb s' fatteu 

^ muffen, mithin b" jwifd^en s unb a". 3)ie 

^albbegrenjten ©eraben a' unb b' werben fonadb font>ergtrett, wA^renb 
a'' unb b" bil)ergiren. 

4) SBerben gwei gerabe Sinien AB unb CD (glg. 14), mJgen 
biefe gleit^ ober t)erfd^ieben gerichtet fein, t)Ott einer britten ©eraben 
EF gefd^nitten, fo entfielen ad^t ^o^Ie SBinW p,q;U,v,w,x,y 
unb z. 2)ie t)ier SBinfel u, v, w unb x, weld^e gwifdben ben ®e^ 
raben AB unb CD liegen, Reißen innere SBinfel, bie übrigen t)ier 
Pf q, y unb z aber fi ufere SBinfel. 3ene SBinf elpaare , welche auf 
berfelben Seite ber ©efante liegen unb i^re Deffnungen nadb berfelben 
Kid^tung feieren, mitl^in aud^ auf einerlei ©eite ber burd^fd^nittcnen 
Sinien Hegen, Igieifen ©egenwinfel ober forref^)onbirenbe, 
ober nad^ Sfnbern ganj gleic^^fiimmige SBinfel; jene 3BinfeI^)aare 
bagegen, weld^e auf »erfdjiiebenen ©eiten ber ©efante Hegen , beibe ju^ 
gleich; aupere ober innere, aber nic^t SJebenwinfel finb, al^ auc^ auf 
entgegengefejten ©eiten ber burdbfd^nittenen Sinien Hegen, Reißen SBed^^ 
felwinfel ober ganj entgegengefejte SBinfel. gemer werben 
jwei SBinW, weld^e entWeber auf einerlei ©eite ber ©efante unb auf 
entgegengefejten ©eiten ber beiben burc^fd^nittenen ober umgefe^rt He^ 
gen, l^albgleic^fiimmige äßinfel genannt. @d finb a(fo 
u, V, w unb X bie t)ier inneren SBinfel, 
p, q, y unb z bie t)ier äuperen 2Bin!el; 
p unb w j 

q ,, X ! bie ©egenwinfel, ober forref^)onbirenbett, 
^ ff y f ob^^ 9<»ttJ gleid^fiimmigen 3BinW; 
"^ ff ^) 

u „ w/ ^^^ ^""^^^^ I SBec^felwinfel, ober ganj entge^ 
P ;; 1} We äußeren j flengefet^ten 2Bin!eI; 
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He auf eren | 
Me inneren j 



^arbgleid^fiimmigen SinfeL 



* 3fl eine (Siette ^otattfl mit bet ^pUqtl^^t eine« @ee'« ober tttl^ig Men« 
beti Sßajfetd, fo ffti^t {te l^otigontal, unb )ebe in if^x gezogene (BttaU toitb 
ebenfafl« l^otijontal ober to)agted^t genannt. ~ 3fi eine ®etabe anf gtoei 
{!d^ f($neibenbe l^origontale gerabe Linien im ^ntc^f^nitt^^nnfte pglei^ fenf^ 
re^t, fo l^eift ^e ^tttital obet $ertif allinie, nnb iebe bnt($ tint 
®ertifdUinie gelegte (Sbene xoitt eine ^ertifalebene genannt. 

IDte Grfali^tnng l^ot geleiert, baf bie OHi^tnng bet ^etoegnng eine« freifatten« 
ben St&tptti fenfre^t anf ben ^origont, alfo oetttfal fei; man (inbet ballet im 
gemeinen Seben eine fleine Stnqtl an einen gaben nnb läft fie frei fallen, nm 
bur($ bie Sage be6 fo gefpannten nnb rnl^ig l^ängenben Saben^ bie (Ri($tnng 
bet SJertifaHinien gn be^mmen. 

«. 16. 

Jfpigetuttgett* 1) @6 ifl n)o^l einleud^tenb , baf , )t)enn bie 
etaben AB unb CD (gig. 14) gfeid^ gerichtet finb, biefe nid&t 
aHein mit ber ©efante EF gleidße forref^)onbirenbe SBinW Mlben, [on^ 
bem auc^f mit jebet anbem [dj^neibenben Oeraben KL ober MN gleid^e 
@egentt)infel bilben muffen. 

e« iP nämlid^ aud^ SB. a = /3 unb SB. r = s. 

17. 2) Sinb bie ®eraben A A' unb BB' (gig. 17) 

gleich gerid^tet, ifi nämlid^ ber SB. (a', s) «= (h\ s% 

unb man t)erlängert biefelben abtt)firt6 , fo ifl aud^ 

A/ •' \^ ber SB. (a", s) = (b", s') aU $«ebentt)infel je^ 

q. tce.- U' n ner jtt)ei gleid^en SBinfel; alfo jlnb audb bie 93er^ 

J^L^ IJ'^^ längerungen a" unb b" unter|ialb ber ©eraben 

^ / / ^ EF gleidb gerid^tet 2)ie Äonflruftionen über unb 

J. /. unter EF ftnb bemna^ longruentj ttjenn nun a' 

^\/ * unb b' aufwarte verlängert, gufammenfiofen foH^ 

N ten, fo müpten auc^ a" unb b", abwärts t)erlän> 

gert, jufammen treffen, unb ba^er ttjürben gtt>ei gerabe glnien a unb b 
in jn>ei t^erfd^iebenen fünften jufammenfiof en , tveldbed unmöglidb ift. 
@(eid&gerid^tete Sinien fonnen ba^er nadb feiner ätidbtung t)er[angert 
jufammentreffen, fte müjfen alfo ^>arallel fein. 

3) SBerben jtt)et gerabe Sinien A B unb C D t)Ott einer britten E F 
(gig. 14) gefd^nitten, unb eö finbet eine ^n ben jwölf ©leid^ungen 

1) p = w, 5) V = X, 9) u + X = 2R, 

2) q = X; 6) u = w, 10) V + w = 2R, 

3) u = y, 7) p = y, 11) p + z = 2R, 

4) V = z , 8) q = z, 12) q + y = 2R 

(Statt, fo muffen iebedmal audb bie eilf übrigen ©leid^ungen gleidb^ 
jeltifl befielen, ©ei j. 33. p = w, fo ift, ba p + Q = 2R, nnb 
w 4- X = 2R, au(| p + q = w + X, unb weil »ermöge SSor^ 
auefe^ttitg p =» w ifi, fo folgt toon fe»fl 2) q — x» 

2* 



auf flletd^e ffleffe leitet man bie übrigen je^n ©feid^miflett l^er. 

8luf ä^nlid^e 2lrt t)erf&^tt man, luenn efne bet übrigen ®Iei^ 
d^ungen aW tt)a^r tjoranögefejt tt)irb, um bte Äoeri^enj ber übrigen 
nac$jutt>eifen. • 

SBenn alfo jtt)el gerabe glnlen t)Ott einer brltten 
gefd^ttttten tt)erben, unb eö finb ein ^aar forrefj)onbi^ 
renbe ober ein ^aar SQ8ed^feltt>infeI unter fid^ gleid^ ober 
ee betragen jioei ^albgleidbPimmige SQBinfel jnfam^ 
mengenommen 2R, fo finb alle übrigen torre[j)ottbiren^ 
ben SBinfel unb ade SBed^f elvoinfel ^)aartoeife gleid^, 
nnb je jtoei anbere ^albgleid^ftimmige SBinfel betragen 
einen flad&en gOSinlel 

4) S33erben fonad^ jtt)ei Oerabe a nnb b t)on einer britten s ge^ 
fc^nitten, unb e6 finbet eine ber in 3) aufgefieDten ©leic^nngen Statt, 
fo ift nad& 2) jeberjeit a || b. 

5) Stehen ba^er jtoei ©erabe a unb b auf eine britte ©erabe 
jugteid^ fenlrec^t, fo jlub a unb b audb paxaM. 

6) SBerben jtoei gerabe 8inien Aß unb CD (gig, 15) t)on einer 
britten EF gefc^nitten, unb ed finbet eine t)on folgenben gtoölf ke^ 
(ationen Statt: 

1) q > X, 5) u > X, 9) V + X < 2R; 

2) y > V, 6) V < w, 10) u + w > 2R, 

3) p < w, 7) P < y, 11) q + y > 2R, 

4) z < u, 8) q > z, 12) p + z < 2R, 

fo muffen axx(i) bie übrigen eilf gleid^jeitig befielen, ©ei j. S. q > x, 
fo ifl, ba q + V c=: 2 K unb X + y = 2 R ifi, audb q + v =x + y 
ober q — x =s y ^— v, unb voeil t)erm6ge Sprau^fejung q > x, ober 
q — X > ifl, fo mu| aud^ y — v > 0, ober y > v fein* 

atuf gteid^e Sffieife laffen jld^ bie übrigen je^n SRelationen ableiten. 

2luf biefelbe Slrt fü^rt man ben Seweid unfereö ©afted, toenn 
man t)on einer ber übrigen SRelationen auöge^t, unb ber peipige ?ln^ 
f&nger toirb ed nid^t unterlaffen, bief ju t^un. 

7) SBerben jtoei ©erabe a unb b, »eld&e, voie loir l^ier fletd t)or^ 
au^feften, in berfelben (Sbene liegen, »on einer britten ©eraben ge^ 
f(^nitten, unb ed finbet eine ber in 6) angeführten ^Relationen ®iati, 
fo ip a A b- 3>er S3ett)eid erhellt an^ 8* 15, 3). 

8. 17. 

SBenn jvoei ©erabe a unb b ^>aral(el finb unb oon 
einer britten s gefd^nitten voerben^ fo finb 1) je jtoei 
forref^)onbirenbe, 2) je jtoei SBedJfeltoinfel einanber 
gleid^, unb 3) beträgt bie Summe je jtoeier ^albgleid^^ 
^immiger aßintel einen flad^en SBinfel (gig. 17). 

äSetnetö. !Denn loüre g. 9. nid^t cc = ß, fo müpten nad^ 
8* 16, 7) bie beiben ©eraben a unb b nad^ einer ä^idb^ung !ont)er« 
giren unb nad^ ber anbem bi)>ergiren, n>a$ ber SSoraudfe^ung , baf 
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a|b fei, tDibetfpcid^it; ed fotin fouad^ mbtt a>ß noc^ « </3 fritt^ 
wtt^te {fl « = |8. 

3>te beibett anbem ®&$e toerben auf biefelbe Sltt mit ^i(fe bed 
I. 16, 7) betpiefm. — 3)iefe brei ©äfre jinb ba« Umgele^tte bec im 
t. 16, 3) att6gef))cod&etten. 

3itfit# t« ®te^t eine t)on jtpd ^araQeten a ittib b auf einet 
Wtten ©etaben c fenfred^t, fo fle^t aud^ bie anbete auf i^t fenfte^t, 
irnb umgefe^tt: Stehen in betfefben (Sbene jVDei ®etabe a nnb b 
auf bet nämtid^en btirten ®etaben c fenfted^t, fo ifi a || b. 

3itf(i# V- ®tti^^ abet t)on jVDei ®etaben aunbb 
in betfelben (Sbene nut bie eine betfelben fenfted^t auf 
eine btttte ®etabe, fo finb a A^. !3Denn fle^t (gig. 18) 
a J_ c, b abet fc^ief auf c unb ifl (b', c) < R, fo i^ 
(a', c) + (b', c) < 2R, folglich a' A b', alfo auc^ 
a^b. 

Sitf«^ *• äBenn bie Igialbbegtenjten ®etaben a' 
unb b' mit bet ®etaben c foni)etgiten, fo muffen aud^ a unb b felbfl 
fottt>etgettt f^te. 

19. 3itf<t^ 4- 3» betfelben (Sbene I&ßt jlc^ butdb 

p einen $unft ju betfelben ®etaben AB (gig. 19) 

;nut eine ?Patat(eIe gießen. — !Denn i^ g. S. 

6 D II A B unb man n)ütbe bel^au))ten, baf aud^ bie 

-» butdb ge^enbe ®etabe LE||AB fei, fo mufte 

^ bet SB. FOE = FCß fein, unb batt)egenGD|| AB 

-^ c ^ not^ttjenbig FOD = FCBifi, fo tt)dte auc^ bet 

SB. F E = F D , b. i. bad ®anje gleid^ bem JE^eile , tt)ae abfutb 
ifl. e^ fann fonadji butc^ avi^tx GD feine anbete ®erabe LE || AB 
gegogen tvetben. 

3ttfa^ ft* SBenn eine ®etabe L E eine )oon gmei ^ataOelen 
GD ttttb AB fd^neibet, fo mup fle, ^inteid^enb t)etlangett, auc^ bie 
onbete AB fd^neibcn. 2)<nn toate'We^ nic^t ber %aVi, fo müpte LE || AB 
fein, unb bann träten in betfelben Sbene butc^ bcnfelbcn ^unft jut 
AB att)ei fßatallelen GD unb LE gejogcn, tt)aö abfutb ifi. (So muß 
alfo bie LE aud& bie AB fc^neiben. 

3uf<i^ G. Sttic^tet man in bet n&mlidben @bene auf eine jebe 
i)on jtt)ei font)etgenten ©etaben a unb b ein ^etpenbüel, fo muffen 
auc^ biefe ©enfred^ten fonöitgiten. 2)enn e6 feien (gig. 20) a A b, 

p J_ a unb q J_ b, fo ifi , tt)enn bie 2)utd^^ 
fc^;nitt«^)unfte biefet $erpenbifel mit ben ®e^ 
taben a unb b butc^ bie ®etabe s )oetbunben 
ttoetben, ttjeil t>etm. aSot. (a' ,p') = R = (b', q') 
ifi, offenbat (p', s)< R unb aud^ (q', s) < R, 
mithin aud^ (p', s) + (q' s) < 2 R, folg^ 
Uc^ nadb g. 16, 7) p' A q'/ b^¥'^ ^^^ P A flr 
b. 1^. bie beiben ©enfted^ten muffen flc^ fd^neiben. 
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21. ^nfai^ ». 3fl (»ig. 21) a' || b', unD braft man 

j' jid^ a' In berfclben Sbene gleid^ntaf ig, b, ff. fo fort^ 
fd^reitenb, ba^ fie gegen t)te &^miHnbt s fletd Me^ 
felbe Neigung behält , fo mu^ a' mit b' )nfamntett^ 
— ** faßen, fobalb ber 3)urc^;fd&ttitWl)Uttft ber a' rnib » mit 
bem ^viX(S)^^mMpmUt ber b' unb s )ttfammenfällt ; 
ed ifl bemnad^ in biefem gaUe (a', b') = 0. — 3P 
aber a' || c", mithin (a', s) = (8, c"), [o ti)irb bei 
bem gleid&mäßigen %oxt\i)xdten öoii a' in bem aWomente, n>o a' auf ben 
2)urd^fd^iiittö^)unft ber c" mit s trifft, ober bie ©trerfe s t)erfc^tt)itibet, 
ber (a', c") = 2R. 

dd ip fonac^ ber SBinfel gtocier ©eraben a' nttb b', ttjenti ftc 

au einanber nac^ berfelben Stic^tung parallel laufen, gleid^ 9}utl, unb 

wenn a' unb c" nadi> entgegengefeftten 9li(^tungen )}araHel jinb, gleich 

einem pad^en Sffiinfel, al|o im allgemeinen gleid^ einem Orengwinfel. 

Sitfit^ 8» i^^¥ W1Ä« ^^^^ fiuen 5ßunft A in einer gegebenen 

22. Sbene gnjei beliebige ©tral^len a' unb b' 

(gig. 22), unb bur^ einen anbern ^ßunft 
B berfelben (Sbene jn>ei Strahlen c' unb d' 
/^ ober c" unb d", ujeld^e einanber bejie^ 
$ung^n)eife nad^ einerlei ober nad^ entge^ 
-o^^ gengefeftten SRid^tungen paxaM finb, fc 
^nb bie t)on jenen ©tral^len gebilbeten 
SBinfel einanber gleid^, nämlid^ e« ifl 

(a', bO = (C, dO = (c", d'O. 
3ie§t man aber c' || a' .nac^ berfelben SRid^tung unb d" || b' nad^ 
entgegengefeftter SRid^tung, fo tt)irb 

(a', b') + (c', d") = 2R. 
2)iefe beiben Sel^auptungen ergeben jld^ fogleic^ ald rid^tig, mm 
man bieTbeiben fßunfte A unb B burd^ bie Oerabe s t)erbinbet. 

SufÄ^ 9. 2W w^^n ^^^^ ^^^ 2lnfang6»)unfte A unb B iwiex 
23 ^albbegrenjten font)ergirenben Sinien a' unb b' 

eine ®erabe s (gig. 23) , fo ifi ber 9«eigung6^ 
tt)inW (a', bO 1) ber 2)ifferenj jtt)ifc^en je jtt>ei 
torrefponbirenben SBinfeln gleid^, unb 2) i^ er 
bad Supplement ber beiben innem ^Ibgleid^^ 
fiimmigen SBinfel; n&mlid^ e^ ifi 
(a', bO = (a', 80 — (b', s) = (b', s') — (a', s) unb 
(a', bO = 2R — Ka', s) + (b', s)]. 
3)ie ©iltigfeit biefer ©Ä^e erhellt fogleic^, n>enn man burd^ ben 
Sittfattg^punft ebier ber beiben ^albbegrenjten Oeraben eine parallele 
jur anbern gegebenen Sinie jie^t, j, 33. burd^ B bie Oerabe c' || a'. 

Sttfa^ lO. SBenn AA'-||BB' unb GH||EF (gig. 17) x% 
unb man läßt bie GH in berfelben Sbene gleid^mißig fortfc^reiten in 
Segug auf A A', mithin aud^ in Sejug auf ß B', fo muffen bie ©c^ei^ 
tel ber äßinf el a^ unb a, ß' unb ß gleid^jtitig auf einanber • fallen ; 
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cd ifl alfo Me ©trerfc «' /3' = « /8 , unb eben fo folgt auc^ /J /J' «r « a', 
b. |l. parallele Sittien jtt)ifd&ett ^)arallelett ©eraben [inb 
eiuanber gleid^. 

8. 18. 
äBenn in berfelben (Sbene }n>ei nic^t paraOele ®erabe a nnb b 
t>ott einer brltten s gefc^nitten VDerben, fo finb 

24. 1 ) je in)ei f orref^)onbtrenbe ffltnf el nngleic^, 

2 ) jittb ie jifoet aBed^fetoittfel nnglel^ «nb 
. 3) ift bie Summe je jweler l^albgleic^fiim* 

^* migen SQäinfel ^ 2R. (gig. 24). 

äSetneiö. ^d^neiben toir bie nxdfi piv 

'^~ 1^ ^-^^ ^' — rallelen Sinien a unb b burdji eine britte ®ej» 

^/ *^ rabe s in bie ^albbegrenjten ginien a' unb a", 

b' unb b^'j fo ttoirb, tpenn a' gleid^mapig 
fortfd^reitet , bid il^r änfangönunlt A mit 
bem !I)urclbfc^nitt^)>unfte B pfammenfAUt, bie 
a' mit b' nid^t jufammenfallen f önnen, \\>dl a' /\ b' t)orattdgefe$t n>urbe, 
ed muf fonad^ a' jtoifdb^tt ^' ^^^ s' o^^^^ '^' jtoifdben a' unb ü\ ba^ 
gegen a" ^mifd^en b" unb s" ober b" jttjifc^en a" unb s" fatten, b. ff. 
ed muß ber fflinfel (a', s) $ (b', s') ober « §: /J fein. 

3lu6 ber ®i(tig!eit biefed ®a^e^ folgt nun bie Stid^igfeit ber 
beiben anbern t)on felbfi. 

Diefe brei ©afte finb ba« Umgefe^rte ber im (§. 16, 3uf. 7) aud^^ 
gefiproc^enen. 

25. 







2nfa1^ 1« 93on einem fünfte Ci^ig 25) fann auf eine ®erabe 
s nur e i n ^expenbitel gefaßt tverben. Denn ed fei a'x *^/ ^Ifo (a', s) = R ; 
n>äre nod^ eine jtveite ®erabe b'Xs mi^li^, alfo anc^ (b', «') «» R, 
fo toaxe (b', sO = (a', s), folglidb b' (1 a', tt>aö abfurb ifi. 

Sttfa^ ». 3n bemfelben $un!te C (gig. 26) einer ©eraben s 
läpt jtd^ nur ein 5tJer^)enbifel auf biefelbe erri(|ten. Denn iji a'J.s, 
fo ifi (aV »0 = R, unb tt>ace audb b' J_ », fo müpte (b', s) = R = (a', s') 
fein, rt)a6 abfurb ift. [9Sergl. $. 12, 7)]. 

^nfal^ 8. ©te^t eine ©erabe fd^lef auf einer anbern ©eraben, 
unb man faßt an^ einem beliebigen fünfte ber erjiern ein 8ot^ auf 
bie le^tere, fo liegt biefeö ?Per^)enbitel auf ber Seite beö \pi^m ffiinfel«. 

«. 19. 

&tHatnn(ien Seber t)on aßen Seiten begrenjte JE^eil einer 
glad^e ^eift flac^^e gigur, bie eben ober frumm ifl, je nad^^ 
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pevx Me begrenjte gläd^e eben ober frumm ifi (g. 5). ^ter wirb bloß 
t)Ott ebenen Siguren ge^anbelt. — ©Inb bfe ©renjen ber gigur gerabe 
ginten, fo f)n}t bie gigur ebene gerablinige gigur, im ®e^ 
gegentl^eile aber f ru mm I in ig; bie Sinien, mi^e bie ©renjen bilben, 
werben Seiten genannt, unb i^re Summe Umfang (5ßerime^ 
ter) ber gigur. 5)ie t>on je jtt>ei Seiten gebilbeten SGBinW l^eifen 
Umfang6tt)infel, ^ol^gonwinf el, ober ddtn, unb jebe 
gigur ^at beren fo t)iele, al^ fte Seiten f)at. Siegen bie Verlängerung 
gen ber Sc^enfel eined 5ßol9gonn)inte(ö außer ber gigur, fo l^ei|t ber 
aaSinfel ein an6f))ringenber unb ifi ein ^o^Ier; liegen aber bie 
SBerlängerungen in ber gigur, fo ^eift ber SBinM ein einfprin^ 
g e n b e r , ber jebe^mal tonf>tx i% Verlängert man t)on brei unmit^ 
telbar auf einanber folgenben Seiten a, b, c bie mittlere b nac^ bei^ 
ben SRid^tungen, fo liegen a unb c entweber auf berfetben Seite t)on 
b ober auf t)erf(^iebenen Seiten t)on b; im erfieren gaKe jtnb (a, b) 
unb (b, c) ^o^le, im anbem gaBe aber erhabene SBinfel. 

^iifa^ 1* 3ebe ebene gigur ifi bemnad^ ein a;^eil einer ebenen 
gläc^^e, welker in i^r burc^ einen gufammen^ängenben Sinienjug, ber 
bei feinem gortfc^^reiten fietö burc^ t)erfd^iebene ?ßunfte ge^t, unb ju^ 
leftt auf feinen Slnfangdpunft jurüdfe^rt, begrenjt wirb. I)iefer un^ 
unterbrod^ene , in fic^ felbfi jurüdfe^renbe ginienjug (?ßerimeter) t^eilt 
fonad^ bie ganje unbegrengte (Sbene E, in weldjnn: er liegt, in gwei 
a;^eile F unb F', wo»on ber eine a;^eil F eine t>olltommen begrenjte 
gigur ifi, ber anbere F' aber eine ^albbegreujte unenblic^e Sbene bar^^ 
fieUt. 

3ufa^ •♦ 3fi <ilfo in einer ßbene eine gigur gebilbet, fo liegt 
jeber ^^unft ber gläc^e entweber im Umfange ber gigur, ober in i^r, 
ober auf er i^r. 

Siegt bemnad^ ein ^unft in einer gigur, fo muß jebe burd^ ben^ 
felben gejogene ®erabe bcn Umfang ber gigur burdbfd^neiben , unb 
wenn man einen beliebigen, auf er ber gigur liegenben ^un!t mit 
irgenb einem 5ßunfte innerhalb ber gigur burc^ eine ©erabe t)erbinbet, 
fo muf aud^ biefe Sinie ben Umfang ber gigur burd^fc^neiben. 

^ufai^ 8.. (Snblic^ ifi einleuc^tenb , baß jur Segrcnjung einer 
ebenen gerablinigen gigur wenigfien^ brei gerate Sinien erforberlic^ 
feien. S^ifd^en jwei Strahlen a' unb b' liegt nur ein untJollfiänbig 
begrenjter SE^eil E' i^rer (Sbene E, beffen @röße jwar an unb für flc$ 
unbefiimmt ifi, ber aber jur ganjen unenblic^en (Sbene bennod& in einem 
befiimmten Ser^ältniffe ^e^t SBirb nämli(^ bie grgänjung t>on E' 
jur ganjen unbegrengten Sbene E burdb E" begeic^net, fo t)er^ält jid^ 
E' : E" = (a', b') : äußenwinfel t)on (a', b') ; alfo aud^ 
E' : E' + E" = (a', b') : 4 R [$. 12, 14] ober 

E' : E = (a', b') : 4 R, ba^er (a', b') = |^ . 4 R. 
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$. 20. 

Chrf läruttgett« 1) SBenn in einer ebene ein ©vflem t)on ^ßnnf:^ 
ten gegeben ifi, t)on weldben brei unmittelbar auf einander fofgenbe nie 
m berfelben ©eraben liegen, unb man t)erbittbet jeben berfelben mit 
bem ndc^fifolgenben , enbli* ben leftten mit bem erften burd^ ®erabe, 
]o f)ti^t ber t)ott biefen ©trerfeu begrenjte JEl^ie« ber gbene ein ein^ 
'\V^^^^^ «ielerf — «ßoli^flon — , mldSfc^, mit Sifirfjlc^t 
auf bie SRenge ber im ©^fieme gegebenen ?ßunfte, ein einfache« ebe^ 
ne« a)reie(f, Sie red, günferf u. f. tt). genannt tvirb. 2)ie ein^^ 
jelnen ©trerfen tt)erben © e i t e n genannt , ber gemeinfdbaftlidbe qjuuft 
jmeier benacbbarten ©eiten aber ©c^ eitel ober ein &d, bi6tt>eilen 
aud& ©Vifte. — 3ebed foldbe« aSielerf f)at eben fo t)iele ©eiten unb 
SBittfet, aW e6 ©(*eitel enthält SOBarum? 



27. 



28. 





\ 



2) 3n einem einfadb^n 93iele(fe Reifen bie einen äBinfel einfc^lie^ 
$enben ©eiten unb eben fo bie @nbpunfte einer ©eite al6 ©c^eitel be^ 
trachtet, bie bei ben anliegen ben ©tücfe. ©o flnb (gig. 27) a 
unb e bie bem äBinfel A, bagegen A unb B bie ber ©eite a anliegen^ 
ben ©tfide. 3)agegen nennt man jtoei folc^e ©tüde, jioifc^en loelc^en 
beiberfeitd gleich Hele ©tüde bed Umfanget liegen, gegenuberlie^ 
genbe ©töde. 

©0 jlttb (gig. 27) ber SBinW A unb bie ©eite c gegenüberlie^ 
genbe ©tucfe, n>eil an)if(|en benfelben fotoo^l nac^ oben ald nadb unten 
»ier ©tüde, alfo gleidS> t)iele liegen, eben fo ftnb (gig. 28) bie ©ei^ 
ten a unb d/ eben fo bie SBinfel C unb F ©egenfincfe, loeil fo* 
too^I jtoifcben a unb d al^ auc^ jtoifd^en C unb F beiberfeitd gleid^ 
))iele , n&mlic^ fünf ©tüde liegen. 

äu« ber ©etradbtung ber gig. 27 unb 28 ergiebt fid^ o^ne ©db^ie*' 
rigfeit, baf eine ©eite immer einen SBinW unb umgefel^rt inm ®e* 
genfUtdfe ^aben, toenn bie ©eitenanja^l bed ^ol^gond ungerabe 
i^, baf bagegen iebem fflinlel ober jeber ©eite toieber ein SBinW 
ober eine ©eite ald ©egenfiüd entfpred^e, toenn bie ©eitenanja^l ge^ 
rabe ifi. 

SCtimetf itttg- Sßenn in einer ebene ein ©^ßem "oon n ^unfteu 



gegeben ifi, tveld^e toxx ber Orbnung naä} ixixd) 1, 2, 3, 4, ... n 
bejeic^nen xooütn, unb t)on benen feine brei unmittelbar anf einanber 
folgenbe in berfelben ©eraben liegen, fo entfielt bie grage, n>ie t)ie(e 
^ßolvgone fßnnen burc^ bie in 1) angegebene aSerfal^rungöart er;\eugt 
tt)erben? — Gebeutet ba6 Symbol 1, 2,3,4,... (n— 1) n, bag mau ben 
erfien ^xintt mit bem jn>eiteu, bann ben gtpeiten mit bem britten, fer^- 
net ben britten mit bem t^ietten n. f. f., enblic^ ben n*«» mit bem erften 
t)erbinben [oU, fo ift einleucbtenb , baß, wenn man \?on irgenb einem 
befiimmten ^unh au^ge^t, mithin benfelben alö ben erjlen betrac^^tet, 
bie übrigen gegebenen fünfte in [o t>ielen äufeinanberfolgen mit ein^ 
anber t)erbunben werben fönnen, wie riele ^^ermutation^formen (n — 1) 
efemente gefiatten, alfo in (n— 1) (n^2) ... 4, 3, ?, 1 Solgen 2lDein 
beOenft man, baf je ^mi fold^e SSerbiubungen , wie j. 93. 1, 3, 2, 4 
unb 1, 4, 2, 3, in welchen bei ber einen bie Slufeinanberfolge ber brel 
legten fünfte gerabe bie umgefel^rte golge ber anbern 93erbinbung fei, 
mithin bie burdb ^^^ angezeigten aSerbinbuugen erzeugten ißol^gone 
ibentifc^ feien, fo laßt ftc^ o^ue ©c^wierigfeit einfe^en, baf burd^ ein 
S^fiem y>on n ^JJunften fo t^iele tjerfd^iebene SSielede gegeben feien, al^ 

ba6 ^robuft (n— 1) (u— 2) ... 5.4.3 =- ^-^^' anjeigt. 

6in ©t^fiem öon brei fünften fü^rt fonac^ auf r-^ = 1 2)reie(f ^ 
ein ©vftem t)on t)ier fünften auf -^ -^ 3 SSiered e ; fünf fünfte ge< 
ben ^ = 12 günferfe u. f. w. SBergleid^e gig. 29 a, b, c. 

29. 

c. 
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8. 21. 

@rf Ictruttg SaSenn in einer ebene ein ©^fiem t)on n ©eraben 
gegeben ifi, wel^e in beflimmter Orbnung auf einanber folgen, t)on 
betien ferner feine jwei unmittelbar auf einanber fotgenbe parallel ftnb 
unb feine brei unmittelbar auf einanber folgenbe burdb benfelben 5ßunft 
ge^en, unb wirb jebe biefer ©eraben t)on ber nädbfi folgenben, mithin 
bie leftte t)Ott ber erfien begrenjt, fo wirb bie t)on ben fo entjie^ettben 
©treden gebilbete gigur ein einf adbe« ebene« SSielfeit ge- 
nannt, bei weld^em eben fo t)iele ©(Reitet unb SQBinfel al« ©eiten t)or^ 
fommen. 
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3ufa#« enthält bad erttJÄJ^nte S^fiem t)on Linien n ©erabc, [o 



(äffen ftd^ 
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t)erfcl^lebetie SBielfeite btlben. SBergl. gig. 30 «, h, c, 



ttnb burc^ 93erg(eicj^ung biefer mit ${g. 29 tf, b, c toitb man leicht ben 
Uttterfd^feb jttjlf^en {cnen brci Sieredeti, tt)eld^e bur(^ ein ©^jiem t)on 
t>tet fünften benimmt n)erben, tmb biefen brei Sierfeiten^ noetd^e burc^ 
einerlei Softem »on t)ier Oeraben gegeben finb, erfennen. 

!I>er Slnfanger n)irb gut tj^un^ mei^rere beriet ^oußruftionen 
toirflid^ au^jufu^ren. 

8. 22. 

@tf lätuttaett* 1) 3ebe ©erabe, xotMjt jmel nic^t an berfelben 
^ol^gottfeite liegenre ©dbeitel t)erbittbet, ^eif t eine $ttebettfeite ober 
^Diagonale, unb ber ^Durc^fdbnitt }n)eier uid^t unmittelbar auf ein^ 
anber folgenben ^Pol^gonfeiten ^eipt ein $ttebenfd^eitel. 

3)a ftd^ jeber ©c^eitel eineö ^pol^goneö t>on n Seiten mit iebem 
ber übrigen ©d^eitel^ nur nid^t einem benad^barten , burd^ eine SRebeu^ 
feite »erbittben läft, fo fönnen burcb jeben ©(^eitel (n— 3) Diagona^ 

Jen gejogen tt)erben, folglid^ jlnb in einem nede uberl^au<)t " ^"~ 

!D{agotta(en mogHc^. äßarum? 

5)adfelbe gilt bejüglic^ ber änja^I ber 9{ebett\cJ)uUl d\\t% xv^^^. ^^ 
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2. 3ie^t man in bct ebene elned ?ßoh;gon6 (gfg. 31) bur* 
etnen belieMgen ^unft m eine ©erabe m z, njetd^e fammtlld^e ^Pol^gon^ 
feiten ober l^re aSerlangerungen burc^fctinetbet , fo ^eißt biefelbe eine 
3;rattöt)erfale. 3fi bie 3;ranöt)etfale mit einer SBielerfdfeite ^)arat 
lel, fo liegt i^r gemeinfc^aftlid^er 5)nrcl^fd^nittö^)nnft in unenblt^et 
(Sntfemung. 

SBelc^e t)erf(^iebene Sagen fann bie Xrandt^erfale l^aben? 
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3) ^Uf)t man an^ einem 5ßnnfte in ber ßbene eine« ^ol^^ 
flonö (Sig. 32) md) aOen Scheiteln bie Strahlen OA, OB, OC/ 
OD, . . .; fo ^eißt ber ^unft ber ©tra||I»)Uttft, unb jene 
©tral^Ien gufammengenommen tt)erben ein ©traJ^Ibfifd^el genannt. 
!Denft man fld^ ben ©tra^Ipnnft in unenblid^er Entfernung, fo Knnen 
bie @tra§(en a(6 paxaUü ju einanber angefel^en tverben. 

^nitf ifi einleuc^tenb, baf , toenn ber ®txaf)lpmtt mit mehreren 
Scheiteln in berfelben Oeraben liegt, bie blefen ©dj^eiteln entfprec^en* 
ben Strahlen jufammenfaBen. 

SBelc^e t)erfd^iebene Sagen fann ber in ber @bene eined einfad^en 
^ol^gond angenommene Qtxaf)lpnntt l^aben? 

8. 23. 

aSerlÄngert man alle (Seiten eineö ^ßoli^gonö t>on 
n®eiten mit lauter l^o^len SBinfeln nac^ einerlei 9ti(^^ 
tung, fo ifi bie (Summe aller fo etttfle^enben &ufern 
SBinlel = 4R, alfo fonpant (gig. 33). 
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3^- äSetneiö. Sm man bnxä} eteen belieMgeii 

r 5ßuttft in ber (Sbene bed ^ßol^gone Me ®e^ 

rabe Oa || AA', Ob || BB', c || CC, Od || DD' 
tt. f. f., fo flttb bie fo entfle^ettbett SBliifel, 
»elc^e bell ©d^eitel gemrinf(^aftll(^ ^abeii, ber 
Orbttttiig nad^ ben Äußern ß, y, 6, .., a gfeid^f, 
folglicb tt. f. tt). 

^iifa^ !♦ Seaeid^nen tt>tr bfe ^ßol^gon*^ 
ttjfiifel felb^ ber Orbnung nad^ fnrj mit A, B, 
C^ D, . . .^ ttttb i^re ©ttinme bttrd^ Evf , fo fft 

A+« = 2R = B + /J = C + y = D + d=:..., mU^ttt ' 

CA + B + C + D + ..0 + (a+/3+y + * + -.) = n.2R, ober 

(A + B + C + D + ...) + 4R=:n.2R, folglich 

A + B + C-|-D+... = n.2R— 4R = (n-2).2R, ober 

2;w = (n— 2)»2R; 

b- % in iebem nerfe tt)irb bic ©urnme alter {ttnern saSin^ 

fei gefunben, tt)enu man 2R mit ber um 2 t)ermittber:^ 

ten ©eitenanjal^l multi^)ncirt 

3)lefe Summe ifi alfo bloß i)on ber ©eitenanja^I ab^&ngig. — 

©ittb alle ?ßol9gonn)iufel einauber gleich, [o ifi jeber berfelben 

= 5z:?. 2 R. 

n 

3itf^# ^* 3i( V^^xa iDreietfe ijl fonad^ bie Summe ber brei 
SBittfel =t 2 R == 180^ 

^ierauö folgt, xotwx bie brei ffliufel mit A, B, C bejeid^net 
tt)erbett, A + B = 2 R — C unb C = 2 R ~ (A + B)} ifi näm^ 
Uc^ ein SGBinfel bed !Dreie(f6 belannt, fo ip auc^ bie ^\mxat ber bei^ 
ben anbern 9Bin!eI befaunt, unb tt)enn 2n)ei SBinfel A unb B gegeben 
finb, fo ifi auc^ ber britte C befannt, e6 ifl n&mlic^ C bad ®up))Ie* 
ment ber beiben anbern. 

Sei ber Äonfhruftion eineö 5)reie(fö Wnnen baber nur jtt)ei saSin^^ 
fei tt)illfurli(^ angenommen tt)erben, benn ber britte ifi an bie ^Uu 
c^ung C = 180« — (A -f B) gebunben. 

Siifo^ 8* SSergleid^t man ein $aar 2)reietfe unb ftnbet, baß 
fie jtt)ei SQSinfel fiütftt)eife glei(^ ^aben, fo ifi aud& ber britte SBinfel 
be6 einen bem britten Sffiinfel be6 anbern Dreiedö glflcj5>, ttnb ^aben 
bie beiben 5)reie(fe einen ffiinfel gleid^, fo ifi and) bie Summe ber 
beiben anbern äBinfel in beiben iDreieäen gleidb. 

Sufa^ 4» 3fi in einem Dreiede ein Sffiinfel ein SRedbter, fo be< 
trägt bie Summe ber beiben anbern einen Steckten, mithin ifi ieber 
ber beiben anbern SBinfel fpift. 3fl nämlic^ A ^^ R , fo ifi audb 
B + C ==: R, alfo B < R unb C < R. 

Umgef e^rt : SBenn bie Summe jtt)eier aSBinf el B + C « R , fo 
ifi ber britte SBinfel A = R, b. ^. ba6 2)reierf ifi redbttt)inflig, ober fo 
^e^en bie ben 98infeln B unbO gegenüberliegenben Seiten b unb c 
fenfred^t auf eiuanber. 



3of(ii$ ft- 3^ aber ht tinem 2)reiecfe ein SBinfet A > B, fo ifl 
Me Summe Der beiben anbem B+ C<R, bo^er jeber blefer aßfnW 
etn fvlfter. 

Umgefe^rt: SBenn in einem !Dreie(fe bie (Summe )tt>eier SBinfel 
<R, fo iP ber brtttoH, ober ba« 3)reie(f iji ftempfwinHis. 

^uf<t^ G- ®inb }n)ei Sinfel B unb C eine« ^eied« einonbet 
flleid^, fo ip A4- 2B = 2R, dfo 

A =2R — 2B unb B = R — A- 

unb finb aOe brei aßinfel einanber ))(ei($, fo ifl 3A =:2R, mithin 

A = f R = 1 . 90" = 60». 

3ji enblic* A = R unb B = C , fo erßdlt man bie ©ieid^nna 
R + 2 B =- 2 R , fonod^ 

B = C = AR = 45" = ^. 

4 

34. 3ttf<^^ V- 3^ ^in^nt !X)te{e(fe fann nitr 

jj c 1 11 flttmpfer nnb aud& nur ein redetet ®hi* 

fei erfd^einen. 3ebe6 iDteierf ^at alfo m* 
ttigflctt« jwei f^)ffte aSBlnfel. 

3itf<^^ Ä. 93erlängert man im ^Dreiede 
ABC (gig. 34) eine Seite AC, fo ifl ber 
fo entfie^enbe äußere SBinfel o = a -f- /J 

jT) ($. 17. 3ttföft 9)f mithin a}>a unb a>>/J, 

b. ^. ber Äußere SBinfel eined 3)reiedö ijl 
größer aI6 jeber innere ®egentt>infel. 
J^ Serfängert man alle brei Seiten nad) 

^ einerlei Stiftung, fo ifi nad^ unferent affge^ 

meinen @a^e 

9 4- ^ + o = 4R unb a + /3 -}- y = 2R; 

mithin ifl bie Summe ber brei Äupem SBinfel bo^)^>elt fo groß aW bie 
Summe ber brei innern. 

3ttfa^ B. S&Ot man aud ber Spi^e einea Dreietfa auf bie Saftd 
ein $er^)enbif el , fo f&Ht biefed entweber in ba6 3Dreietf, ober in eine 
Seite bed 2)reierfa, ober enblid^ außer bad iDreied, je nad^bem bie 
beiben SBinfel an ber Sajid fplp jinb, ober einer berfelben ein red^ter 
ober ein flumpfer SBinfel ifl ($. 18. ßufaft 3). 

SInmerf. 90ie gtof ifl bie ^umrne bet äufetn unb tote gtof jene bet innmi 
SDinfel eine« ^oli^gond t^on n (Seiten, toenn ba«fe((e einfptingenbe ober fon^ 
))ere ®infel entl^ält? — ^ie 8eanti9ortnng biefer grage überlaffen n)ir bem 
Steife be« ftnf&nget«. 

8. 24 

@tf(jEtutt0ett. «^at ein ^ol^gon alte Seiten gleid^, fo ^elßt 
e6 gleidbfeitig; ^oX e6 lauter gleidjfe SBinfel, gleic|n>inflig. 

3tt)ei aSielerfe, bie gleic(^en Umfang ^>aben, Igfeißen ifo^)eri'^ 
metrifd^e ^oli^gone. Sinb in dnem $ol))gone alle Seiten unb 
SBinfel einanber glei(^, fo ^eißt ed regulär; im entgegengefe^en 
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^aUe irreflulär. 9SorjUß6n>dfc nennet man bad regntäte ffiiered 
^lettagon (Cluabrat), baö reguläre güufedf ^ßentagon bad 
©ed^öerf ^eragon, baö ©iebenerf ^cpta^on, baa Stc^^ted Df< 
togon, ba^ 5Reunerf (Snneagon, bad 3^^«^* iDefagon, bad 
3tr>ölfetf 2)obefagon, unb enblic^ baö günf^e^uedt ^entebefa^ 
gon. !Die übrigen regulären ^ol^gone ^jftegt man nic^t mit grledbi^ 
i'c^en $Ramen tt)te bfe obigen ju benennen, ©inb in einem 5ßoIvgone 
je gn>ei Seiten parallel, fo tvirb c^ ein f^mmetrtft^eö genannt. 

3)a^ f^mmetrifci^e ^ol^gon, tt)eld^eö nadb Segenbre audb ein 
me^rfettigeö ^Parallelogramm ^eißt, fann alfo nur eine ge^ 
rabe SStn^a^l t>ott ©eiten l^aben, 

3)ie ginie, über »elc^e man ftc^ bad ^jjol^gon gleid^fam errid^tet 
benft, ^eißt ©runbfiuie, ®runb feite, ober Sa[i6. !Der qjunft 
in einer %iQnx, burd^ toeld^en eine jebe gerabe Sinie »on tt)aö immer* 
für einem fünfte bed Umfanget ju einem anbern gejogen ftd& felbfi 
itnb bie ganje glac^e in jwei gleiche S^^eile t^eilt, l^ei^t ber ÜKittel^ 
puuft ber ®röfe ber gignr, n)ie bief ber %aü bei ben ft^mmetrifc^en 
^?ol^gonen i^. 

8. 25. 

i^at ein 2)reiedf nur jtoei Seiten gleich, fo l^et^t e6 ein gleid^^ 
fc^enflige^ 2)reiedf; bie gfeid^en ©elten ^eifien bie ©d^enf el, nnb 
ber ©dbeitel be6 t)on ben gleidben ©eiten eingefd&lojfenen SSäinfel^ bie 
©pifte; bie gegenüberfle^enbe britte ©cite tt>irb geioö^nlid^ aU bie 
99ajtd be« 2)reie(fö betrad^tet. 

3)ad gleidbfeitige IBreierf ifl alfo aud^ ein gletdbfc^^enHigeö. 

3m rec^ttt)ittfligett 2)reiede tt)irb bie bem redeten SBiufel 
gegenfiberfie^enbe ©eite bie ^^potenufe, unb icbe ber betben an^ 
bern ©eiten eine Äat^ete genannt. 

3n iebem iDreiede fann jebe ber brei ©eiten al6 ©runblinie 
angenommen werben, unb bann ^eift ber ©d^eitel beö ber SBafiö ge* 
genüberfie^enben SSBinfcW bie © p i ft e , unb ba6 an^ biefer auf bie 35a^ 
ft« gefättte ^erpenblfel bie ^ö^e bed 3)reie(fö^ 

3)a^ 3)reiedf fjat voeber eine SRebenfeite noc^ einen 9?ebenfd^eitel, 
unb ifi '{omäf bie etnfad^fle ebene Slg«^- 

§. 26. 
35 SBir ^aben («$. 20 unb 21) bie (^nU 

fie^ungötveife ber ffliererfe überhaupt fennen 
gelernt, nnb moKen nun bie Sierede mit lau^ 
ter ^o^len SBinteln ni^er betrad^ten. 

1) Sebeö aSiered ^at gn)ei ^aare gegen^ 

über liegenbe ©eiten unb gtoet ^ßaare gegen^ 

., .. . über fie^enbe äBiuM, namlic^ (gig. 35) 

,,' '' i / l::^« a unb a', b unb b', A tmb A', B unb B'j 

evr:.'- "A ^ ferner jtoei 9?ebenfeiten AA' unb BB', unb 

jwei 9?ebenfd^eitel C unb D. 
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2) 3tt lebem ^o^toftifttflni aSiererfe ifl (tiad& %. 23, 3ufaft 1) We 
©ttinme ber / t)ter ^ol^gotitpinfel 2;W = A + A' + ß + ß' = 4 R, 
mttj^ttt flletd& ber ©umme ber t)ter ftuf eren SSBinfel. — 3»^ Äonfhat 
ttott etned Stcreda Wtineti fonad^ bret SQBhifel »tUfürHd^ gcnommett * 
»erben, ber t)ferte aber tfl bann an bte ©letd^ung Z'W = 4R gebmi^ :j 
beit. — 3tt etnem SBterede fontien bemnadb ^i^t redete SBtnlet t)or^ .1 
fommen, aber ntd^t mel^r atd bret fluttH)fe SSBinfel. 

3) 3fi in einem »ierede A + B ^ 2R, fo ifl A' + B' = 2R, 
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w w w w A -|- A' = 2 R, „ „ B + B' ^ 2 R, 

tt)ie fidb aM ber in 2) aufgeflenten JRelation t)on fetbfl ergibt 

36 4) 3fi ein @eiten»)aar paraHel, g. ©. a || a' (gig. 36), 

^ fo n)irb ba6 SSiered ein %xapti genannt; bie paraHe^ 

ten @eiten a nnb a' pflegt man a(d ©rnnbiinien 
jtt betrachten, nnb nennt bad and einem ^nnfte ber 
einen ber paraKelen Seiten anf bie anbere gefaßte 5Per^ 
^ , ^- y ^ penbifel bie ^o^e M ürapejed. 

Sin ürapej, in n)eldtiem bie beiben fon\)ergenten 
Seiten einanber gleidb pnb, nennt Sacobi ein^nti^ 
paradetogramm, kpeldb^ Benennung toir in ber 
golge beibehalten tpoHen. 

3m Xxapt^t ifi alfo bie ©umme ber beiben SBinfel, totlcSft eine 
ber nid&t parallelen Seiten ald gemeinfdbaftlidb^tt Sd&enfel l^aben, näm^ 
lidfi A + ß' = 2R = A' + B, bagegen, tpenn a' bie Heinere ber 
paraHelen Seiten ifi, A' + B' > 2R nnb A -f B < 2R; ber eine 
S^ebenfdfi eitel bed ürapejed ifi ber gemeinfd^aftlid&e 3)urdbfclbttitt ber 
nid^t parallelen Seiten b nnb b', unb ber anbere 9febenfd^eitel liegt in 
unenblid^er Entfernung- 

37 5) 3fi jebea ^aav entgegengefefeter ©ei^ 

^ ten paraOel, alfo (gig. 37) a || a' nnb b || b', 

^ ::r^ fo ^eift bad SSiered ein Parallelogramm, 

in tt)eld^em jiebed ^aar ©egenfeiten aW ®runb^ 

Knien betrad&tet tperben fann, unb bie ^ö^e 

be6 5Jarallelogramm6 tt)irb eben fo tt)ie beim 

3;rape}e be^mmt. — SQBir bejeici&nen bae ^a^ 

rallelogramm mit ben Sud&fiaben, mit tpeldben feine Sd&eitel be^eidb^et 

flnb, ober, mm feine 3tt)eibentigfeit ent^e^t, blof burd& bie ffo^i Suc^^ 

38 ftaben, tpeldbe ein ^aar ©egentoinfel bejeidbnen* ffitr 

fagen alfo bad üßaraOelogramm ABA'B' (gig. 37), 

ober bad Parallelogramm AA' (gig. 38), 

6) 3m ^araOelogramme AA' (gig. 38) ifi, 
n)ie für fid^ einleudbtet, 

A + ß = B + A' = A+B'=B' + A = 2R, 
unb ^ieraud folgt A = A' unb ß = B' , b* ^. i n 
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iebem fßatallelogramme finb je }n)ei @egettn>ittfel eitt^ 
anber gleid^. 

Umgefe^tt: 9ßenn in einem SSietede je sn)ei gegen^ 
üitr (iegenbe aEBinfe( einanber gieid^ finb, fo ifl bad 
Siereit ein $ara((eIogramm. 9ßarnm? 

7) SP itt einem 5ßaraDeIogramme ein SSBinfel ein rechter, fo 
ifi anify jeber ber übrigen ein rechter ffiinfel. ©n fold^eö ^JaraOelo* 
gramm ^eipt ein rec^tn)inlliged, 3fl aber in einem ?ßaraDelo^ 
granime ein SBinW etn fd^iefer, fo i^ an(f) jeber ber brei übrigen 
ein f^iefer SBlnfeL ©n folc^ed ^arattelogramm l^etft etn fd&ief^ 
min füg ed. 3m fd^iefminHigen $aratIe(ogramme finb bemnac^ ßetd 
^ei @egentt)infel fpift nnb bie betben anbetn finmpf. 

3)er Peinige 8lnfanger n)irb aHe biefe Se^an»)tungen gehörig 

8) ©Inb in einem ^araHeiogramme jwei anflopenbe ©eiten gleidb 
ober ungleid^, fo ^eift bie gignr bejiel^ungdweife ein gieid^feiti^ 
ged ober ein ungUi^feitiged ^aradeiogramm. 

39. 40. 

Br — ^1— ^: 

4 
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2)ad gleid^feitige unb redt»tn>innige ^araOelogramm ^ei^t Dna^ 
brat — a;etragon — (gig. 40). 

^qA gleidbfeitige unb fc^iefminf (ige ^araOelogramm ^ei^t St ^ o m^ 
bud — 31 ante — (gig. 38). 

!Dad ungleid^feitige unb red^tminHige $araIIe(ogramm ^eif 1 9i e db t^ 
ed — Oblong — (gig. 39). 

IDad ungieic^fettige unb fc^ieftoinflige Parallelogramm ^eif 1 9t 1^ o m^ 
boib — (8ig. 37). 

@in re($tn>inf(iged ^araOelogrumm iß a(fo ein Dnabrat ober ein 
9te(^ted; je nadbbem jwei anfiopenbe ®eiten gleidb ober ungleich ftnb, 
mit eben fo iß ein fd^iefn)inf(ige6 ^araOelogramm ein St^ombud ober 
eine St^omboibe^ je ttadbbem jwei anfiofenbe Seiten gleidb ober un^ 
gleich {inb. 

9) 3n iebem Parallelogramme ßnb bie gegenüberliegenben 6ei^ 
tcn einanber gleich ($. 17, S^f- 10). 

10) (Sin aStered, in toeld^em fein ©eiten<)aar ^)arallel iß, nennt 
man ein 3:ra))e}oib. 

8. 27. 

@tfl&rtttt0. 3)er Ar ei« iß eine ebene gignr, begrenjt \)on 
einer einjigen in ßop jurüdfe^renben ftummew %\xiV^, tjtxt^^^x&Ä^^^NÄwV 

Satomon'e QUm. (SIeom. 4. ?fuflf- ^ 
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Itc^ t)Ott einem tn ber gigur liegenben qjunfte gleid^tDe« abjie^eti. — 

3)le bte (Sbene begrenjenbe Äur^e ^eift Äreiaiinie (?ßeri)>^erte), 

jeber 3;^ei( berfelben Sogen (gig. 41), unb ber ^unft 0, t)Ott n>ct 

41. c^em aOe $unfte ber ^erlpi^erie gfeidtweit ahf 

fielen, wirb gentrum ober aJiittelpunft 
beö Ärelfe^ genannt 3ebe gerabe 8infe OA, 
auö bem Sentrum ju einem ^nnfte ber 5ßeri^ 
pöerie gejogen, ^eif t ^ a l b m e f f e r (9i a b i u «). 
3)ie gerabe Sinie A D , toelc^e jtt)ei ^Pnnfte A 
unb D ber $eri|>l^erie »erbinbet, l^ei^t Seltne 
(S^orbe). 3ebe Seltne AD t^etlt bic ^txU 
pf)txk in jmei Sogen A m D unb A C B D. SBenn 
in ber golge »on einer @e^ne AD unb bem lf)x entfpredöenben Sogen 
bie JRebe ifi, fo wollen n)ir unter biefem fietö ben fleineven Sogen A m D 
verflanben n)ifl|en, mnn ba^ ©egent^eil nic^t au^brörflic^ erinnert wirb. 
3ebe burdb ben aRitteI»)unf t gr t^enbe ©e^ne A B nennt man 3) u r d^^ 
meffer (Diameter). 

Die ^alfte be6 ^cife« ^ei^t ^albfreia, unb ber i)ierte S^eil 
beö Äreifeö wirb Sierteffrei^ ober Dua braut genannt 

3ufa^ 1* Sltfo jtnb in einem unb bemfelben Äreife alle ^alb^ 
meffer einanber gleid^. OA = OD = OB..., unb Greife, bie 
mit bemfelben ^albmeffer befd^rieben worben jtnb, fonnen M i)oOfom^ 
men gleid^ (Tongruent) betradfitet werben ($. 9). 

3ufa^ 2* 2>e^ 3)urdtimeffer ifi bem bo»)»)elten JRabiua gleid^. 
Denn AB = AO + OB = AO + OA = 2A0. aifo flnb 
aud^ aOe Durd^meffer bemfelben Greife« gleid^. 

3ufa^ 8- 2llfo ^at ber »g^albmeffer mit ber ^erl^)^erie nur 
einen ^sunft gemein, unb ber 3)urc|mejfer nur jwei fünfte. 

3ufa^ 4. 3tt bemfelben Greife ^albiren ftd^ alle !Durd^meffer 
im SWittelpnnlte, benn A = B, unb D = C, 

8. 2a 

®tfl&tnn^en. 3ebe gerabe Sinie Tt, weld^e nadb Sefleben 
öerl&ngert, nur einen ?ßunft A mit ber ^ßerip^erie gemein ^t, ^eift 
Seru^rungdUnie, 3;angente5 ber $unft Aber Seröj^rung«^ 
punft 

9DWt Sludnal^me be^ Seru^rung«^)unfte6 liegen alfo alle fßunfte 
ber 3;angente aufer bem Äreife. 

3ebe gerabe Sinic GF, woüon ein 3;^eil GE innerhalb, ber an^ 
bere EF außerhalb be6 Äreifed liegt, ^eift fd^neibenbe ?inie 
C®ef ante). 

!Da ber Äreid eine begrenzte (Sbene ifi, fo mn$ jebe im Äreife 
liegenbe ©erabe ^inlänglidfi verlängert bie Äreiölinie in jwei 5ßunften 
burc^fdtineiben. Sltfo werben alle i^erlangerten Seinen, mithin auc^ 
bie verlängerten 3)urd^meffer, 6efanten. 

put man aud einem beliebigen fünfte M ber ^eripl^erie auf 
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im 3)urd&mcffer AB cm qjerpenbifel MP, fo ^eift biefe« Orbinate, 
uttb bie Xf^tHe A P unb B P bed 2)urcl^mefferd A B nennt man S( b* 
fc^nittc, Segmente ober Slbfciffen. Oft nennt man aud^ bei 
anal^^tifd^en Unterfud^nngen ben fe^en ober ftren !Durd^meffer AB bie 
«bfciffenlinie ober 2lbf ciff ena d&fe, jÄ^it bie Slbfciffen t)on 
einem beliebigen feflen fünfte berfetben, gewö^nlid^ t>om ßentmm 
ober ))om 3lnfang6))unfte A bed !I)urd^mefferd an, nnb nennt^ toenn A 
ate änfang^pnnf t genommen tt)irb, A P = x bie Slbfcijfe nnb M P = y 
Me Orbinate bed $nnfted H, beibe jnfammen aber bie ftoorbina« 
ten be6 fpnnfte« M ober be« ^nnfted x, y. 

8. 29. 

&tflitun^tn* (Sin Zf}tH AmDA ber Äreiepad^e, begrenjt 
))on einem Sogen A m D nnb ber entfpredbenben ® e^ne A D , ^eif t 
Äreidabfc^nitt (Ärei^fegment). 3eber %f)eH ber Äreiöfläd^e 
aber, »eidber t)on jtoei ^albmeffem nnb ben jtt)ifd^en il^nen Uegenben 
Sogen begrenjt toirb, ^eißt Ärei^andfd^nitt (©eftor), tt)ie 
j. S. AODmA. 

3ebe ©e^ne AD t^eilt fonadb bie Äreiöfläd^e iw jn)ei Äreidfeg^ 
mente AmDA nnb ACBDA, t)on tt)el(^en jened, toeld^ed ba« Zen- 
trum entl^&It, ba^ grofere ®egment ifi. 

SB3enn in ber gotge t)on einer ©e^ne A D unb bem il^r entfpre^ 
(^enben Äreidabfd^nitte bie JRebe ifl, fo toerben toir iebedmal ba^ flei^ 
nere Segment bamnter t^erfie^en^ n)enn bad ®egent^eir nid^t an^^ 
brüdEKdb erinnert toirb. 

Äreife, toeld^e baöfelbe Sentrum ^aben nnb in berfelben Sbene 
liegen, l^ei^en foncentrifd^, fonft crcentrifd^. 3)ie gerabe Sinie, 
»eldbe bie 3Wittel<)ttnfte jtoeier ercentrifd^er Äreife »erbinbet, l^eißt 6 e n^ 
tralünie. 

£iegt ein Stxd^ ganj innerhalb eined großem Stxzi\t^, o^ne baf 
i^re Umf&nge einen ^unft gemeinfd^aftlid^ l^aben, fo ^eif t bie t)on ben 
5ßeri^)^erien beiber Äreife begrengte gläd^e ein foncentrifd^er ober 
ercentrifdber Äreiöring, je nad^bem beibe Äreife einerlei 6en^ 
tmm ober t^erfdbiebene SWittellpnnfte l^aben. — ®n fold^er Äreiöring 
ift offenbar bie 3)ifferenj ber glid^en beiber Äreife. 

SaSlnlel im Äreife finb jene, beren ©d^eitel in ber Ärei«^ 
flädbe liegen. 8iegt ber ©d^eitel eineö SBinfeia im Sentrum, ftnb alfo 
feine ©d^enfet Slabien-, fo 6eift er aWittelpunltdtoinfel (Sen^ 
triwinlet) . . . 8iegt ber ©d^eitet eine« ffiinfeW in ber 5ßeripl^erie 
nnb ftnb feine ©c^enfel ©e^nen, fo ^eift er ^eri<)l^eriett)inIeL 
®e^eu bie ©d^enlel eine« ^erij)^eriett)infeW burd^ bie @nb^)unfte bef^ 
felben 3)nrd^meffer«, fo tt)irb erSBinfelim ^alblrcife genannt. 
©0 ifi (gig.42) ber SaSinfel AOB ein Sentriminfet, ber fflSinfel ACD 
ein ?ßeripl^erien>ittfel, nnb ber 5perij)^eriett)inlet A D C ifl ein SBinfel im 
Äalbfrpife. 
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43. 




Siegt bet @c^eite( eined SBinfeld auf er^alb M Areifed, mb fiiib 
fetne ©c^cnfel ©efatitcti ober S^angentcn, ober ber eine ©d^enfel eine 
Xan^enU , ber anbere aber eine ©efante , fo [agt man : ber SOBittW 
liegt auper bem Äreife, fo jinb j- 8. (gig. 43) BAC, MAB 
uttb MAN . . . fflSittfet auf er bem Äreife. 3)ie ©c^enfel eined SQBin^ 
leW auf er bem Äreife ^aben bemnad^ enttoeber \>in, ober brei, ober 
jtoei 5ßunfte mit ber ^erlpl^erie gemein, je nad^bem ber SDBiufel t)Ott 
jtoei ©elanten, ober t)on einer ©efante unb einer 3;attgente, ober eub^ 
li^ t)Ott jtoei 3;angentett gebilbet n)irb. — 3 e b e r ©c^eufet eine^ 
SJinfeld auf er bem ^eife mn^ fonac^ n)enigfiend einen ^unft mit 
ber ^eripl^erie gemein ^aben. 

!Die aSinfel DAM, DAß unb DAE gehören bemnad^ nic^t }u 
biefer Älaffe öon SaSiufeln* 

^eidbogen, toeld^e soerfd^iebenen ätabien, aber gleid^en (Sentri^ 
n)infeln entfpred^en , l^eipen ä^ulid^e ftreidbogen, unbbie &^u^ 
lid^en Sogen entf))red^enben ^eidalbfc^nitte n^erben äl^nUd^e @eg^ 
mente genannt 

8. 30, 

Stttmetfung* ^an tl^eiit iebe ^rei^Hnie, fei fte mit toa^ 
immer für einem ^albmeffer befc^rieben, in 360 gleiche 3;^eile, ml^e 
man Orabe nennt- Seber @rab tt)irb toieber get^eilt in 60 gleiche 
2:^ eile, bie SRin Uten, unb iebe SRinute in 60 gleiche 2:^eite, bie 
©efunben genannt n>erben, u. f. to. Wlan bejeidbnet bie ®rabe 
burd& C), bie SWinuten burc^ ('), bie ©efunben burc^ ("). ©tatt alfo 
gu fd^reiben: 25®rabe, 46 SWinuten, 28 ©efunben, feftt man 25*^46'28^ 
iDie granjofeu t^eilten bie Sßeripl^erie in 400 gleiche 2:^eile, alfo ben 
^albfreid in 200, unb ben Duabranten, ben fte ald (Sin^eit annehmen, 
in 100 gleiche 3;^eile. 3)iefe ®rabe nennt man Sentefimalgrabe, 
bie uad^ unferm ©i^fieme Reifen ©eragefimalgrabe. 66 ifl alfo 
ein Senteflmalgrab — 0"*9 = 54' nad^ bem ©eragejimal ^ ©^fleme ; 
eine eentejtmaUSWinute = 32^4, eine (Senteftmat©efunbe = 0*"324 

u* f. tt). 

S93irb bemnad^ ein ^eidbogen im ®rabenmafe, n&mlidb itt @ra^ 
ben, 9Rinuten, unb ©efunben angegeben, fo n>irb baburd^ nid^t bie af>f 
folute Qoom 9labiu6 abl^&ngige) S&nge be6 ä3ogen6 befiimmt, fonbent 
blof bad SBer^&ltnif be^felben jur ganjen entf))re($enben ^ttb^fftüt ^ 
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»äre namlid^ {rgenb tfti »Oflcn xr= 15"36'24'', fo n)ürbe fl(^ bft 
Sogm X jnr ganjen 5ßetipl^erfe P \>txffaUen, tt)ie IS** 36' 24" : 360" 
= 56184'<: 1296000'' = 2341 : 54000 j ober e« tvÄre bet Sogen 

" = 5^ •'^ = 004335...?. 

8. 31. 
1) ® tt>fe n)ir nnd bte gerabe 8te{e burc^ bie ^)roflreffit)e Se^ 
ivegims eined ^unfted in unt)er&tiber(ic^er Stid^timg ent^ej^en benfett 
ßtwen, eben fo tootten tvir nn« t)orPeHen, baf etn SaSinlet bnrd^ bre^ 
Jmbe Sett)eflnnfl einer ^atbbegrenjten ®eraben fn einer (Sbene nm ip 
xm fken attfanfl«»)nnlt (Sc^ettel) entfiele. SSBir fetten nnd nämrid^ 

»or, baf bie ®erabe Cb (gig. 44), nr^ 
fprünflli(^ über ber pren ^atbbegrenjten 
®eraben Ca gelegett; fl(^ nm ben nntjer» 
änberlid^en ^nnft C betoege, n)ä^renb fie 
fleW in einerlei @bene bleibt, nnb onf biefe 
SSeife ben SEBinf e( AGB ober ben SOBinfel 
_ (a, b) befdfreibe. 

/f A ^ C 5 2) &a SSBinfel ifi benniad^ ber bnrc^ 

bre^enbe Sen)egnng aufgefaßte Unterfd^ieb 
jtoeier JRld^tnngen, nnb feine ®xi$e Wngt t)on bem geringem ober 
gröfem gortfd^reiten ber gn feiner ^rjengung erforbertid^en bre^enben 
SetDfgnng ab, n)e((i&e Setvegung bie, and bem n&m(id^en ^nnfte C 
mogli^en, »erfd^iebenen 9{id^tnngen in einer ununterbrochenen, a(fo ße^ 
tigen Sleil^e erjeugt. 

3) 2)ie iprogrefftoe Setoegnng fü^rt gn immer nenen, no($ nic^t 
bnrd^Ianfenen fünften, nnb fann o^ne @nbe fortgefe^t toerben; bie 
bre^tnbe Setoegung bagegett fann ni^t M$ Unenblid^e in ber 9rt 
fortbonem , baf fie ßetd ju anbem Sftic^tungen , bie »on ben bereite 
burd^laufenen »erfd^ieben to&xtn, fß^rt, benn ade möglid^en »erfd^iebe^ 
nen Stid^tnngen, bie ^on einem fünfte C and in berfelben Sbene ge^ 
ttommen toerben fönnen, finb »oOft&nbig befc^rieben, fobalb bie ®erabe 
Cb t>on ber nrfprünglid^en Stid^tung Ca an^ bid gur gängUd^en Um^ 
bre^nng fortgefd^ritten ifl, b. f). bl6 bie Cb tt)ieber mit ber Ca gu^ 
fantmenf&Qt äßärbe bie Setoegung nod^ fortbauem, fo toürben ^d^ 
aße früheren bereit« ergeugten 3Wd^tungen nur tvieber^olen. — SBenn 
bie betoegttd^e l^albbegrengte ®erabe eine gange Umbrel^ung »oDenbet 
^at, fo iß in ber gangen nnenblic^en (Sbene fein $unft benfbar, bnrc^ 
meldten fie nid^t bei il^rer Semegnng bur($gegangen to&re« 

4) IDie gange Umbrel^nng gibt bemnad^ ben größten, an einem 
@d^eitel))unfte C möglidben SBinfel, nämlid^ einen t^oQen SBinfel, beffen 
gtDeiter Sd^enfel mit bem erfien gufammenfaOt Uebrigen« fann man 
j^d^ wxfteüm, baf ber ben^eglic^e ®d^enfe( nad^ SSoOenbung einer gan^ 
gen Umbrel^ung feine Semegung in bemfelben' ©inne fortfefee ober eigent* 
(idf »ieberi^ole , nnb gtt>ar beliebig oft. 2luf bie[e Slrt fann man ^d^ 
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einen SQBinfel l) e n I e n , btx großer ald ein toller SQBlnfel ober gröfet 
aü ein belteMgee SStelfad^e eined t^oUen 993infe(d ifl, unb wix xooUtn 
einen folc^en fBUräd einen äber^oden 993lnfe( nennen. 2)a n>it 

(8. 11) ben rechten SBlnf et R = ^, mithin ben flad^en SBinfet = 2R 

— n unb ben t^oUen SOBinf e( = 4 R = 2 tt festen , fo ifl ein fibcr# 
trottet fflSlnfel > 2n. 

5) 3fi ber erfle ©djenfel Ca aW urfprünglid^e 3)ireftion gegc^ 
ben, unb beilegt fid^ ber jn>eite ©c^enfel Cb fo lange fort, bl^ er 
mit ber Ca', M ber 93erlangerung \)on Ca, jufammenf&nt , fo l^at er 
einen flad^ien SQBinfel befd^rieben, unb fonad^ bie «l^älfte ber !Drel^ung 
öoDenbet; benn bre^t jld^ ber bewegliche ©d^enfel fn bemfelben Sinne 
nod^ weiter fort, fo fann jiebe ?ßo|ttion beöfelben alö ffierlangerung 
einer f^on frul^er erzeugten äiid^tung betrad^tet werben. SlOe j^oj^len 
SD3infel erforbern bemnad^ ju ilgirer Srjeugung weniger, bie erhabenen 
SBinfel aber mel^r aW eine ^albe Umbrel§iung. 2)er redete SBinfel, aW 
bie ^älfte beö fliad^en SD3inIeW, erforbert alfo ben vierten 3;^eil einer 
Umbrel^ung. 

6) SD3ä^renb ber bre^enben Bewegung befd&reibeu bie ?ßunlte 81, 
A, « bed beweglid^en ©d^enfeld bie Äreiöbogen SIS, AB, a/3. ^at 
ber beweglid^e ®(^enfel ben vierten S^^eil ber Umbre^ung t)ottenbet, 
Pe^t er alfo fenfredf^t wie Cc auf ber urfprünglid^en 9li($tnng Ca, fo 
^at aud& ber ^ßunft A ben vierten a;^eil AC ber ißerip^erie gnrüdge* 
legt; fdHt ber beweglidfie Sd&enfel mit ber SBerlängeruna Ca' ber nr* 
fprünglid^en 9Wd^tung Ca jufammen, f^cd er namlic^ eine ^albe \Xm 
bre^ung t)oltenbet, fo ifdi CiVi6) ber ^unft A bie ^alfte feined SBege6, 
n&mlid^ bie l^albe ^eripl^erie AC'D jurüd gelegt , unb bei efner ganjen 
Umbrel§iung burd^liuft ber ^unlt A bie ganje ^erip^erie. 

7) Sd ifi wo^l einleudfitenb. bap bie fAmmtlid^en fünfte 21, A, a 
gleid&jeitig biefelben aliquoten 3;^eile i^rer refpeftit)en SBege befd^rei^ 
ben, unb gleid^jeitig bie entfpred^enben ganjen ^erij)^erien P, p unb p' 
burd^laufen. ©d muffen bemnad^ bie Sogen 81 93 , A B unb a /J fld^ 
fo ju einanber t)er^alten, wie bie ^Peripherien P, p, p', nämlid^ e6 mu| 
2133: AB : a/3 = P : p : p' feiii, ober auc^ 

818 : AB : «^ = \i\x^, b. i 

4 4 4 

818 : 7 = AB :E = a/3 : i', 
4 4^4' 

b. 1^. ber m^ \>m ©d^eitel C eined SBinfelö (a, b) mit einem beliebig 
gen ^albmeffer CA gwifc^en feinen @d{>ettfeln befd^riebene Äreidbogen 
A B §at iu feinem Duabranten ein unt)erdnberlidbe6 (fonfianteö) SSer^ 
Ig^aitnifj ifl nämlid^ ber Äreiöbogen AB ber n*« a;^eil »on bem mit 

bemfelben 9labiu6 befd^riebenen Cluabranten |, fo ifi aud^ ber avi^ 

bem ©d^eitel C aW Sentrum jwifd^en ben ©d^enleln mit einem belie^ 



iigen anbeni ^a(6inef[er C $( (efc^riebene ^etöbogett $( S ter n^« 3:i^e{( 
M juge^origen dnabranten. 

8) Slud tett (id^er angeführten ®rünben (endetet nun ))on feKfl 
ein, baf man ben and bem Sd^eitel C eined 9Binfe(d AGB atö SKit^ 
tel))nnft mit einem beliebigen «l^aibmeffer C a jwifc^en feinen ®^enfe(n 
6efc^rie6enen i^eidbogen aß aU ba6 9Raf bed a93infe(d AGB be^ 
trac^tim f onne. 3)enn tvenn CG x A G angenommen, mitljiin ber S5o^ 
gen ABC aM ein Onabrant betrad^tct kvirb, nnb ed ))erl^&(t f{d^ ). S. 
»erSogenAB:ABC=l:n; fonra^ aud^ ber aßinfelAGB.R =r 1 :n 
jid^ »er^Iten, folgftd^ and^ 

AB : ABC = 9B. AGB : R 

Setrad^tet man ba^er ben Dnabranten M Sin^eit bed Sogen ^ 
mafed, nnb ben redeten SBinfel a(d (Sin^eit bed 993infelma^ed , nnb 
bejefd^net man ben erflem mit li, ben (entern aber mit 1"^, fo gel^t 
Me obige $ro))ortion über in 

AB : li == SB. AGB : 1^, 
mib ^ierand folgt 

aas. AGB = — . Sog. AB = arc AB. 

SBenn man bemnad^ fagt: ber 993. AGB l^at ben mit einem 
beliebigen ^albmeffer Ga aud feinem ©c^eitet G aU 
Sentrnm }n)ifd^en feinen ®d^enfe(n befd^riebenen Areid^ 
bogen aß )nm "SRa^t, fo ^eif t bief nid^td anberd, a(d jener 9Bin^ 
fei t>er^ä(t jt^ ju einem JRed^ten gerabe fo, »ie jener Äreidbogen gum 
Dnabranten. «^ierand erj^edt )ug(eid^ bie ^xotixah^i^txi ber früher 
ang efül^rten ©nt^eilnngen. 

3ufa# 1* !Der redete 9Binfe( bat bemnad^ einen Cluabranten, 
ober einen Sogen )oon 90'^ jum SRafe, nnb ein ^c^er SBinfei i^ai 
einen Sogen t)on 180^ ober ben ^albfreid )um 9Rafe. 

©ittb atfo a nnb ß 3«ebenn)inlel, fo ifl audf « + /3 = 180". 

golglid^ erg&njen jtdf Äompfementtpinfel ju 90**, nnb ©upple^ 
mentn>infe( jn 180^. 

^nfdü^ 2* 3eber 2)nrd^meffer l^albirt bemnad^ bie ^eidlinie, 
vcob gmei auf einanber fenfredfte Durd^meffer t^eilen bie 5ßeri^>^erie in 
))ier gleid^e 3;^ei(e. 

3ufa^ 8 SBinfel, bie gleid^e Sogen — auf einerlei ^alb^ 
meffer bejogen — jum SRafe ^aben, flnb alfo einanber gleich, nnb um» 
gelehrt 

3ufa$ 4* 3)ie 9Binfel »erhalten fid^ alfo n)ie i^re fDiafe, 
folglidj^ tote bie i^nen entfprec^enben, mit bemfelben ^atbmejfer befc^rie^ 
benen Sogen. 

8. 32. 

©rnärung. aaSenn bie 5ßerip^erie eine« itreife« burd^ bie 
©dfeitel atter Umfang^infel einer gigur ge^t, ober tt)ad ba^felbe ifi, 
tt)etttt alle Seiten einer gtgur Seinen bemfelben Äreife« tt>erben, fo fagt 
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man: berftteid ift bet^iflur umgefd^riebeu, oberbiegiatt 
ifl bem Greife eingefd^rieben. @inb aber aüt Seiten emet 
%\Qnx ZanQtnttn bed ^eifed^ fo ^eißt bie ^igut bem itreife um 
gefd^rieben, ober ber Äreid ber gigur eingefc^rieben. 

8 33. 

®tflätuna* @ebi(be l^etpeti A^nlicl^, mm {te auf biefelbe 
9lrt begreti)t f{nb, K ^. n)enn In ber einen ®r6pe aOe 2^ei{e eben fo, 
nnb in bemfe(ben SSer^äitniffe mit einanber Derbnnben finb , n>ie in bei 
anbeut. S(el^n(id^e ®röfen unterfdb^i^^it 1^4 bemnad^ nnr ber Ctnon^ 
tität na^, ber gorm nad^ muffen fie ibentifd^ fein. — 9[e^n(id^e ®r5fett 
m&ffen bal^er not^tpenbig fongrnent fein, fobalb man fid^ biefe(ben a(d 
gleid^ grof benft. 

Um au^)nbrä(fen , ba^ jmei ®r5|en A nnb B einanber Al^nKc^ 
feien, fd^reibt man furj : A ^ B. 

SlHe «nbegrenjten ®eraben finb a^nlid^e ®ebilbe, eben fo aHe 
^albbegrenjten ®eraben nnb alle ©trecfen 

3n a^nlid^en giguren »erben jene Seiten, an n)eld^en in beiben 
gignren gleid^e 993infel üegen, l^omologe Seiten genannt, nnb bie 
i^nen anliegenben gleid^en 993infel ebenfalls ^omolog. 

3ufa^- 3n ä^^nlid^en $oti^gonen ift fonad^ ba6 SSerJ^AItnip je 
sn>eier homologen Stade fonfiant, nnb bie i>on je jtpei paaren ^omo^ 
loger Stüde eingefdblojfenen SaSinlel jinb einanber gleid^. — ^tüü fi^n* 
ti^e ^ol^gone muffen fonad^ aHe aaSinlel am Umfange in berfelben 
Speisenfolge einanber gleid^ l^aben. 

8. 34. 

^rfl&ruttg. (Sine ®röpe meffen l^eift nid^td anberd, ald ba6 
SBer^ältnif berfelben jn einer anbem berfetben 2lrt, bie man al^ @in^ 
Seit betrachtet, befHmmen 3 ober befHmmen, tt)ie oft bie al6 Sin^eit an^ 
genommene ®r5f e in einer anbem gegebenen berfelben Slrt enthalten fei. 

fiufo^. 8Ilfo Wnnen Sinien nnr bnrdf 8inien, gl&c^en nnr 
läd^en, nnb Körper blo^ burdb Sixptx gemeffen n>erben, benn 
bad 9Jfaf ifl nnr aU Sl^eil bed jn !0^effenben anjnfeSen ober nmge^^ 
le^rt, tt)eil ba6 SWap nid^t immer ein a;Seil M jn SReffenben ifl, in^ 
bem biefed felbfl Heiner al6 ba« a»ap fein fann. 

8 35. 

2ltt6 bem (8- 9) aufgefieHten Segriffe ber Äongrnenj jvoeier geo^ 
metrifd^er ®ebilbe ihtx^anpi ergibt jidf »on felbp bie not^wenbige got* 
gernng, bap jtDei ebene gerablinige gignren, bie longrnent fein foHen, 
aHe Seiten nnb SD3infel ber Drbnnng nad^ gleid^ S^ben muffen. 

SoHen bemnad^ jtt)ei 3)reiede longrnent fein , ober foHen bie* 
.felben fö über einanber gelegt tperben fönnen, bdf fle fld^ genau beden, 
fo m&ffen beibe IDreiede bie Seiten nnb äBinfel ber Orbnung nad^ gleid^ 
Saben,. nnb umgefe^rt: SBSenn jn>ei 3)reiede aHe brei Seiten nnb 
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Mtl bft Ortmutig na^ gfeid^ ^abett, fo laffen f{( fid^ fo übet ein^ 
t^er Irgeti, baf i^xe ®ren)ett gmau {ufammen faden, ober bie beU 
n Sreiecfe fitib fongruent 

3>ie refpeftbe gleid^en @eiten ttnb SSBinfel jkDefer fongrnenter 
reiecfe tooUtn kvir in ber golge ^omotog ober gleid^namig 
nnen. 

2)ad SReffen ber Sinien nnb SBinfel l^at in ber Slu6ubung grof e 
d^koierigfeiten unb erforbert einen beträc^Uid^en 3^{^<^ttftt)aub , toe^^ 
Ib ed bem praftifc^en ®eonieter fe^r koiOfommen fein ntuf , ba^ un6 
i Geometrie le^rt, n)ie toir an^ ber n>e($fe(feitigen ©leid^l^eit einiger 
eflaubtl^eiie )n)eier iDreiecfe auf bie ©(eid^^eit aOer übrigen Stücfe 
it @id^er^eit fd^Kepen fdnnen. 



Von Ux ^ongrueiy Ux thtntn^ dcvl lauter ^naUn 

he^xtniUn fxQnxtn. 



I. aSou ber Äongruenj ber SDrelcrfe unb ben barauf berut)eubcn 

9Bat)r]^eiten. 

S* 36. 

^e^tfa^^ SBenn jtDel ©reiede eine ©eite unb gn>el glel*^ 
liegcnbe SSJinfet tDecf^felfcitlg glelc^ ^aben, fo ftnb ble beibcn 3)releic 
lotigruent. 

^ter f)ai man jn>ei gaOe ju unterfd&eiben : benn 

1) ble jtvei SBittfel liegen tn jcbem 3)retc(fe entn)eber beibe au bcr 
gegebenen Seite, ober 

2) eö ifl nur ein anliegenber ffitttfel unb ber gegenüber liegeubc 
SaSlttfel gegeben, 

fSetoeid. i. So fei AB = DE, ber 

SB. A = D, unb B=E (glg. 45). aRan 
benfe jic^ ba6 ^ D E F foüber ba^^ABC 

gefegt, baf ber $unlt D auf A , DE auf 

^E F Aß faOe unb F xeäft^ i)Ott AB, fo muf 

ber qjunft E auf B faOen, mell A ß = DE. !Da nun ber SB. D = A, 
fo wuf l) F über A C fallen , unb alfo ber ^ßunft F tn ber Stute A C 
liegen, e« tfl aber audb ber SB. B = E, bemnadb f^iüt E F über B C, 
unb ber ?ßunft F Itegt audb tn ber ©eraben B(\ 2)a nun F tu ben 
®eraben AC unb BC jugleidb liegt, fo ntuf er notl^n)enblg tn t^rem 
3)urdbfd^nttte C liegen, golgltdb tft AC = DF, BC = EF, unb ber 
«03. C = ¥, alfo ba6 ^DEF^^ABC. 

SBeloeid. 2. «^ fei AB « de, ber SB. A = D unb ber 
SB. C = F. SRun ip tuac^ 8. 23. Sufaft 2) A + B + C = D + E + F, 
unb t)ermöge SJoraudfefeung A + C =a D + F, mithin burdb ©«b^ 
traltton belber ®letdbungeu auc^ ber SB. B = E, e6 tritt fonad^ tt)teber 
ber erfte gaH ein, folglldf jtnb ble belben JDretetfe longruent. 

S^f^^ 1- ^^^ P^^^" ^^^ fongrueuten 3)reletfen ben gleichen 
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Seiten bie gleid^ett 9Btnfe( gegenüber ^ unb umgefe^rt: ben gleid^en 
SEBinfeltt liegen gleidfie Seiten gegenüber. 

3ufa^ 2* ^Ifo ftnb pei red^tminflige fDreiecfe fongruent, kpenn 
jte eine Seite nnb einen fpi^en saSinfel gleid^ ^aben. SBarnm? 

8. 37. 

Sel^tfa^. aaSenn jn)ei 3)reietfe ABC unb DBF (gig. 45) 
gtt>ei Seiten nnb ben eingefd^toffenen aaSinlel gleidb öaben, fo jlnb bie 
2)reie(fe longruent, n&mtic^: tt)entt AB =DE, BC — EF, unb ber 
SBinfel B = E, fo ifi an^ AC = DF, A = D unb C = F, ober bad 
AßC^DEF. 

SBeloeid* SWan benfe jid& m ^DEF fo ober ba6 ^ABC 
gelegt, ba^ ber Sd&eitel E auf B, unb bie Seite EF über BC fÄttt, 
fo tt)irb audb DE über AB ($. 10. ßufaft 5), folglich ber SSoraud^ 
fe^ung gema^ an^ ber ^unft F auf C, unb D auf A fallen, alfo ifi 
bie Seite AC = DF ($. 3), unb ber SBinW A = D, C = F, unb 
ba^ ^ABC^^DEF ($. 9). 

8. 38. 

Se^rfä^e. 1) Sinb in einem !Dreie(ie ABC 
(gig. 46) jtoei Seiten AB unb A C einanber gleid^, 
fo ftnb au(| bie benfelben gegenüber liegenben S3in^ 
fei A C B unb A B C, ober n unb m einanber gleid^; 
unb 

2) umgefe^rt: Sinb in einem 3>reie(fe ABC 

(8ifl. 47) jtoei ©infel A C B unb ABC einanber 

jj/>" ""'Aj, gleich, fo flnb audj bie gegenüber jie^enben Seiten 

AB unb AC einanber gleid^. 
SBeloeid. D 9Wan tjerldngere bie Seite A B »ittfürlid^ bi« D, 
ntadbe bie Verlängerung t)on A C , nämlid^ C E = B D , unb jie^e bie 
Oeraben CD unb BE, fo ifi (nac^ 8. 37) ba« ^ACD cv; z^ABE, 

benn ed ifi 

AC = AB tjermoge SBoraudfeftung , 

AD =s AE i)ermöge Äonfiruf tion , unb 

SB. DAC = SB. BAE5 

folglich ifi auc^ 

CD = BE unb SB. D = SB. F. 

47. 3)a nun aber BD = CE, CD = BE unb fB. 

D = E ifi, fo ifi anc* (nac^ 8- 37) ba6 ^BCD c>£ 

BCE, alfo ber SB. BCD==aB. BCE, folglid^ auc^ 

SB. ABC = ACB ober in=n (8. 12. SRr. 2). 

2) SBenn im ^ABC (gig. 47) ber SB. AGB 

= ABC, fo xan^ anH) bie Seite AB =AC fein- 

2)enn tt)are nid^t AB = AC, fo mn^te A B $ AC 

fein* SBare nun A B > A C , fo Knute man t)Ott 

AB ein Stüif BD = AC abfd^neibett; unb bann 
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toMt, mnn nod^ We ®erabe CD gejogett toixb, n)egett BD = AC, 
BC = CB uttb SB. B = BCA (naOf «. 37) ba« ^BCD^^ABC 
fein, n)ad abfurb ifl. 9[uf biefelbe Ungereimtheit n)ivb man httd^ bie 
annähme, baf AB < AC fei, geleitet, folglich tann tt>ebet AB > AC 
nodf AB < AC fein, alfo muf A B = AC fein. 

3m gleic^fd^enfligen !Dreie(fe finb alfo bie Sinfel an ber Safid 
gleid^, unb umgefe^rt: mnn in einem iDreiede jkvei SBinM einanbet 
g(ei4 flnb , fo ijl ba6 SDreietf gleic^fc^enfHg. 

^ufa^ 1. ®inb bemnad^ in einem ^ABC aHe brei ©eiten 
einanbet gleich, BC=rAC = AB, ober ifi ein SDreied gleid^^feitig, 
fo jinb an^ aKe brei SQBinfel einanbet gleid^, A = B = C, ober fo tfl 
bad !Dteie(f aud^ gleid^toinflig , mitl^in eine tegni&te Sigut, nnb nm^ 
gele^tt: flnb im ^ABC bie btei fflSinfel einanbet gleid^, A«:B==:C, 
fo muffen and^ alle brei Seiten einanber gleid^ fein, BC = AC = AB. 

3ttf<t^ 2* ^Ifo ^^¥^ to iebem !Dreie(fe gleid^en Seiten gteid^e 
Sßinfel gegenüber, unb gleid^en 993infeln gteid^e Seiten. 

3ufa^ 3* 3m recl^tn)infligen gtei^fc^enfligen IDreietfe ifi ba^er 

jeber SBinfel an ber ^i)poUnn\t = -^ = 45*^, unb im gleid^feitigen 

3)reie(fe ifl ieber 3Binfel = |? = |- . 90° = 60«. 

Sitfa^ 4* 3m gleid^f^enfligen ^reietfe finb alfo bie SBinfel an 
ber Safid fpi^, im gleid^feitigen !Dreiede aber finb alle brei SBinfel 
fpi^. 3fl ein SBinfel im gleid^f^enfligen 3)reie(fe gegeben, fo flnb 
audb bie beiben anbern SBinfel befannt. 

3ufa^ 5* ^aben jtoei gleid^fd^enflige !Dreie(fe 1) entkoeber bie 
®runblinie unb einen gleid^liegenben SBinfel, ober 2) einen Sd^en« 
fei unb einen gleid^liegenben Suiinfel fiu(fn>eife gleich, fo flnb lene 
3)reie(fe fongruent. 

«. 39. 

Sei^tfa^* 3tt)ei 3)reie(fe flnb fongruent, tt>entt fle aHe brei 
Seiten »ec^felfeitig gleid^ ^aben. 

48. 
F C 



EA^ 





fßetoti^. (S6fei(gig.48)AC==:DF, AB==DE, BC = FE. 
SRan benfe fl(^ nun bae ^DEF fo an ba« ^ABC gelegt, baf bie 
Seite D E bie ®erabe A B berf e , alfo ber ?Punft D auf A unb E 
auf B ju liegen fommen, m» n^egen »orau^gefefeter ©leid^^eit beiber 
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ft'itiett moglid^ ift, F aitx mttxf}alf> btt AB auf F^ faOe, unb t)er^ 
Mute bell fJJmift C mit F', fo mtfie^ett jtt>ei gleld^fd^enflige 2)rele(fc 
ACF' irnb CBF', xotil AC = DF = A F', BC = EF = BF', 
alfo m = n nnb r = s, alfo auc^ m + r = ii + s , ober ber SQBlnW 
A OB B AP B = DF E, folflHd^ ifl ba« ^ A B C ^ ^ D F E 
(J. 37). 

;3ttfa#* Snfo jinb jn>ei gleid^fd^enflige !Dreie(fe fongruent, kvenn 
^e ehint @d^enfe( unb bie @runb({nie g(e{$ ^nben , unb gmei glefd^^^ 
fettige 3)tele(fe ftnb longnient, tpenn fie eiue Seite gieid^ ^aben. 

flitmet!. il>ie Betben ^reiedTe ABC unb DEF fönnten aud^ eine fol^e 
Sonn l^aben, baf, toenn f!e auf bie oben gegebene 9lrt an einanber ge^ 
legt toerben, ber SEBinfrl CAF' fonöer ober ein flauer roirb. 3m erften 
%aUt Uegt bann bie ®erabe G F' anferl^alb ber ))ierrettigen Stgur A C B F', 
im anbem %aUt aber liegen AG unb A F' in einer grraben Sinte , mit 
totl^tt bie GF' gufammenfäat; in beiben gdfien ift e« lei^t, bie ®iU 
Hgfeit nnferd Sel^rfaj^ed na(|f)tttoeifen. 

8. 40. 

Slitf galbe* Sltt einem gegebenen fünfte C einer ©eraben M N 
(gig. 49) etnen SBinlei ju fon^uiren, ber einem gegebenen SBinlel « 
gleit* iü. 




€t ^ M V^"^^ N 




Shtfiidfttttd« 9Ran ne^me auf ben @d^enfe(n bed SBinfeid a 
bie 5punfte a unb b tt)iUfurIid^ an, fd^neibe CA = ca ab, befdbreibe 
oud A aW Zentrum mit bem ^albmeffer A B = a b einen Äreidbogen 
nin, unb QiXA C a(d STOittelpunlt mit bem SRabiud CB = cb ben 
ffreidbogen pq, xotXi^tx ben erftem im fünfte B burdbfd^neiben n)irb. 
3ie^t man nun bie ©erabe C B , fo ifl ber SBlnf et A C B = «. 2)enn 
jie^t va^Vi nodb bie ®eraben AB unb ab, fo erl^aU man bie ixotK f on^ 
gruenten 3)reie(fe ABC unb abc (J. 39), folgU(* ifl auc* SB. ACB 
= a c b e=s a , xoiKi fie ben gleiten Seiten A B unb a b gegenüber 
liegen. 

^ufa^* !Die t)orflel^enbe Slufgabe gibt un6 ein WxWtX oxi bie 
^anb, auc* fo(genbe6 $rob(em aufjulöfen: 

2)urdb «in^n gegebenen $unft A ju einer ®eraben BC, tpetdb^ 
mit bemfetben in einerlei Sbene Hegt, eine parallele ju jie^en. — 
SSerbinbet man ben 5ßunft A mit einem beliebigen fünfte D ber BC 
burt* bie ®erabe AD, unb fonflrüirt jur SSerlangerung A E i)on AD 
a(d @($enfel im fünfte A al6 Sd^eitel ben äBinfel EAF= ADC, 
fo ifl bie @erabe A F || B C. 



9Bie liefe fid^ biefe Slufgabe nod^ anberd Idfm? 

$lttmer!. 1. $at a(( eHinien auf bem $a)>iete |tt giel^ett. 
^an l^at gu biefem dtoedP^ tetf^tebene Sßerifgeuge , al« : 

a) 5Da0 fogf nannte $ataIUl?8ineal, )oel(|fe0 au0 gloei getoöl^n^ 
li^en SineaUn »on gutem au^getrodPneten $o(ge befielet , bie burd^ gtoei mefs 
üngene , um Stifte betoegli^e Ouerfeifl^en ))erbunben f!nb , unb bei iebet 
IBeioegung f!^ }^ataM bleiben. @ol^e Sineale liegen getoö^nltd^ bem 9tt\p 
geuge bei 9Bie gebraust man biefe« dnfirument? 

ß) ^ittelfl gtoeiec l^ölgernec te^ttoinfUgen ^reiecfe fann man on^ 
parallelen jiel^en. $luf toel^e $lct? 

v) Iffite !ann man parallelen mittelfl eine« Sineald unb SS)in!ell^a!ettd 
gießen? [§. 16, 4]. 



1 41. 



50. 




Slufgal^e- @in gleic^feitiged ^reied )tt loiu 
flruiren, n>enn bie Seite AB (gig. 50) gegeben ifl. 

Slufldfung. 3Ratt jie^e aM AunbB mit einem 

S^albme^ex = A B bie fleinen Sogen p q unb m n. 

äuö bem JDurdfifc^nittdpttnfte C beiber Sogen jie^c 

man bie Oeraben A C unb B C , fo ifi bad z/ A B C 

B gleicbjeitig. 

3)er 8en)eid erteilt an^ ber Äonflrultion. 
SBie fonfiruirt man ein gleicf^fc^enfliged 3)reie(f? SBie i)iel nub 
tt)a6 für ©tude muffen gegeben fein, nm ein beflimmted glei(^^ 
f^enfliged 3)reietf fonfiruiren jn fönnen? 

8. 42. 

Sei^tfn^* aaSenn jn)ei gleid&fcbenflige 2)reiecfe eine gemeinfd^aft^ 
liebe 93afiö ^aben, fo Igialbirt bie gerabe Sinie, weld^e bie B^iitn bei^ 
ber iDreiede t)erbinbet, nnb not^igenfaCö biö jur ©runbfeite »erldn^ 
gert wirb, 1) bie SOSinfel an ben 6^)iften, 2) bie 2)reie(fe felbft 
3) bie ©rnnbfeite, unb ifi enblicb 4) fenfrec^t auf biefe. 

SBelodd. e« fei (Sig 51) A,B = A C unb 
BD = CD, fo ifi, iDeil aud^ AD = AD ifi, bai 
^ABD^^ACD(8. 39), alfo 1) V = w, m = n: 
unb toeil AB = AC, AF=:AF unb v = w, fo i^ 
2) bad z^ABF ^ ^AFC (8. 37)* ?luf biefelbc 
airt er^eat ber 8ett)ei6, baf bad ^BDF^CDF 
fei; alfo aud^ 3) BF = FC (8. 38), Sufaft 2), 
unb ber mnlü AFB = AFC, ba^er enbtidb 4) 
AFXBC (8. 11, 3«fa6 4). 

Siegt ba« gleic^f^enflige ^BEC innerhalb be^ 
^ A B C , fo verlängert man bie Sinie A E bi6 jur Safiö , unb fü^rt 
ben Seweiö auf äl^nlid^e 8lrt, tt>ie t>orl^in. 




biren. 



8. 43. 
^nf^aht. einen gegebenen ffiinfel B A C (gig. 52) ju f)aU 
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52. 





^uf(6fuif|$« SRatt tttad^e Am =cAn, uitb ernd^te über mn 
cht glcic^fd^ettflige^ z/mnD, fo ^albirt Me Sinie AD ben flegebcneu 
muhl A, ober e5 ifl x= y ($. 42)- 

3ufa$ 1. ^albfrt man jebett S^eil n>ieber auf blefelbe 2lrt, fo 
\oirb baburc^ ber gegebene SOBfnlel in »ier gleiche X^eile get^eift, wnb 
btttdb SQBfeber^oInng biefer l?on|h:uftion fann man einen SBinfel in 8, 
16, 32, . . . äff gemein in 2" gleici^e 2;^eire t^eilen. 

Sltfa^ 2. ®i)mxM man t)on bem einen ©d^enfel beö rechten 
SBinfeW BAC (gig. 52, b) ein beliebige« ©tücf AD ab, uub fon^ 
flrntrt über bemfelben bad gleic^feitige SDreietf ADE, fo ifl (nac^ 
8. 38, 3ufaft 3) ber aas. E A D = I R = f . B A C, mithin ifi ber 
®. B A E = i R. ^albirt man bnr^ bie ©erabe A F auc|i noä) ben 
SBinfel DAE, fo ifi SB. BAE = EAF = FAC = 1R, ober ber 
redete SBinTel B A C ifi in brei gleid&e Steile get^eilt 

i. 44. 

SIttfga&e* @ine gegebene gerabe Sinie jn ^afbiren. 

Slufldfuttg. 9Ran erri(^te über ber gegebenen Sinie, j. S3. B C 

51), jtoei gleid^fcfeenflige SDreierfe ABC wnb B CD, ober ABC 
nnb BCE, nnb jic^e AD ober AE, fo ifi bie gegebene Sinie BC im 
5PunItc F ^albirt, ober e« ift BF = FC ($. 42). 

3ttfa#. $albirt man BF nnb CF auf bie genannte SQSeife 
micb tvieber, fo noirb BC in üier gleid^e Zf)dk get^eilt. Wart fann 
bemnad^ eine gerabe Sinie burd^ loieber^olte ^albirungen in 4, 8, 
16,... 2" gleid&e 3;^eile treuen. 

S. 45. 
9lufga&e. ?lnf eine ©erabe B C (gig. 53, d) in einem gege^ 
benen 5^un«e A ein ^erpenbifel ju errichten. 

53. 
a. b. 





A C 



■« 
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SCufldfuif g« SKan fd^neibe )>om $ittifte A aui auf beiben @eU 
ten gleid^e Stade A m =» A n ab , errid&tr aber m n ein gleid^fc^etd^ 
Itfled 3)reie{f m n D, nnb jte^e D Aj fo ifl D A X BC. ^tnn e« 
ifi A m = A n, m D = n D, «nb AD flemehifc^afrticl& , alfo bo* 
z/ m AD ^ z/nAD, folfllid^ ber SQB. m A D = nAD, xmb bo^ 
AD J.BC [$. 11, 4]. 

3ufa^ 1. <&&tte bad Sot^ im (Snb)>unfte B txxitffUt )»nU$ 
foQen; fo n>urbe man BC über B fflnan^ )oerI&ngett f^abtn, unb tuk 
)oor^iti t)erfa^ren fein. Uebrigend I&f t fid^ biefe Slufgabe auc^ auf f^t 
getibe SIrt aufI6fen : SRait fd^neibe auf ber ®erabeit B C (^g. 53, b) 
ein beliebige^ ©tfitf BA ab, errid&te über btefem etil glef^fdJenlHge« 
z/ B A D , )>erl&tigere ben (Sd^etifel A D , mac^e bie ^erl&ngenmi 
DE = DB = DA unb jie^e bie Oerabe ÖE, fo fie§tBB J.Ba 
2)enn aud ber JFonfhuf tion folgt a = m unb B = n , unb ba im 
z/ABE bie Summe ber SBinfel « + in + n + E = 2R, fo folgt 
burd^ ©ubfiitution ni4-ni + n + n = 2in4-2n = 2R, beul* 
nad{| m + n=EBA = R, alfo ifi EB XBC. 

3ufa# 2« @otl ba^er am fünfte A ber ®eraben B C )ur Sinie 
A B ein red^ter 9Binfel fonfhuirt n)erben, fo errid^te man nur im 
?Punfte A ein 5Per»>enbttel auf BC. 

Slnmer!. $Iuf bem ^a\>\m 16^ man bie lej^te ^lufgaBe mittelft bed SiiM 
f e (Isafen d, ober mittelfl etned l^^lgernen re^ttoinfligen IDrei« 
c (f e d. 5Dtefe Beiben Sn^mmente liegen getoöl^nli^ bem (Reif genpe bei , nnb 
finb bälget l^inlängli^ Befannt. $lBer toit U^ man mittet^ btefet SnjjttUß 
mente bie ^InfgaBe im 3ufa| 2, nnb toie ^rnft man jte? 

$. 46. 

9Ittfga&e. Slnf eine gegebene Sinie BC (Sig. 53, ä) oM 
einem ?Junfte D auf er^alb biefer ©eraben ein ^Perpenbifel ju fitten. 

SKufIdfuttg. 9Ran befc^reibe au^ D mit beliebigem ^albmeffer 
D E einen Sogen , ber bie gegebene B C in ben fünften m unb n 
fc^neibet. !Die Sinie m n l^albire man nad^ (S. 44) im fünfte A unb 
jfel^e DA, fo ifi DA J. BC (J. 39). 3)af uot^igenfaK« bie BC 
verlängert toerben muf , »erfleht jld^ tDO^l t)on felbfl. 

S. 47. 

fiel^tfa^. 3tt Ubm 3)reie(fe liegt ber großem Seite ein grJfe^ 
rer SQBinfel gegenüber, unb umgefeljrt, bie gröfere ©eite Hegt bem 
grof ern SEBinfel gegenüber. 

ß, 9»ettidd. I. 3m z/ ABC (gig. 54) 

-,.. feiBOAB, fo ifl BAC>C. JDeutt 

*"'"•• man ma^e BD = BA unb jielje AD, 

fo ifl n = m (S. 38), alfo m + p > n, 
ober A > n. äiber n > C ($. 23, 3ttf- 8), 
um fo mel^r ifl A > C. 

II. e« fei ber 838. A > C, fo mn^ audj 
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fiC> B A fein. 2)etin n)utt)e nid^t B C > B A fein, fo n)&re B C e« B A, 
oJer BC<BA. 3m erflen gaUe vo&xt bann C = A (§. 38), im an^ 
Jfm goDe aber müfte A< C fein (l)} beite annahmen n)iberflreften 
kmaii in aSorandfeftmig A>C, alfo, jc. . . . 

Sttfo^ 1« 3m red^tn^infligen 2)teiede ifl alfo bie $^)>otenufe; 
im pnmpfbteHlgen aber Me bem fhim<>fett SOSinfel gegenüber Hegenbe 
gelte Me grSpte Seite, gemer finb alle Seiten ungleit^, »enn bie 
Sinfel ungleid^ finb, mi umgefe^rt, finb aOe SQBinfel im ungleid^fei^ 
tigen 3>reie(fe anCi) migleic^. 

Sllfo liegen in jebem Dreiede glcid^en Seiten gleid&e SBinfel ge^ 
flcnüber, nnb umgefeljrt, ungleichen Seiten liegen nngleid^e SQBinfel 
gegenüber. 

3ttfa# 2« Unter aUen geraben Sinien, bie »on einem $unfte C 

jtt einer geraben 8inie A B gejogen toerben fönnen , ifl bad ^erpen^ 

bttel CD bie fürgefle (gig. 55). SWan jie^e t>on C irgenb eine anbete 

55 ©erabe, j. 95. CF, fo ifl ia^ z/CDF 

in D rec^ttt)inHtg , alfo bie $Vi>otenufe 
C F > C D Oufaft 1). — 3)er «bflanb 
einer 8inie »on einem ^fünfte toirb burd^ 
bad 5ßeri>enbifel gemeffen, toeld^eö auö 
bem gegebenen $nnfte auf jene Sinie ge^ 
jogen toirb. 

äitfa^ 3. Umgefe^rt fielet bie furjefle Strecfe, toelcbe t)on 
einem fünfte C ju einer ©eraben AB gejogen toerben fann, fenfrec^t 
auf A B. 

3ttfa^ 4- 3i^^^ man an^ irgenb einem fünfte C beöJßerpen^ 
MfeW C D gu gtoei ^ßunften G unb E, bie gleic^i toeit t>om guf e D bed 
totl^ed CD abfielen, gerabe Linien ; fo finb beibe Stuten einanber 
gleich. 3)enn mil DG = DE, CD = CD unb m^R, fo ifl 
z/CGD^z/CDE, folglid^ C6 = CE ($. 37). 

3ttf^^ 5* ^^^ )^^i geraben Sinien CE unb CF, bie auf 
berfelben Seite beö ^Perpenbifelö CD liegen, ifl jene grofer, bereu 
^b))unft F toeiter t)om gufe D be^ Sot^ed CD abfielt. !Denn im 
z/ C D E iji m = R, alfo n < R, alfo u > R, bemnad^ u > v, 
unb folgli^ C F > C E. — SBie betoelfl man biefen Saft , toenu 
beibe Sinien auf »erft^iebenen Seiten bed ^erpenbifelö CD liegen? 

Sttfa^ f>- ^u^ 3uf^6 3 unb 4 folgt, baf au^ einem fünfte 
C nid^t brei gleid^e gerabe Sinien na(b Aß gejogen mxicn fonnen, 
benn e« finb in ber ®eraben AB nid^t brei ^ßunfte moglld^, bie gleid^ 
tt)eit t>ott D entfernt loären. 

8. 48. 

Sel^tfa^. 3n jebem Dreiecfe ifi bie Summe je jn)eier Seiten 
gr6|ler, bie !Differeng aber Heiner ald bie britte Seite. 3- S5. im 
^ABC (gig. 54) ip AB + AC>BC, aber BC — AB<Aa 

»etoeid. I. 3)1 A C = BC, ober AC > BC , \vi V\i^x\ ^^ 
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Sag Uinti iBcmtifeff. 9nan nt^mc olfo nn, tß fei BOAC nnb 
> AB, unt> mnc^e tie Sßfrlänflfrung »on AC, iifinili(^ AE = AB, 
fo iji im ^ABE 6« 90. ^ = E ($. 38), dfo^+y oterEBOE, 
tmm<if CE>BC ($. 47). Mb« CE = AC + AE-=AC + AB, 
folgti* ou(^ AC + AB>BC. 

IL 3)aBC<AC + AB, foipmic^BC— AB<AC4-AB — AB, 
ober BC — AB<AC. Iiur^ Äonfkuftion fccttf ip mm bltfen 6a$ 
aber auf folgenbe 3(Tt. @e fd g. S3. BC>AB, man mati^e clfo 
BD= BA, unb jlf^e AD, fo tfi m = n (|. 38), ab« n> p, 
nnb weil n<B ($. 38, 3iifaß 4), fo t^ um fo mt^x p<R, q aber 
>B, alfo AC>CD ($, 47). »nn ip CD= BC — ßD = B C — BA, 
folglit^ i(l m\ä} AC>BC — AB, 

§ufa^ ]■ ®inb bemnac^ brel gerate Slnfen jur ffonpniftion 
retetfs gegebrii, fo if) bad ^reW nur bann möglich, wenn 
je jtt>H berfelben äufaramengenomraen grfifet als We bdtte, ober 
loenn bei Unterfc^ieb imtf<$en je jwet berfeltten Heiner a\i bie irittt 
@erabe ifl. @inb ba^er jui ffonPmttion eine# iDreiedd nur jn>ei 
Seilen gegeben, fo ifl bie brttle Seite gmar wiQfüriic^, aber bennod^ 
pg an bie eben an«8«fpro(^«ie öe* 

bingung gebnnben. 

Stifo« 2- Stte i»lf*en 

jlvei Ijjunften A unb B in einer 

66ene gejogene gebrotjene iU 

- nie ACDEFB (gig. 56) ober 

\ frumme Sinie A M N B ip größer 

(V/ ali bie @erabe A 6. 

3)enn man jie^c nur bie 
®eraben AD, AB rnib AF, 
fofp. 
AC + CD > A D, 
AD + DE > AE, 
AE 4- EF > AP, 
AF + FB > AB, 
alfo att(b bnr4 9Ibbition: 

AC+CD + AD + DE + AE + EF + AF + Fß 
> AD + AE + AF + AB, 
babeT m6) 

AC 4- CD + DE + EF + FB > AB. 
SJenft man fic^ ferner bie ffurw AM NB in unenblit^ »iele a:^eile 
gcttieid, fo tonn man bitfe S-^ellc^en aW gtrabe bettaf^len, mithin 
bie ffutfe fclbft nl8 eine unenblid^ gerab gebrot^ene Sinie, unb bann 
ergibt ftcb , une vorfiin baf au* AMNB > Aß fei, 

3ufa6 3 35ie ®etabe AB ip alfo bie füriepe nntet nOen iU 
nien, m\(i)t wa A mH) B in berfelben ebene gejogen »erben lönnen, 
fle Ijel^t baljer fiii* bie entferniiiig ober ber abftnnb bet btfben 
ilunftp A uiib II. 




9tbi(t man alle bte 
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3itfa$ 4« SSenn in betfelben 6bene in)if(l&en }n)ei fünften A 
tmi) B ju)ei beliebige getab gebrod^ene Linien ACDEFB unb AGHlKß 
auf berfelben Seite ))Ott bet ©eraben A B ge}ogen mxUn, fo ifl immer 
Me Auf ere gebrod^ene Sinie grdf et a(d bie innere, fobalb nur bie (entere 
ber 9eraben AB lanter f^oblt SBinfel jnfe^rt. 

IDenn ba bie SSinfel ht C, D, E nnb F §ol^I (gegen AB ^iu) 
flnb , fo »erben bie Berlängernngen ber Oeraben A C , CD, DE, E K 
nie bie ®erabe AB gtDifd&en A nnb B treffen, fonbem immer perft 
bie Sinie A GH 1KB bnrd^fd^neiben , nnb stoar in ben $unfren L, [\ 
nnb B. 9htn ^t man aber (nad^ dufa^ 2). 

AG + GL > AC + CL, 
CL + LH + HP > CD + DP, 
DP + PI + 10 > DE + EO, 
EO + OK 4- KR > EF + FB, 
FB + RB > FB. 

Slndbrude nnb (Apt bann beiberfeit6 bie gemein^ 
fd^aftlii^en Sinien ber erhaltenen @nmmen ^intoeg, fo erl^&lt man: 
A6 + GL + LH + HP + PI + I0 + 0K+KR + RB 

> AC + CD 4- DE + EF -1- FB, 
ober 

A6 + GH+HI4-IK + KB>AC -}- CD + DE + EF + FB. 
Sitfo^ 6* 2)enfen n)ir nnö fiatt biefer gcrabgebrod&enen Sinien 
jtoei Jhinoen, »on toeld^en bie innere ber ©eraben A B fietd i^re Äon^ 
fa\)it&t jnfe^rt, fo ifi bie Auperc Änrüe immer großer a(^ bie innere, 
nnb jtpar nadb ^n\aü 4, it>cnn n)ir nnd beibe Äun>en M nnenblid^ 
gerab gebrod^ene Sinien benfen. 

Sufa$ fl. 93on }n)ei l^o^toinfligen ^ol^gonen, t)on mldf/m bad 

eine gan} innerhalb be^ anbern liegt, ifi ba6 nmfc^Iiepenbe ^leUd 

bem umfange nnb bem Sl&d^enranme nad^ größer a(^ bad umf(^Ioffene. 

3)adfelbe gilt, toenn eineö biefer SBieledfe eine nnenblid^ gerab 

gebrod^ene Sinie ober eine Stnx'oc jnm Umfange ffat 




49. 

57. 2e^tia1^ $aben jtpei !Dreiedfe A B C nnb 

BCD (gig. 57) biefelbe 55afi6 BC, nnb bie 
©pifte D beö einen liegt innerl^atb be6 anbern, 
fo iji 1) ber SBinfel B D C> B A C, aber 2) bie 
©nmme ber ©c^enfel BD-f-DC<AB + AC. 
SSetoetö« 1) 3ftan t)erl&ngere bie BD, 
biö jie AC in E fd^neibet, fo ift m>n, nn* 
n>A, nm fo meljr m>A. 

2) e^ ifl AB + AE > BE, nnb CE + ED > CD ($. 48), 
alfo and& AB + AE + CE + ED > BE + CD, ober 

AB + AC + ED > BD 4- DE + CD, 
tt)eil A E + E C = A C nnb BE = B D 4- DE ifi. 3ie^t man 
anf beiben Seiten ED ab , fo ifi enblidb AR + AC>Bn4-CD. 

4* 
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«. 50. 

fiel^tfa^. 3ml iDreiedc finJ) fongnient, trmn fie jvrei ©eitf», 
imb ben t)er grof etn ©eitr gcgeitiiber liegentew SBtalel gleich ^aUn. 
äSetuetö. 3n ben 3)teic(fen ABC unl) abc (g[ig. 58) fet 

58. AC>ABiinb ac>ab, ABr=:ab, 

A C = a c, mi B = b. SWan bcnfe jid^ 
ba6 z/abc fo ober ABC gelegt, baf 
t)er $unft b auf B, unb ba aber BA 
falle, fo tttnp ber ^ßunft a in A, n)eU 
ab = AB, nnb bte Seite bc über BC 

liegen, »eil B = b. SBaren nun beibe 3)reie(fe nid^t fongruent, fp mn^tt 
BC^ bc fein. 3Kan neunte an, ed fei BC>l)r, atfo g. ». BD = bc, 
bann n)äre ba«z/ABDcv^abc ($.37), nnbba^er AD«=ac. 8lber 
t>ermöge ber aSorandfeftnng ifl an^ A C = a c , alfo tt>&re A D = A C, 
unb im gleidfffcbenftigen ^ A C D ber SB. A D C < R ($. 38), 3nf. 4), 
unb ba^ Supplement AD ß > R , folglid^ im ^ A B D bie ©eite 
AB > AD ober > AC ($.47, äufaft 1), load ber aSorauöfeftung 
jnn)iber ifi. eben fo betoeifi man aud^ , ta^ ni^t B C < b c fein 
fonne. Da alfo nid^t BC ^ bc, fo mup BC = bc, unb ballier ia^ 
z/ABC^z/abc fein. 

3ttfa#« Sllfo jinb jn)ei rec^ttoinflige Dreiecfe fongruent, loenn 
Pe bie ^^potenufe unb eine Äatl^ete gteid^ ^aben. 

59. mnmett. (Sd fei im z/ A B D (gig. 59) 
A bie Seite ß D > A D > A B. 2)Wt ber 

fleinßen Seite A B befc^reibe man ani A 
einen j^:ei^bogen, mli)tx B D in C fd^nei^ 

bet, unb jie^e AC, fo ^aben bie Dreiecfe 

E » ^^ t) A CD unb AßD bie Seite AC = AB, 

ber ÄonfJruWon gemdf, unb bie Seite AD unb ben SQB. D, Der ber 
Ileinern Seite ABr=AC gegenüber liegt, gemeinfd^aftlid^, oljne fon^ 
gruent ju fein. Sefd^reibt man mit ber großem Seite AD einen 
Sogen , fo fd^neibet biefer bie SSerl&ngerung »on BD in E. ^it^t man 
nun A E, fo ^nbet bei ben 3)reiedten A D B unb A ß E, mli)t A ß = A B, 
AD = AE, unb m = n ^aben, biefelbe ©igenfd^aft Statt ^aben 
ba^er jtoei 2)reiedfe jioei gleid^e Seiten unb einen opponirten SBinfel 
gteid^ , fo tfißt fid^ nur bann auf i^re Äongruenj mit ©etoiß^eit fd^lie^ 
fen, tt)enn ber gegebene SBinfel ber großem Seite gegenüber liegt. 
— Sinb alfo jur Äonfhruftion eine^ !E)reiedfd jn)ei Seiten unb ber 
®egenn)infel ber fleinern biefer Seiten gegeben, fo laffen ftd^ jtt)ei t>er^ 
fc^iebene !Dreiede t)er)eid(inen , toeld^ie bie gegebenen Studfe entl^alten. 

S. 51. 

Se^tf&^e* I. SQBenn in jn)ei 2)reie(fen jtoei Seiten toedbfelfeitfg 

gleid^ jinb, bie »on i^nen eingefdffloffenen SQBinfel aber ungleidb, fo 

ifl in bem !Drefedfe, too jener eingefd^loffene SOSinfel ber größere ifl, 

bie britte Seite größer, al6 bie britte Seite beö anbern Dreierf^ nnb 



^<i^^ 
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II. nmflefe^tt: ffienn in jtt>d !Drefe(fen jtt>ei Seiten tDed&felfe^ 
% glei^ Mc britteit Seiten aber ungleid^ ftnb, fo ifi in bem 2)reie(fe, 
in ml^m bic britte Seite bie größere iji, ber biefer britten Seite 
gegenuberfieljenbe SBJinfel gröfer, aW ber SBinfel, »elc^er im anbem 
2)reietfe ber britfen Seite geflenöber liegt. 

60. 




3fi namlid^ in ben ^mtdtn ABC unb abc (gig. 60) bie 
Seite AB = ab, AC = ac, unb SB- BAC>bac, fo ifl aui) 
BObc, unb umgefe^rt: 

3fl AB = ab, AC = ac unb BC>bc, [o ifi aud^ SB. 
BAC> bac. 

SBetuetö- 1. aRan ne^me an, im ^ABC fei AC>AB, 
alfo onä) a c > a b. SÄan f onfiruire jur Heinem Seite A B im 
ißttttftc A al0 Sd^eitel einen SBinfel « = a , beffen anberer Sdffenf el 
Me B C im 5ßunfte E trifft. 3)er SBinf el A E O n unb n > r, 
»egen ber aSorau^fepung, baf A C > A B, um fo me^r ifi A E C > r, 
ülfo aud^ A C > A E. SWan t)erlingere nun A E , biö A D = A C 
mirb , unb jie^e B D unb D C , fo ifi im glei(^[c^enf (igen SDreiecf e 
DAC ber gOSinfer ADC = v+ r, bemnad^ ADC>v, unb um 
fo me§r BDOjr, baber ifi auc^ BC>BD ($ 47). «Run ifi 
aber bad z/ABDf^ ^abc, alfo BD = bc, unb folglich BO >bc. 

IL aBäre nid^t A > a , fo müßte A = a , ober A < a fein. 
3m erflen galle tt)ürbe bie Äongruenj beiber 2)reiecfe nad^ S* 37 fot 
gen nnb ba^er B C = b c fein , im jweiten gaBe aber mii^tt (na^ i) 
b c > B c fein. Seibe 8lnna^men n)iberfpredf>en aber ber aSorau^^ 
feftttttfl , baß B C > b c fei. 3)a nun toeber A = a nod^ A < a 
fehl fann , fo mn^ A > a fein. 



S. 52. 
fiel^tfa^. SBenn bie Summe breier SBinfel a + j8 + y<4R 
unb bie Summe jtoeier berfelben großer ald ber britte ifi, n&mltd^ 
a + ^ > y, unb man fd^neibet "oon ben Sd^eiteln an^ auf aBen S(^en^ 
felii gleid^e Stfldfe ab unb t)erbinbet bie Snb<>unfte je jn)eier jufam^ 
mengelgförigen Sd^enfel burd^ eine ©erabej fo erhält man brei begrenjte 
®erabe, ani wl^tn ftd^ ein 2)reiedf fonfiruiren läßt. 



54 




äSetoetö. ©ci (gig. 61) a'=a"=rb'=b"=c' = c", fo Wßt 
ftd^ auö ben brei ©trerfen a, b, c, ein 2)reie(f tjerjeid^nen. 5)ettn 
matt tjerjetdöne ben 333. B D C == «' = « uttb ben SB. C D A = /3' = /J, 
mad^e D A = D B = D C = a' — b' = c' uttb jfclje bie ©erabcn 
AB, AC Uttb BC, fo ifl, mil BD == a', C D = a" «ttb a' = «, 
z/BCD c^ ^(a, a', a"), unb ba^erBC = a, eben fo ifl ouc^, toeil 
CD = b', AD = b" «nb ß' =: ß, bad -^ACD^^(b, b', b'O, tmb 
ba^er AC = b. !Da ferner fn ben iDreierfen ABD unb (o, c', c") 
bie Seite B D = C, A D = c" unb «' + /S' = « + /3 > y t)ermoöe 



aSorauafeftung, fo ifi (mi) %. 51) AB>c, nun ifl aber im z/ABC 



offenbar BC+AC = a + b>AB, um fo me^r ifl alfo »+b 
folglid^ läßt jid& an^ ben brei ©trerfen a, b unb c ein !Dreierf fon^ 
fhuiren ($. 48). 

S 53. 

fiel^tfä^e. 1) 3m gleid^fd^enfligen !Z)reiede ^albirt bad au6 
ber ©ipi^e auf bie ©runbfeite gefällte ^Perpenbifel bie 55aftd, unb ben 
SBinfel an ber ©ipi^e. 

2) 2)ie ®erabe, n^eld^e bie ©^)ifte mit bem 9»ittel^>unfte ber 
35aftö elned gleic^fd^enfttgen 3)reie(fe6 t)erbinbet, ifi fenfred^t auf biefe^ 
unb ^albirt ben SBinfel an ber ©ipifte. 

3) SaSirb ber SBinfel an ber ©i>ifte be6 gleit^fd^enfligen SDrei^ 
erfed t>on einer geraben 8inlc ^albirt, fo ifl biefe fenfrec^t auf bie 
©runbfeite unb ^albirt jte. 

4) Srrid^tet man im fWittelipunfte ber Sajt6 elne6 gleit^fd^enf- 
(igen Dreiecfeö eine ©enfred^te, fo ge^t biefe burdff bie ©pi^e unb 
^albirt ben SBinfel an berfelben. 

aSetoeid 1) Sd fei AB = AC, alfo ba6 
^ABC g(eicbf(^ennig (^g. 62). 3fl AFJ.BC, 
fo ift baö ^ABF^z/ACF (§. 50, 3ufaft), alfo 
ßFa=CF, unb v = w. 

2) e« feiBF=FC, fo ifl ^ABF^-^ACF 
(§. 39), alfo ber SB. AFß = gB. AFC, unb bem^ 
nacb AFJLBC, unb v = w. 



62. 




3) «6 fei ▼ =» w, fo ijl bo^ ^ABF g ^ACP (». 37), alfo 
BF = CF, tmb bet 93. AFB = aB. AFC, ballet AFXBC. 

4) (S6 fei BF = CF. ©inge nun baö fn F ettid^tete ^txpm^ 
biUl ni^t btirc^ ben ©d^eitel A , fo ntüf te biefe« bwtd^ einen anbern 
?tenft be« Umfangt, a* S5. bnrdff G ge^en, unb e^ toäxt bann G F _L ß C. 
3^t mm aber A F, fo ift an^i A F X B C (2), alfo waren in einem 
^»e F jn>ei Sinieii fenfret^t auf B C, toad nic^t fein fann [$. 12, 7]. 
golglic^ nraf baö in F errid&tete ?ßerpenbifel burd& ben ©d^eitel A 
gc^en, unb bann i^ v = w (2). 

S. 54. 

SIttmetf utta* S93ir ^aben bi^^er gefe^en, ta^ wix auf bie Ston^ 
gmenj jn>eier 3)reieae fcbliefen fonnen, toenn biefelben 

1) eine 6eite flieidb »«l^ bie biefer ©eite anliegenben SBinfel 
ttxd^felfeiHg gleid^ $aben ($. 36, 1); 

2) n)ettn fte eine @eite g(eid^ , einen bet anliegenben unb ben ge^ 
genuber (iegenben 9BinfeI gleich ^aben (g. 36, 2); 

3) menn {le jtoei @eiten nnb ben t)on i^nen eingefd^Ioffenen 9Bin^ 
W gfeidf ^aben (%. 37) ; 

4) iDenn fte aOe brei 6eiten toed^felfeitig gieic^ ^aben (g. 39); 
mblid^ 

5) tt)enn {ie )n)ei @eiten nnb ben ber gröpern ®eite gegenüber 
(iegenben aSiafel g(eid& l^aben (g. 50;« 

3)a {id^ nun fongmente ®röfen ubexf^an'pt, alfo aud^ fongruente 
Dreiecfe itdbefonbere bnrdji nid^tö unterfd^eiben , al6 bnxi) bie 93er:? 
[(bieben^eit bed Drted, an totldftnx jie fonfiruirt {tnb, ober burd(i bie 
8erfd^ieben^eit ber 3^i^ to ^^^ P^ t)erjei($net ober gebadjit tt)urben, 
ober bnrd^ bie aSerft^ieben^eit beö SRaume^ unb ber 3^^^ jugleicb, fo ifl 
eittlenc^tenb , ba^ ein iDreied feiner gorm unb ®röpe nad^ t)onfommen 
befHmmt fei, fobalb ju feiner ^onflruftion tntmitx 

1) eine Seite unb jtoei SaSinfel gegeben ftnb, ober 

2) loenn gtoei Seiten fammt bem »on i^nen eingefd^Ioffenen aEBin^ 
fei, ober bem, ber gröfern jener ©eiten gegenüber liegenben SÖSinfel 
gegeben jlnb, ober enbli^ 

3) \oeua alle brei ©eiten gegeben finb. 

Unter ben gegebenen ©tücfen mup fid^ bemnad^ toenigfieuö eine 
Seite bed 2)reie(f0 befinben. 

.3)ie Orunbelemente, bie in jebem ber angeführten gdlle jur ffon^- 
jhruftion eine6 !Dreiedf6 gegeben ftnb, fangen t)on einanber burd^auö 
nidfft ab, fonbern ftnb ganj toißfürlid^, toaf^xtni bie übrigen nid^t 
gegebenen Sefiaubt^eile bed 3)reiedf6 t)on ben gegebenen efementen 
«gängig ftnb, inbem fte bnrd^ biefe ber Orofe nad^ erfl befiimmt 
toerben. 

©))dter n)erben n)ir an^ unterfud^en, n?ie bie nld^t gegebenen 
(SIemente eined 2)reiedf6 »on ben gegebenen Stüden abfangen. SBie 
in jebem gegebenen gaBe bie Äonftrultlon tt)irllid(i audgefü^rt n^erben 
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fönnc, feud^tet tt>o^l tem änfaiifler t)oii fel6fl ei«; unb tt>ir ettH>fe^lei 
i^m, bie ^te^er fle^orlgeti Slufgabeii ber Selfpfelfammlttng tt>irHi(| 
aufjulofen. 



/> 



G3. 






Jr a^ 




IL 5Jon ber Äongvuenj ber 35ierecfe unb ben tDid^tigpen fi^ 
^ierau« ergebenbcu ©igenfc^afteu biefer giguren* 

§. 55. 

Se^tfa^. 3wei ^avanerogramme ABCD, abcd (gig. 63) 

jtnb fongruent, wenn jtt)ei anfiopenbc ©et? 
ten fammt bem eingefd^Ioffenen SBinfel in 
bem einen ^arattelogramme gleid^ jtnb gn)etett 
aufiofienben Seiten fammt bem eingefc^fof* 
fenen S93infe( im anbevn^ tDenn namlid^ 
^ A[)=ad^AB = ab, unb A = a. 
^etoetö. 9Ran benfe fid& abcd fo über ABCD gelegt, baß 
bie ^^uttfte a, A unb b, B über einanber falten, ttjeld^eö möglich % 
ba ber 9Sorau^ff ^ung gemafi a b = A B. 933eil aber ber SB. a = A, 
fo muß a d über AD, unb jtt)ar d auf D fallen , n?eil a d = AD. 
9?utt ip aber a + b == 2 R, unb A + B = 2 R ($. 26), ba^r 
a + b == A + B, ober b = B, alfo muß bc über BC faUeit, 
unb U)eil bc = ad, unb ad = AD=BC [$. 26, 9], fo ifi aud^ 
b c == B C, unb bemnad^ fällt ber ^ßunft c über C. 9?utt liegen bie 
©nbputtlte c, d ber ©eraben cd in ben Snbpunften C, D ber ®era^ 
ben C D, alfo liegen biefe ©eraben felbfl über einanber, unb bie @ren^ 
jen beibir Parallelogramme fallen jufammen, b. ö- lte jtnb fongruent. 
3ufa#» 2llfo flnb jn^ei 9lec^^tecfe, n)eld^e jmei anfiopenbe ®ei^ 
\txi gleid^ ^aben, fongruent, unb jn^ei Duabrate pnb fongruent, it>enn 
jte eine ^t\it gleit^ ^aben. 

$. 56. 

2lu^ bem SBegriffe be6 Slntiparattelogrammd folgt, baf B C || A D 
unb AB = CD, alfo A + B = 2 R = C + D (gig. 64) fei. 
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iUfft man nmi CG||AB, fo ift ABCC ein ^araßeloflramm , ia^ 
|frCG=AB=CD, mlt^iit ift t>a^ ^ CD Cm greJ^fd^enHig unb 
a=D, eö ift aber « = A, »eil CG|| AB, unb fomit ifi A = n, 
folglfd^ anc^ i^re ©up»>lemente greidff; nämlii* B = C. 3p bemnac^? 
ein fßxntel eined SbHiparallelogrammed flegeben, fo finb babnrd^ ani) 
He brei übrigen SBinfel befiimmt. ^ierauö ergibt jic^ nun t)on felbfi, 
baf, VDenn }n>ei SlntiparaDeiogramme einen gleid^Iiegenben SSinfel 
gleidfi ^aben , fie ancb bie übrigen brei ffiinfel ber Drbnung na(f) gleidf^ 
laben muffen. — SJacb biefer SSorbereitung laffen fid^ nun bie foU 
genben ®a^e o^ne @d^n)ierigfeit betoeifen. 

S. 57. 

£e]^rfä^e* 3^ei 9(nti))araOe(ogramme ftnb fongruent: 
i) mrm fte in>ei anfiopenbe Seiten unb einen g(ei(^Ucgenben 
Sßinfel, 

2) iDenn fte bie beiben ©runblinien unb einen g(ei(^Iiegenben 
SBinfel, ober 

3) koenn fte bie beiben @runb(inien unb eine ber nid^t iparadelen 
Seiten flu(fn>eife gleicb ^aben. 

SSetuetö 1* ©ei in ben beiben 2(nti))aralfeIogvammen Aß CD 
unb abcd (gig. 64) AB = ab, AD = ad unb ber SB. A = a, 
fo ifl anc^ CD == cd, B = b, C == c unb D = d ($. 56). S)enft 
man jtd^ nun abcd über ABCD fo gelegt, bafi bie ©d^enfel bed 
ffi. a mit ben ©dffenfefn be^ gleichen SB. A jufammenfaKen , fo faßt 
»ermöge 93orau6feftung not^toenbig auc^ ber ^JJunft b ouf ß unb d 
auf D. SBeil aber b c= B , fo fdUt b c in bie Sii^tung B C , unb 
tt)eil d = D, fo faöt de in bie JRid^tung DC, b. f). ber ^mxU c 
Hegt in ber ©eraben BC unb DC, unb muf fonad^ mit bem Durc^^ 
fdSinittd^unfte C berfelben jufammenfaßen. 

S^toetö 2. ©ei AD = ad, BC = bc unb A = a. 2Wan 
verlängere bie font»ergenten ©eiten beiber Slntiparaßelogramme , bi^ 
|ie ftc^ bejiel^ungdioeife in F unb f burc^fc^neiben , fo ifi; toeit 
AD = ad, A = a, alfo aud^ D = d (§. 56)> baö ^ADF^-^adf, 
folglidb AF = af = df = DF. SBeil ferner B = b unb C = c 
(g. 56), alfo aud^ bie entfipred^enben ©uipplemente m = p unb n = q, 
enblidff BC = bc ift, fo ifi au^ ba6 ^BCF ^ ^bcf, ba^er 
B F = b f unb C F = c f. a)enf t man fidf> nun a d f entf^)red^enb 
über ADF gelegt, fo muffen fle fid^ becfen, eben fo bie 3)reie(fe bcf 
unb BCF, alfo berfen fidf> aud^ abcd unb ABCD. 

SBetoetö 3. ©ei AD »»ad, BC=b€, AB=ab, alfo 
anäf CD=:cd. ^itfjt man nnn CGflAB unb cg||ab, fo loirb 
CG = AB = CD unb cg = ab = cd, femer 

DG==:AD — AG= AD— BC unb dg = ad — ag = ad — bc, 
bie beiben gleid^fd^enfligen 3)reie(fe CDG unb cdg ^aben fonadff 
aße brei ©eiten gWdf>, folglidff fteb fte fongruent, mithin ifi ß = cc, 
alfo and^ a=:A, unb ba^er ifi atid^ abcgc^ABCG (§. 55), ^6 
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la^t fid^ bemnac^ ab cd aber ABCD fo (egen, bafi bie !X>reie<fe. 
cdg uttb CDG^ unb 9lei(^}eitig; mll ga unb GA bie ref)>efH)De9 :|: 
aSerl&ttgemngett ))on dg unb DG fiub, bie ^araOetogtamme abcg 
imb Ai3CG {ufammettfaDen ober fic^ becfen, n)oraud fid^ baim ik 
Aongrnen) ber beibett Slntiparanelogramme ))on felbfl ergibt. 

S. 58. 
Se^tfä^e* 3tt)ei 3;ra»>eje jinb lotigrtteiit: 

1) n>enn fie eine ber nid^t paxaUtlm ®tiUn, eine Saftd unb bie 
beiben baran liegenbeu 993infe( in berfelben Drbnnng fläcftoeife gleich 
^aben ; 

2) mnn jie bie beiben ©runblinien, eine ber nid^t j)araBelett 
Seiten unb einen biefer anliegenben äBinfet n>edbfelfeitig in einerlei 
Drbnung gteic^ ^aben; 

3) ^t)enn fte bie beiben nid^t paraOelen Seiten , eine ©ruttblinie 
nnb einen SBinfei fitü(fn>eife unb in berfelben Slufeinanberfolge gleid^ 
^aben j 

4) ^t>enn fie alle )oier Seiten in berfelben Drbnung flüdCnoeife 
gleid^ ^aben. 




^^•a 



fSeWei^ h ©ei AB=ra«A'B'=a', AD=d = A'D'=d^ 
A = A' unb D =D' (gig. 65). 8egt man A'B'C'D' fo über A BCD, 
baf bie Sd^enfel ber gleichen SBinfel A' unb A über einanber fallen, 
fo muffen liegen ber »orau6gefefttett Oleic^^eit biefer ©c^enfel bie 
?ßunfte B' unb D' be}ie^ung6tt)eife auf B unb fallen. !Da aber 
D' = D, fo faat audb D'C über DC, unb toegen B' = 180^— A' 
= 180« — A = B aud^ B' C über B C , mitlitt muß aud^ ber ©urc^^^ 
fd^ttitt C t)on D'C unb B'C auf C fattenj e« jinb alfo beibe 3:ra»>eje 
ifongruent. 

SSetuetöS. ©ei DA = d«D'A'==d', AB=a = A'B' = a', 
BC = b = B'C' = b' unb A=A', fo ifi junac^^fi an^ B = 180«— A 
= 180" — A' = B'. 8egt man ba6 %tam A' C fo über A C, bap bie 
©c^enfel ber SQBinfel A' unb A über einanber fallen, fo fallt uot^n)en:^ 
big D' mit D unb B' mit B jufamme»; toeil d'«d unb a'==a, unb 
toegen B' = B muß bann b' über b, enblicb toegen b' = b and} C über 
C fallen. !Z)ie beiben S^rapeje beden fid^ bemnad^, unb finb fo^iu 
fongruent. 

SSetoeid 8- ©ei a' = a , c' « c, d' «= d unb A' = A, mithin 
audj; B' = B, 3^^ wiau, tpenu c>a, alfo audji c'>a' angenom^ 
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set toith, n n a ttnb n' || a', fo ifl n' = a' =a = n ; feniet c' = c 
Wb (m', nO = A'= A:=(m, n); Me belben JDreiecfe C'D'C 
nb C D 6 {int) bemnadb fottgtuent (%. 50) , folglich D' » D , ntit^in 
i^ nadb (D onc^ t>ad Xrape) A'G ^ AC. 

aSetoetd 4 ©ei a' = a , b' = b , c' = c unb d' = d, Sieben 
«Dir toUhtx n n a Qttb n' || a', fo n)irb an^ o an' utib m=sin', ed 
tu ba^er z/CDG ^ z/C'D'G' (§. 39), folglich D = D' tmb 
A = (fi, in) = (n', mO = A', alfo ba6 a;ta»)fj AC ^ A' C. 

8. 59. 

Sel^tfS^e. 3^^i Srapejoibe finb fongruettt: 

1) tpenn fie jtoei an^o^nibe @eiten unb brei g(eid^Hegcnbe 
Sittfel in einerlei Orbnnng fiu(fn)eife gletcb ^aben; 

2) tDetttt jle brei Seiten unb bie t>on benfelben eingefd^Ioffenen 
Sittfel iDedtifelfeitig in berfetben Stei^enfolge gleid^ ^aben; 

3) n)enn fie ade ))ier Seiten unb einen gleic^Iiegenben äBinfei 
in berfelben Drbnung fluchDeife gleidb ^aben; 

4) n>emi fie alle )oier Seiten unb eine gleic^Iiegenbe !I>iago- 
naie berfelben Örbnung na(f) gleidb ^^tben; enblidb 

5) rotnn fie eine gleic^Uegenbe Seite unb bie beiben ^Diagonalen 
in einerlei £)rbnnng ^chveife gfeic^ ^aben, unb toenn bie beiben !Dia^ 
gonalen gegen jene Seite bejie^ungdtoeife gleiche Steigungen ^aben. 

3)en Sen)ei« biefer Säfte uberlaffen tt>ir bem gfeife be« Sln^ 
f&ttgerd« 

8. 60. 

66. fiel^tfo^. 1) SBenn »toei ^arattelen a 

nnb b t>on jtoei anbern $araDe(en c unb 
d (gig. 66) gefdbnitten toerben, fo jinb bie 
gegenüber (iegenben Slbfc^nitte einanber gleid^, 
n&mlic^ a = b unb c = d. — Umgefe^rt : 

2) äßenn gwei ®erabe t)on ^toei anbern 

®eraben gefd^nitten toerbeU; unb e6 finb jle 

jtoei gegenuberliegenbe Segmente einanber 

gleid^, fo ftnb biefelben audji paraDel. 

SSetoetö. iDiefer er^eOt für beibe Säfte obne Sd^toierigfeit au6 

ber ju ertoeifenben Äongrueng ber beiben JDreiecfe ABD unb ACD, 

bie man erhalt, toenn bie ^Diagonale A D gejogen n)irb. (SSergl. 8* 17, 

Sttfaft 10.) 

Sitfa^ f • aSerbinbet man bemnac^ bie Snbpnnfte imUx qUU 
(Jett ^araUelen burdb gerabe ginien, toeld^e fi(^ nid^t fd^ineiben, fo 
inb audb biefe SSerbinbungdlinien gleich unb paraQel, ober ba^ fo ent^ 
le^be Siered ifl ein Parallelogramm. 

3ufa^ 2« put man aud beliebig )>telen fünften einer ©eraben 
auf eine anbere mit i^r i>aratlele Oerabe 5ßerpenbifel, fo ftnb alle biefe 
^er»)enbifel einanber gteid^- ^ni biefem ®xuut)e ^%K%i cimäj vt^^^ Xävv. 
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fer ^erpenbiW ber 2lbflattb jener jwei ^ßarrtttelett, ober an^ Me 
55 rette bed üoii i^nen gebllbeten ©treifen^. 

3ufa# 3. 3n jebem ^axaütloQxammt ifi ber ?lbflaitb ber bet* 
ben al^ ©nmbfeiten belrad^teten ?ßaralfetett bie ^ö^e M ^araHelo* 
gramm^. 

8. GL 

g7 Se(^tfä#e. 1) 3)ie !Diagotta(e B D t§eUt bad $<u 

raltelogramm A B C D (gig. 67) iti gn)ei fougruente JDret 
ecfe ABD wnb BCD. 

2) 3tt iebem ^araßelogramme finb bie geflenüberlie? 
genbeti Seiten einanber gtefd^, mmU^ AB = CD tmb 
AD= Ba 

3) ©inb in einer \)ierfeitigett gignr je jn)ei gegenüber liegenbe 
©eiten einanber gfeic^j fo ftnb (le and^ ^parallel nnb brtö Siered iH 
ein ?ßaraKe(ogramm. 

4) Die gegenüberfte^enben SSinfel eined ^araKelogrammed ^1 
einanber glei(*, mmli^ SB. BAC=BCD unb SB. ABC = ADC. 

5) Umgefe^rt: ©inb in einem SSierede je jwei einanber gegenj* 
überfle^enbe SBinfel gleic^^, fo ifi ba6 SSierecf ein Parallelogramm» 

6) 3n jebem ^Parallelogramme ifi bie ©umme j|e jtoeier an ber^ 
felben ©eite liegenben SBinfet = 2 R. 

7) SBenn ein SSiererf bnrdb eine feiner ^Diagonalen in jtt>ei fon^ 
grnente Dreiecfe getbeilt n)irb, fo ift baö 98ierecf ein ^Parallelogramm. 

8) SBenn in einem SSierecfe jn?ei gegenüberliegenbe ©eiten gleldji 
unb parallel finb, fo ifi bad 98ierecf ein Parallelogramm. 

9) SBenn in einem aSierecfe jn?ei gegenüberfie^enbe SfBinfel unb 
an(Sf jn)ei gegenüberliegenbe ©eiten einanber gleid^ jinb, fo ifi bie »ier^ 
feitige gigur ein ^Parallelogramm. 

10) 3n einem ^Parallelogramme ftnb bie beiben ^Diagonalen ein^ 
anber gleidj) ober fie jinb ungleich, je na(^bem baö Parallelogramm 
rec^ttoinflig ober fd^iefh)inflig ift, unb umgefe^rt. 

11) 3n üntm Parallelogramme f(^neiben fi(^ bie beiben !Diago^ 
nalen unter redeten ober fdbiefen SBinfeln, je nad^bem ba^ ?Parallelo^ 
gramm gleic^feitig ober ungleid^feitig ifi, unb umgefe^rt. 

12) 3n einem Parallelogramme loerben bie entgegengefeftten SBin^ 
fei burdff bie Diagonalen in gtoei gleid^e ober unglei^e SC^eile get^eilt, 
ie nad^bem ba6 Parallelogramm gleid^feitig ober ungteic^feitig ifi, unb 
umgefe^rt 

SBetuetö. 3)iefer toirb bem gleife beö ©c^üler« uberlaffcn. 

^ufa^ I* ©inb in einem Parallelogramme gtoei anfiofenbe 
©eiten einanber gleid^, fo xjt bad ^Parallelogramm gleid^feitig. 

^ufa^ 2* ^i^ ^^^ be6 Parallelogramme^ bleibt immer bie^ 
felbe, an^ loeld&em ^Punfte ber einen ©eite man audf> bie ©enfred^te 
auf bie gegenöberfie^enbe parallele ©eite fSat (§. 60, 3ttfa| 2). 
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i. 62. 

6d- £e]^tfa^. 3m ^araOelogramme AB CD (^g. 68) 

Gr D ^albtren ftd& bfc iDiaflotirtlen AD utib BC »e^fcIfeU 
"1^ tig, ttttb iebe bwrd^ bcn gettieinfd^aftlit^en !Durd&fd^ttitt«^ 
<)tttift ber !Diagona(eu gejogene gerabe gfnie F G tt)frD 



^^^B im ißuttftc f^aibixt, unb t^citt ba« gatijc ^arallelo^ 
gramm tu gtt>ei gleiche a;^eflc. 
fßetoei^. 1) 3)a AB = CD, p = q, unb m = n; fo iji 
Dad ^ABO^CDO (§. 36), alfo AO = OD, unb CO = OB. 

2) SBJeil AO = OD, ber SB- AOF == GOD, imb q = p; 
l^ ba« z/AOF ^DOG ($. 36), ai\o OF = OG. 8l«ö bem^ 
«ben ©ruttbe iji ba« ^COG^^BOF, unb baan^ baö ^BOD 
^^ACO, fo ifl OGD + DOB + OBF = AOF + AOC + COG, 
l. l BFGD = ACGF. 

Sttfo^ !♦ ?Kfo ^at iebcö ?ParaKeIogtamm citicn iTOittelpunft ber 
®roße ($. 24). 3)iefer aWittelpunft ber ®röpe, nämltc^ ber ^nx^^ 
\i}nitt^pnntt ber beibeti 3)iagottaIea, »irb aud^ ber ®i)totxpuntt 
bed ^araMogramnted genannt 

3tffit# 2- SQBenn in einem SSierecfe bie 2)iagona(en einanber 
gegenfeitig l^alMren, fo ifl ba^ SSiered ein Parallelogramm, äßamm? 

t. 63. 

L Ueber eine Sinie ein Clnabrat jn befd^reiben. 

IL S6 ifl eine gerabe ?inie nnb ein fd^iefer SBinfel gegeben j man 

befd&reibe eine JRante, loeld^e biefen SBinfel enthält, nnb jene 

?inie jnr ©eite f^at. 
IIL @d finb jtoei gerabe Sinien nnb ein S3infe( gegeben; man fon^ 

fhnire ein ^Parallelogramm, mldf/t^ jenen SBinfel enthalt, nnb 

jene ginicn ju Seiten f^at 
IV. @in Parallelogramm jn t)erjei($nen , mlcS)e^ einem gegebenen 

»oHfommen glei(^ ifi. 
Saiufldfutt^i. Diefe ioirb bem Steife be^ Slnfängerö uberlaffen. 
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^nmettnn^^ 1) SBenn in einem SSierede jtoei gegenüberlie^ 
genbe (Seiten einanber gleich , bie beiben anbem ©eiten aber ju einan* 
ber i>arallel ftnb, fo ifi bie gignr entnjeber ein ^Parallelogramm ober 
ein aitttiparallelogramm , je nad^bem bie beiben paxaMm ©eiten ein^ 
anber gleidff flnb ober nic^t. 

2) 3m ?lntiparallelogramme jlnb bie beiben !Diagonalen einan^ 
ber gleich nnb ^aben gegen jebe ber beiben ©rnnblinien audb gfeid^e 
Weignngen. 
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ni. aSon bcr Äongruenj bcr ^ol^gone übcr^aitpt unb einigen 

^ierau« fttefenben @d^en. 

S. 65. 

^otheteitnn^* SBenn man an6 einem innerhalb emed $oI)^ 
goned t)on n (Seiten Uegenben $unfte nac^ aUen (Sdfen beffetben VH 
©traljlen OA,OB,OC,... jieljt, fo n>irb ba6 fpol^gon babuwl 
in n Dreiecfe get^eilt, t)ie i^re gemeinfc^aftHc^e Spi^e im Stro^I^ 
puttite l^aben, unb beten iebeö eine SSielerföfeite gnr Sajid f)at. 

Siegt ber ©tra^lpnnft in einer ^ol^gonfeite AM, fo faHeii 
gwet ©trajjlen mit jener aSieleddfeite jufammen, man erijält fonad^ 
(n — 1) iDreiede, t)on n)e((^en iebed ber beiben änferften !Dreie& 
einen Strahl, eine ^ol^gonfeite unb ba6 entfprec^enbe Segment OA 
ober OM ber AM ju ©eiten ^atj iebed ber übrigen !Dreierfe loirb ; 
t)on jtoet ©traljten unb einer ^ol^gonfeite gebitbet. 

98erlegt man ben ©tra^t^^nnft in einen ©d^eitel bed 93iele<W, ^ 
fo bilben f&mmtlic^ie ©tral^Ien jngleic^ diagonalen be6 aSieterfe«; bie 
änjaljl ber ©tral^len iji (n — 3), unb bie ainja^l ber erjengten 3)rei^ 
ede (n — 2). 3ebe6 ber beiben ftuferPen 2)reiede wirb twn einew 
Strahle unb gtt)et ^ol^gonfeiten gebilbet, jebee ber übrigen !Dreierfe 
aber t)on gtoei Strahlen unb einer 98ieled6feite. 

2)ie t)on einem ©tra^lpunlte nad^ allen Sden eined ^ol^gond 
gejogenen ©tral^len t^eilen fonad^ bad ^ol^gon in n, (n — 1) ober 
(n — 2) S)reiede, Je nac^bem ber ©tra^lpnnft innerhalb be« aSielerf^, . 
ober in einer ©eite ober in einem ©c^eitel beö ^ßol^gond angenom^ 
men wirb. 

Sebed ^ol^gon fann fonac^ in lauter !Dreiede gerlegt toerben. 

$. 66. 

Sel^rfa^* I* äßenn man in gtoei ^ol^gonen t)on gteidb )>ie( 
©eiten au6 einem gleic^liegenben ©c^eitel !I)iagonalen giel^t, unb bie 
babnrd^ entfianbenen !£)reiede finb berOrbnung nad^ einanber wÜUra^ I 
men gleich unb auf biefelbe 8lrt neben einanber gelegt, fo jlnb bie $o* 
l^gone longruent, unb II. umgefeljrt: 3wei fongruente ^ol^gone laf^ 
fen {ic^ burclb bk gleichnamigen Diagonalen in g(eic^ i>kU, ber Drb^ 
nnng nad^ fongruente !Dreiede gerlegen. 

äSetoeid* !X)iefen loirb ber Slnfänger leicht felbfi fuhren fön^ 
nenj eben fo leidet wirb e6 i§m fein, nac^ifie^enbe Slufgaben gn lofen. 

@in ^Pol^gon gn fonjirniren, »elc^ed einem gegebenen wUtom^ 
men gleidb iß. 

äßie t)iel ©tude muffen notl^toenbig gur genauen SefHmmung 
eine6 ^ol^gond gegeben fein? 

Sttff^^ !♦ Sllfgemein finb alfo gtt)ei fongruente ^ol^gone an^ 
flleid^ \>UUn, ber Drbnunfl nac^ fongruenten 3)reieden gufammenge* 
feftt, unb umgefe^rt 



3ttf^ 2* SBefd^e 9Rot)iflfation ttUiitt bet ®a$ r., n)enn ber 
Stta^tpmitt m Umfange bed $olvgoiid angenommen wirb? 

^tif^ 8* 3^ Stonfttuttion eined b e fl i m m t e n Sieled d müf^ 
fen 2n — 3 @tä(te; wetcl^e ))on einanber nnab^&ngig {inb^ gegeben 
tDerben. ^ietand folgt wn fe(bfl; baf jtpei ^ielede )>on berfelben 
6eiten}al^( fongment feien ^ wenn fie (2n — 3) t)on einanber nnab^ 
(Angige &t&de ia einerlei Orbnnng wec^felfeitig g(eid(i ^aben. 9Sie 
lift p(9 biefe 9el^an)>tnng rechtfertigen? 



Von itx flropottionalität Ux fxnun nni in ^el)nUd)kett 

Ux ebenen /ignten. 



it) fßvn ^t ^Stvpottivnalität bet Sittiett. 

8. 67. 

Aufgabe* 3^iW^tt i^^« gegebenen geraten Sinfen a b mi 
AB (gig. 69) t)a^ größte gemetnfd&aftlfd^e aRap äu ftnben. 
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AI — ■ 1 bi I I I I I 'IB 

Slufldfung. 3Ran trage Me Heinere ©erabe a b fo oft anf Mc 
andere 8inie AB anf, al6 e6 ntögtid^ ifi; bletbt fein 3ieji, fo iji Mc 
ab felbft t)aö gefnd^te größte gemeinfd^aftlid^e STOaß beiber Sinien. 

3fi aber ab jmel 3»at in AB enthalten nnb CB ber nod^ jtt 
nteffenbe 9tefl, bcr au6 eben biefem ©rnnbe Heiner aW ab fein ntnf, 
fo ^at man: 

AB == 2. ab 4- CB . . . («). 
9?nn nnterfndbe man, tt)ie oft ber SRefi CB in ber ©eraben ab 
enthalten ifl : e^ fei biefeö ein 9Äal möglich t)on a bi6 c, nnb e^ bleibe 
ber nene SRefi c b < C B ; e6 iji bann 

ab = ac + cb = l.CB + 9^ 
mithin bnrd^ ©nbfHtntion in ber ©leid^nng («): 

AH = 2-Cß + 2.cb + CB = 3.CB + 2cb . . . Cß). 
^m laffe fid^ ber leftte 3iefi c b anf ber C B t)on C nadb D fteben 9WaI 
anf tragen, nnb e6 bleibe abermafö ein SRefi DB<cb5 fo erhält man: 

CB == CD + DB == 7.cb + DB, 
nnb burc^ ©nbfiitntion biefe^ aßert^eö in ben beiben legten ©leid^nngen : 
ab = 7.cb + DB + cb « 8*cb + DB i , . 

AB = 21.cb + 3DB + 2cb = 23. cb + 3. DB / * ' ^^^* 



Vlan txf^aUt tum bttrd^ SSieber^otaiig Nefed Serfnc^ea 

cb = cd 4- db.» l.DB + ^^z 
mo db<' DB, mt> etiMi(^ DB = 2.db ol^ne 9tfß, fo ifl bann 

cb = 3db, 
mtb ba^er burd^ ©nbfKtntion in (y): 

ab = 8.3.db + 2.db « 26. db, 
nnb AB = 23.3db + 3.2. db = 75. db. 
SUfo ifl in biefcnt %aUt db bad gefnc^te grdfte gemeinfd^aftlid^e 9faf 
itx gegebenen Sinien. 

SIeibt bei wieber^ioUer Operation bed SReffend immer no(tf ein 
Xefl )u befümmen übrig, fo iß biep ein 3^i<^^n, baf i(n)if(lb^ ben ge^ 
gebenen Sinien ab unb AB fein gemeinf(^aft(i(^ed "Sta^ @tatt finbet. 
3n biefem gatte wirb bie Sinie'AB in Sejie^ung anf bie ®erabe ab 
unmef bar — inf ommenfnrabel — genannt, im entgegenge«^ 
festen gaOe aber meßbar — fommenfnrabel. 

Uebrigend fann man burclb ^inreid^enbe äßieber^olnng bed 9Ref^ 
fend ben nidbt mefbaren JRefi Heiner mad&en al6 jebe gegebene @röf e, 
ober man fann bie ab in fo )>iele gleid^e X^ei(e get^eilt benfen, ober 
t^\xtllit tfftiltn, baf, 'totnit biefer Keine aliquote X^eii t)on ab auf 
kcr A B fo oft anfgetraoen wirb , aW e« möglich ifl, ber no* gu mef# 
fmbe »eP »on AB in »ejug auf bie ©umme ber gemeffenen a:^ei(e 
aie eine faf} Derfd^tpinbenbe ®röf e angefe^en unb alfo Demad^I&figet 
«erben fann, ba er auf bie @umme ber meßbaren X^eile beinahe gar 
ni(^t inflnirt. 

3nfa#. 3)ae SBer^ältniß ber ginien ab unb AB (ipt fidb bem^ 
nad^ mit ^ilfe be6 obigen SBerfa^rend ol^ne 6d^tt)ierigfeit in S<^f)ltn 
au^brücfen, unb itoax entmeber ooOfommen genau ober bodb n&^e^ 
nmgd»eife, je nad^bem bie beiben ®eraben fommenfnrabel ober in^ 
fommenfurabel finb. 

3n nnferem %aUt ifl n&mlid^ 

ab : AB = 26. db : 75. db, ober 

ab : AB = ;26 : 75. 
hieran« folgt AB = IJ.abj toirb bemnadb bie ®erabe ab aW iU 
neareinljeit (gängeneinljeit) , j. 93. a(6 bie Sänge eine« gufe« betrad^^ 
ttt, fo ip bann AB = (i|)' » 2'*8846 . . . 

70. 

«. 68. 

Sel^tfo^. stimmt man anf bem einen 
©d^enfel Aß eine« beliebigen SBinfete BAC 
(gig. 70) t)om ©d&eitet A au« beliebig t>iele, unter 
fi(^ gleidbe Xljeile AD =DE=EF.=.FG=GB k. 
unb jie^t burd^ bie a:^ieituttg«»)unfte gerabe 
^ 8inien DI, EK, FL, GM, BC k., bie unter 
^ ftdSi <>aranel flnb unb ben anbem ©d^enfel be« 
aßinfeie in ben ^ßunften I, K, L, M, C f(^nei^ 




btn, fo jlnb an(tf Wc anf bem gtt>eiten ©d^fel fo erjftifltftt S^l^dle 
unter flc^ gleich, nftmltd^ e«- ip 

AI = IK = KL = LM «r HC. 

äSetoeiö. 3J{an jie^e t)urd^ t)ie ^Durc^fd&nitt^pitnfte 1, K, L 
Uttb M Mc ©erabctt IN, KP, LO unb MR paxaUd inm ©d^cnfcl 
AB, fo ip IN = DE, KP = EF, LO = FG uttb M R = GB 
(8. 60), ober DE = EF = F G = G B »ermöge ÄonfimWo«, 
alfo ifi and) 

IN = KP =:r LO = MR = AD, 

ferner iji 

SB. A =r « = /S = y = d, unb 
3B. fn = n = p «qcssrj 
fo(g(tc^ if) na(^ $. 36: 

^ADl ^ ^KIN ^ ^KLP ^^LMO ^ ^CMR, 
unb bemnad^ an^ 

AI = IK = KL «3 LM — MC. 

3ufa^ t äBirb eine @eite AB dne^ ^XMi$ ABC in ehte 
beliebige Slnja^l ^Ui^tt X§ei(e getj^eiß, unb jiel^t man bnrd^ f&mmt^ 
U0e Xl^ei(ungdf)unfte gerabe Sinien paxaUel ju einer ber beiben an^ 
bem Seiten, g. 8. jur ©eite ßC, fo tt)irb bie britte AC in efcen fo 
t)iele, unter fld^ gleidbe X^He get^eilt. 

3ufa$ 2- 5lu6 ber ^onfiruWon folgt, baf AE = 2. AD, 
AF = 3. AD, AG == 4. AD, ... unb au6 bem Seweiji ergibt 
ftdb, baß audb AK «= 2. AI, AL = 3. AI, AM = 4. AI u. f. tt). 
fei, ferner baf 

EK = EN + NK = DI + DI = 2. DI, 
FL = FP 4- PL ==r EK + D' = 2.D1 + DI = 3.DI, 
GM== GO + QM= FL+ DI == 3.DI+ DI =4.01 
u. f. tt). fei; e6 t)er^a(t ftd^ bemnac^ 



AD : AE : AK: AG :. 


.. = AD : 2. AD : 3. AD 




^-— 1 * >C.O»rr«*.«, 


ferner 




AI : AK : AL: AM : 


. . = AI : 2 . AI : 3. AI 




~~~ X«/&*0*4*.«., 


enb(t(£ 




Dl : EK : FL : GM : . 


. . = DI : 2 . DI : 3. DI 




= 1:2:3:4:.. 


fotgtt* JP 




AD : AE : AF : AG : . 


. . = AI : IK : KL : LM 


• 


— DI : EK : FL : GM 



4. AD 



• « . » 



4. AI 



4. DI 



* * • • 



^ufa# 8- ©eften tt)ir nun bie ©trede A D = c, A I = b unb 
DI «a, fo ifi, mnn Aß = ä.c, auc^ AC = a.b unb BC = a.a, 
wobei a eine beliebige gaitje 3al^l Üfk, mitlitt t)erl^dlt fidb 

BC : AC : AB «=» a,a ; a,h : a.c = a : b : c. 



feJÄTig 



«7 

S. 69. 

71. Sfl^tfftt^. 3W ^<^n hl einem 2)ret^ 

erfe eine ©eräbe ^xiraHel gn einer ©ette 
beffelben, fo werten We beiben anbetn 
©elten »)ro<)ortiottaI flefd&nttten; ifl nitOf 
m im ^ABC (gtfl. 71) bie DE||ßC, 
fo ift 
AB :AC = An:AE = BD:CE. 
fBttüci^* fflenn wir ben>eifen Mn^ 
nen, baf nnter ber gemachten SBotan^ 




AB : AC ==-. AD : AE, ober 
AB : AD = AC : AE 

j(i, fo tfl nnfer ©a^ enoiefen, n>dt an6 biefer Proportion bie beiben 
toriftfn Wtt fetbfi ^orge^en. 

@d {tnb ^ier itoti ^AOe mSglid^, benn bad Ser^aitni^ AB:AD 
i^ enitoeber fomwenfnrabel ober infonnnenfnrabel. (Sd fei 

L bad Ser^&Itnip A B : A D fomntenfnrabel nnb j. 9. 

AB : AD SB m : n, 

«N» «ft nnb n befHntmte gonge 3<tl^(en bejeid^nen. IDenfen tvbc m^ bie 
Serabe A B in m gleid^e 3;i^e{(e getl^ilt , a(fo bie A D in n fold^e 
J^eile, nnb bnrd^ fÄntnitH^e 5i;^eUnng6^)nnfte ^ßarallefen jnr BC ge* 
jagen, fd wirb nac^ bem t)origett fßaragrap^ie , ^n^ai^ i, an^ bie @e^ 
rabe AC in m gteicl^e X^eile get^eiß, t)on totläftm bie Sinie AE h 
%i(e in Slnfpmd^ nimmt. @d n)irb alfo aud^ A C : A E ==r m : n 
fein, ttnb bo^r ift AB : AD = AC : AE. 

IK 3fi aber bad aSer^iÄItnifi A B : A D infommenfnrabel nnb 
bae aSer^Ältnif AB : AD nxSre nt*t gleich bem SBer^irtniffe A€:AE, 
fo miipe AB : AD ^ AC : AE fein. 66 fei alfo 

1) AB : AD > AC : AE, ober ^ > ^. 

A O A Et 

A B 

5)a nnn ber Duojient — jn groß fein foK, alfo ber 2)it)ifor AD gn 
Hein, fo benle man flc^> einen größeren !Dit)ifor, g. 8. AF »on ber 
9ef*affen^eit, baß ^ = || wirb , ober 

AB ; AF = AC : AE . . . (a). 
9{nn benfe man fid^ bie A B in eine beliebige ^nga^( g(ei(ber 2;^eile 
get^eilt, beren ieber <DF, fo tt)irb ein Il^eilnng^punft n>ettigfiend 
gmifd^en D nnb F in 6 faOen, nnb wenn man burd^ G bie @erabe 
GH II B 6 giebt, fo muß nad^ 1. bie Proportion @tatt finben: 

AB : AG = AC : AH. 
aStergleic^t man biefe wa^re ^Proportion mit ber obigen! t)om ®eg^ 
ner angenommenen, fo wirb man auf folgenbe geleitet: 

AF : AGt= AB : AH, 
nnb wären biefe beiben »er^iiltnijfe wtrfUd^ einanber gleicb, fo müßte, 

5* 



mil AP : AG ein faUetibed Sfrj^&ltnif ifl, not^tDenbig AE > AH 
fein , tDad abfurb i^ , a(fo fann an(|i Me Slnna^tne ^ baf A B : A D > 
A C : A E fei, nid^t Statt flnben. 

2) »eljattj>tet aber bet ©egner, bap AB : AD < AC : AE 
fei, unb nimmt an, baf 

AB : AI = AC: AE .. . (/J) 
fei, fo benfen n){r und n)iebet, n)ie oben, bie AB in fo ))ie(e gleich 
XlSieiie get^eiit, bap n)enigf)en6 ein X^eilungdpnnft K gmifd^en ü mi 
1 )u Hegen f ommt , nnb jie^en bie ®etabe K L || B C , fo iß na(9 L 

AB : AK = AC : AL. 
lDur(^ SBergleidbung biefer \>oUtommen richtigen $ro)>ortion mit (/)) 
n)fitbe man erhalten: 

AI : AK = AE : AL, 
nnb ba ^ier AI < AK iß, fo mü^te bem ®eifie ber geometrifc^ 
Proportion gem&f , anäf AE < AL fein, toa^ ebenfalls äbfnrb 
iß, aifo iß mif bie gn)eite Sel^anptnng bed ©egnerd falfc^. 

^a nun bad Ser^&Itnif AB : AD mbcx gr6per nod^ fleiner 
ald bap aSerl^&Itnip A C : A E fein fann , fo muf 

AB ; AD = AC: AE ober AB : AC = AD AE 
fein, äßeil nnn biefe q^roportion für jeben %aH gAMg iß, fo muffen 
anc^ bie folgenben barand abgeleiteten allgemein qtUtn: 

AD : AB — AD = AE: AC— AE, 
ober AD : BD r= AE : CE, ober AD : AE = BD : CE, 
folglid^ iß aHgemein 

AB : AC = AD : AE = BD: CE, 
b. ^. bie Seiten AB nnb A C toerben t)on ber mit B C «ßataaelen D E 
»>roportionar gefc^nitten. 

Snfal^ h 3W man DM || AC, fo iß anc^ 

AB : AD = BC : CM, 
ober, weit CM = DE (g. 60) iß, 

AB : AD = BC : DE, 

nnb ba 
fo iß and^ 
nnb bal^er 
ober 



AB : AD = AC : AE, 

AC : AE = BC : DE, 

Aß : AD = AC :AE « BC : DE, 



AB : AC : BC = AD : AE : DE. 

3ie^t man bemnad^ in einem z/ABC gn einer ©eite BC eine 
fParaÖele DE, fo ßnb bie brei Seiten M gegebenen 2)reie(fd ben 
brei Seiten bed Keinen abgefd^nittenen 2)reie(fd ber Drbnnng nad^ 
)>ro)>ortionaf. 

2nii^2 3ßKL|DE|lGH|BC, fo iß 

AB : AC = B6 : CH, 
AB : AC = BD : CE, 



AB : AC >» BK : CL, 
AB : AC a AK : AL, 

dfo ifl 

B6 : CH — BD: CE ==^ BK: CL = AK : AL, 

tmi ffinaM ttf^aü man offne @d&n)ierigfeit : 

BG : CH » GD : HE ^ DK : EL « KA : LA. 

©d^neibet man a(fo jt^ei Seiten eined Dreietfd burd^ mehrere 
gerate Linien, bie parallel jur britten @eite finb, fo finb bie )n)if^en 
ben fßaraDelen gleic^liegenben @egmente nnter fi(^ proportional. 

Sttfft^ 8* @($neiben fi(S) ^mi ®erabe a unb b im Ranfte 0, 
uttb man f<^neibet loon au^ auf bem einen @(^enfel a' bed Sßinfeld 
(a', b') jtt)ei beliebige ©treden in' unb m" ab , ober anf a' bie ©tredte 
m' nnb auf a" bie ©trede m'', unb jie^it burd^ bie ^bpunfte biefer 
beiben ©tredten bie ©eraben p' || p" bi^ jum S)urd^fd&ttltte mit ber 
9ttabtn b ; fo finb bie anf b babnrc^ begrenzten ©tudfe n' nnb n'^ 
mit m' unb m" bireft proportionirt ^ mögen biefe lefttem beibe anf a' 
ober bie erfiere auf a' nnb bie anbere anf a'' t)on an^ abgefd^ititten 
»orben fein, b. ff. mögen m' unb m", alfo andb n' nnb n" in S3ejng 
anf biefelbe ober eine entgegengefe^te 9ti(^tnng ^aben. Denn bie 
auf beiben ©eiten t)on 0, b. i. bie t>on ben SBfnfeln (a', bO nnb (a", b'') 
burd^ bie ©trerfen p' unb p" abgefc^nittenen S)relede ftnb fongruent. 

3)a6 »on ben parallelen p' nnb p" begrenjte (Bind p ber ®era^ 
ben a ift entmeber «= m' — m" ober == m' 4- ni", je nad^bem m' unb 
m" auf berfelben ober auf entgegengefeftten ©eiten t)on liegen, b. i. 
je nac^bem bie ©treden p' nnb p'' gleidbßimmig ober ungleid^fHmmig 
paraOel finb. 

Slndd erljettt t)on felbfi, baf in jebem gaffe p' : p"*» m': m" = n' : n" 
fei , baf femer , mnn m' : m" = n' : n" t>orau6gefeftt wirb , p' unb p" 
gleid^fUmmig ober nngleid^fHmmig paraffel feien, je nac^bem m' nnb 
m", alfo andb n' nnb n" auf berfelben ober auf entgegengefeftten ©ei^ 
ttn wn liegen. 

^ufak 4* Stimmt man in einer @eraben a brei fßunfte 0, A' 
nnb A", jie^t bnrdb A' unb A" jtoei begrenzte @erabe p' nnb p" 
gleid^ßimmig ober ungleidbftimmig paraffel, ie na(^bem A' unb A'' 
auf berfelben ober auf entgegengefe^ten ©eiten t)on liegen, bergen 
palt, caf p' : p" = m' : m", b. i. bem SBer^ältniffe ber abfiänbe 
i^rer Slnfang^pnnfte A' unb A" »on gleich »irb, fo liegen bie an* 
bem @nbpunfte B' unb B'' loon p' unb p'' mit ebenfaffd in berfelben 
®erabm, nnb jene jmei fßaraffelen loer^alten fidb gerabe fo )u einan* 
ber, tt)ie bie gntfemungen i^rer (gnbpunfte B' nnb B" loom $unfte O. 
Son ber erfien Se^auptung fann man ftc^ leicht auf inbireftem SQege 
uber}mgm, unb bann folgt bie anbere Se^auptung )>on felbfl. 

;3ttfiK^ 5« ©d^neibet man auf bem einen ©dbenlel a eined gege« 
bmm ^inleld (a, b) = o} )>om ©d^eitel and )n)ei beliebige ©tredm 
OA = m unb OA'»m' ab, unb jie^t burc^ bie @nbpnnlte A unb A' 
bie ®eraben p D p' X b , fo toerben auf bem anbem ©d^enf el b 



jwei ©tucfe OB = n tmb OB" = n" in ber 8lrt beflteitjt, baf 
ii:n' = p:p'=in:m', mitlitt attd^ p:iHt=p':iH' unb p:n ==p':n', 
enbllc^ n:m = n':m' tt)trb, ober 

El = P- El — P «tth "' " 

a»att erlennt fonad^, baf für ieben ^utilt A^ anf bem ©cfeenfcl a 
eined gegebenen SSinfeU (a, b) = o bie bret Dttotienteti 

^/ ^ ttttb ^ fonfiant bleiben, n>efl^alb i^re nnmerifd^en ®ert^ 
-/ - unb t>ott ben ®eometern mit befonbere« 9tamen belegt tott^ 
ben. "Stau pflegt nämlic^ ben Duotienten — ben @innd, - ben 

@ofinnd unb ^ bie 2;angente be6 9Btnfe(d (a, b) = £» jn 

nennen, nn^ [d^reibt für}: 

P . " w P * 

— = sm CO, — =s €08 a> unb == tana m, 

fo ba^ alfo ffit jeben ^unß A' ber ®eraben h, auf ben flren ©d^en^ 
fe( b bejogen, 

p' »' w p' 

— =s sin CO, — = cos CO unb — lang co. 
lu m' tu' 

2)a ^ = ^ ♦ ~ = ;j/w o : c?(/« o, fo ift aucb ^««^ o = = ^ . 

3)en recij)rofett SBett^ btefe^ S3rud&e6 nennt man bie 6otang«ite fced 
SBinfele c», fo baf bemnadf; 

n' cosfo 1 

-7 = 3 =?= = colgaa t|t. 

p' «/«o) tangto ^ 

3)a bie Äat^ete p < m unb iK m , mithin ^ < 1 un^ - <: 1, 

fo iji fon)o^( «m CO < 1 afö aud{> c«/» co < 1 für ieben SBert^ t)dtt 

CO < 90^, tt)a^rettb - = tang co Jebeö aOSertbeö fd^ig ifi. 

^ einen gegebenen 9BinTel co ftnb bemnadb ^^''^ <»/ cos co, tang co 
unb cotg CO bloße aSer^ältnif * (Srponenten, mitj^in beflimmte 3 <^ ^^ 
l e nip er t ^ e. aOSäre j. ». ber gß. co = 45® == | R = (a, b) = (in, n), 
fo ifit auc^ (m, p) = 45® = | R , »eil (n, p) =- 90® = R ifi. 3* 

biefem Säße ift foijadb « = p , alfo ^ = 1 = lang 45®, unb " = - 

ober 9m 45® « c?ö» 45®. 

8. 70. 

£e^rfa$. aSJ^nn jwei Seiten eined 3)reiectt »on einet ®eraben 
pro)>ortional gefd^itten werben, fo ift bie fc^neibenbe ®erabe prallet 
gnr britten ©eite bc« SDreied«. 
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72. fBknu vium im ^/ ABC (gig. 72> Ht $to^ 

Portion @tatt ^el: 

Aß : AC = AD : AE, 

fo nttt^ D E II B € fei«. 

SScMeid. 9Bire OEA BC, fo UtatU man 
i>od() burc^ ben.$nnft D eine $ataae(e jut B C iie|en 
($. 40, Snfaft), ttttl) e« fei D F Mcfe ^«caßele , bau» atet ^dtte man 

na^ f . 69 : , ^ . ,v . t, 

AB : AC== AD j AF, 

unb »eil AB:AC=AD, AE »ermöge »orau^feftunfl ifi, fo 
mäfte »eil btibt «ßroportioaen in J>en brei erjlern ©liebent ober* 
eittfthnme«, AF = AE fein, »a« al>farb ift. 6« tonn bemnacfi Me 
DF t»el4e nn« jebe »on DE »erfc^ie^ette , iut^ ben «ßnnft D ge» 
Öenbe ®etabe »orfleW, n^i patoBel mit BC fein, eine ^JoeoBele jat 
BC afe« Ifi bnt* ben fünft » «igtt*/ folfll*«^ tann jie m« bi« @e* 
rabe DE fein. 

8. 71. 
!geb«f&6e 1) 3)ie 3;ton«»<rfaIe , mW einen SSSteW eine« 
-Dreierf« balbtrt, tbeiU bie biefem SSBinfel gegenüber Hegenbe ©eite in 
jwei 3;^eUe, mUi)e ben awliegenben ©eUen be« S)reierf« pro»>orttonal 

ftttb, nnb umgefe^rt. ■ . c 

2) :t)lefelbe SBa^r^eit ftubet Statt, wenn mon emen an^rn 

SBiufel be« 2)relecf« ^albirt. 

73. 
a. *• 





c. 




äSetoeid. 2)ie ®txa\>e A D ^albite bm aßinfel B A C (^9. 73, n) 
obet e6 fei a s» ^, fo ift )u em>eifen, baf 

BD : CD =» AB : AC 

ifi. 3« biffem ^mde t)erldn9ere man bie Seite CA, mad^c AB=AB 
«Hb jle^e bie ©erabe B E , fo tfi ber SBiiifet y = E (§. 38) , un» = 
a + ZJasy + E (8.23, 3ufa6 8), ober 2a = 2y, alfo a=«y, mithin ic 
B Ell AD ($. 16), folglich 0et nac^ S. 69 für bad ^BCB fot^ ; 
genbe ^ropotrtou ftait: f 

BD : AE = CD : AC, ober 

BD : CD = AB : AC. 
Umgefe^rt: ffienti bie ^Proportion BD : CD «=AB:AC ' 
flattfmbet, unb man ))erbinbet ben 2:^et(ungd))unTt D mit bem ®(^i^ 
tel A bed gegenüber liegenben SBinfel^ bnrdb ^tne @erabe, fo wirb 
biefer SSBinfel l^albirt, namlidb « = /J. 2)enn man jie^e bnrdb B Me 
®erabe BE|I AD, unb verlängere bie Seite CA bi^ jum iDnrdbfdbnitte 
E mit jener qjarattelen} fo ifi i3 = E, a = y ($. 17), nad^ 8. 69: 

BD : CD = AE : AC, unb 

BD : CD « AB : AC 
tjermöge JBoran^feftung , mithin erhalt man burdb SSergtetd^ung beiber 
Proportionen A E = A B , folglid^ y = E, mithin aud^ a^ß. 

9Ran verlängere bie Seite BA (gig. 73, b), §albire ben dufern 
aBinfel EAC bur^ bie ®erabe AF, fo baf a(fo iii=»n toirb, unb 
jiel^e bie ©trede CG(|AF, fo ifi ber SB. p = m unb q = n, atfo 
wegen m = n audb p = q, ba^er A G = A C. 2lu5 bem ^araUeH«** 
mud ber ®eraben CG unb AF folgt femer AB:AG=BF:CF 
ober AB : AC = BF : CF. 

3)er umgefe^rte Saft wirb auf biefelbe Slrt erliefen, wie in 1). 
3nfa^ |. ^albirt man bemnad^ ben SDreieddwlnfel AOB 
(Sig. 73, c) bur(^ bie Xran^verfale OC, unb feinen Slebenwinfel EOB 
bur^ bie iran^verfale OD; fo t^eilt jebe biefer a;ran^t)erfalett bie 
gegenüberfite^enbe , nämlid^ bie britte 2)reied6feite , in jwei Slbfdbnitte, 
welche ben beiben einfc^liefenben Seiten AO unb BO proportionirt 
^nb: n&mlic^ ed i\t 

AO : BO = AC : BC = AD : BD. 
Sttfa^ 2- äBenn auf einer ®eraben A ß jwei fünfte C unb D 
fo benimmt werben, baf i§re refpeftioen Slbfiattbe von ben ^ßunften A 
unb B baefelbe SBer^iltnif bilben, baf alfo bie ^Proportion Statt fin^ 
bet: AC : BC = AD : BD, fo fagt man, jene ®erabe AB fei in 
C unb D l^armonifdff getl^etlt, bie Proportion felbfi wirb eine 
l^armonifc^e Proportion genannt, unb bie vier ^Punfte A, B, 
C unb D ^eifien l^armonifd^e fünfte, unb jwar l^eifen bie 
^nfte A unb B, eben fo C unb D jugeorbneie ^armonifc^e 
fünfte, weil, wenn bie Strecfe AB in C unb D ^armoniftib get^eilt 
l^, an^ bie ©trecfe CD in A unb B ^armonifct> get^eilt erfd^eint. 
8lu6 bet ^Proportion 

AC : BC = AD : BD, ober 



Yt 



AD : BD = AC : BC, ot)er enMid^ 
AD : AC = BD : BC 
fo(gt Demnach, bap eine ®erabe AD ^armonifc^ qet^eiU fei, totnn 
Me flanje ©ttecfe AD jld^i p einem ber änfetn ©egmente AC ober 
R D gerabe fo ^ttf^hU, toit ber anbete auf ere 9(6f(^niü B D ober A C 
^df )um mittlem Segmente BC Der^ä(t. 

3itf^ 3* SBenn in ber ®eraben a bie beiben fünfte A unb B 
eine ftre ober nnt)eranberli($e Sage ^aben, fo (äffen fic^ jn benfelben 
tmja^lige jugeorbnete ^armonifc^e fünfte befiimmen; benn über ber 
6tre(fe AB a(d Safid fann man flc^ unga^Iige k)erf(l(iiebene Dreiede 
AOB fonßruirt benfen, inbem ber (Scheitel teben beliebigen $unft 
ber burc^ bie ®erabe a gelegten unbegrenzten Sbene außerhalb ber a 
begeid^nen fann, unb jebed biefer unjäl^Iigen Dreiecfe auf einer @eite 
ber unbegrenjten ®eraben a fü^rt }u jn)ei neuen jugeorbneten ^armo^ 
ttifd^en fünften C unb D. 

Sttfo^ I* Soffen in ber gegebenen @tre(fe AD itoti fünfte 
B unb C bergeflatt befümmt werben, baß A, B, C unb D l^armo^ 
nifc^ werben, fo ne^me man einen beliebigen $unft an, oerbinbe 
benfelben mit ben (Snbpunften A unb D burd^ bie <5tre(fen OA unb 
OD, errtd^te in bie ®erabe OC x DO, fo fc^neibet biefe ©enf^ 
redete bie Strecfe AD in einem ber gefuc^ten fünfte, n&m(ic^ in C. 
ftonßruirt man nun im fünfte a(d @c^eitel jnr @tretfe OC ald 
Sc^enfel ben äßinfel ß = cc, fo burd(;fc^ne{bet ber anbere @d(;en{e( t)on 
ß bie @erabe A D im ^weiten ber gefnc^ten ^]^mtte , nämlic(« in B. 
3)enn ber Äonjiruftion jufolge ifi ß-{-m = R, alfo wenn A ^cx^ 
lättgert wirb , auc^ « + n == R unb ß = a, mithin ifi aud^ 

a'{'ni^==R = a'j-n, ober m = n. 
^ierau^ erl^^efft nun bie ©ilttgfeit unferer S3el^auptung t)on felbft. 



74. 




8. 72. 

Aufgabe. 3tt brei gegebenen 
8inien a, b, c bie vierte ^Proportional^ 



bc 



Knie x »= — bm^ Äonflruftion jn fin^ 



a 



btn (glg. 74). 

^nfldfung- 3Ratt »erjei^ne ftc^ 
einen beliebigen SSBinfel B A C, nnb f(^neibe 
auf beffen ©d^enf ein AM = a, AN = b 

unb AP = c ab, jie^e MN, unb burc^ P jn i^r bie *ßaraOele PO, 

foifi 

bc 

AQsx» 



c ö :sHf 



a 



5)entt AM : AN = AP : AO (8. 69), b. l 

a:b = c: A0(= — )• 
3ufa^* SBäte ju jwei gegebenen 8inien a unb b bie britte jie^ 



M 



76. 





tige proportionale x = - ju fuc^jen , fo foriftruire man wfebtr einen 

beliebigen äßinfel BAC (gig. 75), nnt) fc^neibe auf beffen ©((^enfeln 
AM « a, AP = b = AN ab, jie^e MN, unb burd^ P bie 5ßa^ 
raHele PO, fo Iji 

AM : AN = AP : kQ , ober a : b = b : AO (= -\ 

alfo AO bie britte ^Proportionale jn a unb I». 

SSare aber a aI6 mittlere proportionale gegeben, fo fd^neibe man 
auf ben ©df^enfeln be6 SB. A' ba6 ©tiirf A'n = b, A'q = A' m « a 
ab, }ie^e mn nnb ^ieju bie ^araOele pq, fo ift bann A'p bie britte 
proportionale. 3)enn e^ ift 

A'n : A'm = A'q : A'p, ober b : a = a : A'p (= ^\ 

8. 73. 

Sel^rfo^. äBenn ^mx ^araaelen A B 
unb a b ))on mel^reren and einem fünfte V 
gejogenen © tral^len VA, VC, VD,... 
gefd^nitten n)erben, fo finb bie Slbfd^nitte 
ber ^araßelen jtpifd^en jenen Strahlen 
proportional, unb biefe felbfi n>erbett aud^ 
))on ben parallelen in proportionale 3:i^eile 
gefd&nitten (gig. 76). 

aSetoetö. 1) 3n ben S)reie(fen V A C 
unb Vac ifi ($. 69, Sufafe 1) VC : Vc = CA ; ca, unb in ben 
2)reie(fen VCD unb Vcd ifi VC : Vc = CD : cd, alfo aud^ 
CA:ca = CD:cd^ ober, Wenn man bie mittlem ©lieber "Ott* 
n)e(^felt : 

CA : CD = ca : cd. 
2luf biefelbe 2lrt beweifi man, baf CD : DE = cd : de ic. 
aifo ifi Ca : ca =^ CD : cd c= DE :de = EF : ef « FB : fb, 

2) e^ ifi Mi) Va: aA = Vc : cC = Vd : dD = Vc : eE 
tt. f. n>. ($. 69, 3ufaft 1). 
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3lttfgabe. (Sine geflcbenc «inte Aß im QtQ^btum aSetbältoiffe 

77. 





1. @d fei ). ». 
AB (gig. 77)^itt btri JE^fHe gu 
t^eUen, Me fid^ ^txf^alttu n>k Me 
©craben M, N, P. SBan jiel)e 
DE II AB, mo^e B6 = M, 
GF = N, FD = P, mt> jici^ 
AD ttitb BE, toeliffc 'otxl&nqttt 
^ä) in C [(^neiben n)erben, iveittt 
- D E < A B , bann giel^e man bntd; 
^ F unb G »Ott C aM bic ®eraben 
CU nnb Gl, wetctfc bie Sinie AB in bem gegebenm 93erptntf[e t^ei^ 
len. !£)enn ed ifl ($. 73) 

Bl : IH : HA »EG: GF : FD ==: M : N : P. 
SBate DE > AB, fo müfiten ftd^ bie Sinien AD nnb BE m^ bet 
entgegengefe^ten äiic^tnng t)er(ängert fd^fneiben. SoOte man aber ben 
Dntc^fd^nitt bejlimmt oberhalb AB ^ben, fo mürbe man, n>emt 
M-J-N4.P>AB iji, nnter^lb AB bie ^araUele KL jie^en, nnb 
tote oorl^ln oerfa^re». SSWre nnn jufoOlg M + N + P«iAB=:DE, 
fo n)ürbe naturlid^ fein !£)nrc^f(^nitt ber 3:$ei{nng0(inien AD, BE 
erfolgen fönnen, mi man ^ätte in biefem ^ade bnrd^ bie S^eilnngd^ 
pmltt ¥, G )n AD ^Jl^oxaMtn )n sielj^en, ober man branclb^^ nur M 

nnb N auf AB mitle(fl M ßitUl^ anf)tti» 
tragen. 

SIttflöfuttd 2* man »ie^e (Sig. 78) 
bnr($ ben einen @nb))nnft A ber ®eraben A B 
unter einem beliebigen 9Binfe( eine ©ecabe AC^ 
mad^e Am = M, mn8=M, npc=p^ unb 
iie^e bie Stnie p^B. ^u^rt man nnn burdb ^ 
nnb ii )ur Bp bie ^ataMtn mE, o.P, 
folft 

AE : EF : Fß = Am : inn : np ($. 73) = M : N : P. 
3ufd$ L aSBäre AB in brei g(eid&e 2;§eite gn t^eileny fo m^ 
fa^rt ma:n ganj auf biefelbe ^rt, toie fo eben gejeigt tottrbe, nur t>0$ 
man in biefem gatte (gig. 77) DF = FG ==.GE, ober KM es 
MN «- NL mac^t, nnb (gig. 78) Am = mn = np. ©ottte 
AB in mehrere I^eile getl^eilt merben, fo bleibt bie SSerfa^rungdart 
bennodb l^iefe(be. 

3ufa# 2 3fi bad aSer^altnif, in mlä^m bie AB p tl^Uen 
ifi# in ^affUn angegeben, toare fte j. 9. in brei X^eile {h treuen, bie 
M t)erfalten tt)ie 1 : 3 : 5 , fo n>ürbe man auf D E ober K L (gig. 77) 
1 + 34-5, b. i. neun beliebige gleiche X^ieile t>ott E and ouftra»« 
gen, bie äkrbinbungdUnien BE, AD bid inm fDutc^fd^itte C \)tu 
langem, unb üon C burc^ 1 unb 4 bie ©eraben Gl unb CH gießen, 



78, 



Mf 




9« 

fo to&xe t>am BI : IH : HA « 1 : 3 : 5. Sbtf &to({($e m t)cr^ 
fä^trt man bei gig. 78. 

Sttf<^^ 8* ®oQ in einer unbegrensten ®eraben a ein $ttnft G [= 
t)on bet Sef^affen^fit gefudbt tperben, baf feine Entfernungen CA 
unb CB t>on jtpei in berfe(ben ®eraben a Kegenben firen fünften A 
unb B fid^ jn einanber ))er^a(ten, ^Die jwei gegebene Strecfen m nnb n, 
fo jie^e man burd(; ben $unft A eine unbegrenzte @erabe b, trage t)on 
A au6 auf a' bte ©trede m, fo baf A D = m , unb t)on D aud in 
berfelbeu Siid^tung bie ©trecfe DE = u, jielje bie ©trecfe BE unb 
bur($ D bie D C || B E , fo wtrb bie begrenjte ®erabe AB in C fo 
get^eiU, baf 

CA : CB » AD : DE =r m : n. 

SQBArbe man aber auf b' bie ©trecfe n t)on D gegen A ^iu anf^ 
tragen , bie ©trecfe B D unb burc^ E bie E C || B D jiel^en , fo )>er^ 
hielte fidb AB:BC = AD:DE=in: n, tt>oburd^ ber tjer^^ 
langte 3^^* «i^^ erreicht tt)ürbe. ^iefft mau aber bei berfelbeu Äon^ 
firuftion bie ©trecfe BE unb burdb D bie DC||BE, fo »erhält ftc^ 
AC : BC = AD : DE = m ; n, tt)ie »erlangt n>urbe. 3m erflern 
galle fiel ber ^unft C jtt)if(^en A unb B, im lefttern galle aber in 
bie 98er(&ngerung t)on AB. SBurbe ^ier n = m fein, fo »ürbc ber 
^unft E mit A jufammen faHen, unb ba^er ancSf BE mit AB, atfo 
mn^ bann D C || A B fein , ober ber *ßunft C liegt in unenblid^e r gnt^ 
fernung nac^ ber düd^tung a' ober nad^ ber Stic^tung a^^ 

SP aber n > m, fo faOt ber ^ßunft E in b", b. i. auf bie rficf^ 
»Artige SSerlSngeruttg öon b', bie beiben ©eraben BE unb DC xoexf 
ben ungleicl^ßtmmig parallel , unb bie D C || B E n)irb bie ® erabe a 
in ber Slid^tung a" treffen; e^ i|l bemnac^i in biefem gaße 

AC : AB = AD: AE, 
alfo an^ 

AC : AC + AB = AD : AD + AE, ober 
AC : BC = AD : DE = m : n. 
^ier fällt alfo ber gefud^te ?Puttft C lieber nid&t jtDifcfien A nnb ß, 
fonbern in bie SSerlangerung t)on BA, n&mlidb in bie ®erabe a". — 
2Birb in btefem gaOe tpieber n = m , fo fäat ber ^ßunlt E auf A, 
mitl^in bie BE über AB, unb bie ® erabe DC läuft pataUd )u a, 
mithin liegt n)ieber C in einer unenblid^en Entfernung, unb fomit bie 
®erabe B C « A C. 

8. 75* 

Slufgabe. (Sine Sinie in 1000 gleiche 3;^eile ju t^eilen, b. ff. 
einen geometrifc^en 3fta$^b ju verfertigen. 

Sfufldfnnfl. ©ei AZ (gig. 79) bie gu t^eilenbe ® erabe. 
9tan t^eile fie juerfl in jel^n gleiche 3;§eile, man maiift nämlid^ 
AB = BC = CD == jc. = Ä.AZ, jiel^e burc^ bie qjunlte A, B, 
C, D, . . . bie ®eraben AE, BF, CG, DH, . • . fenlred^t auf AZ, 



,6s«, .Ä,-«^ 




n 

unti t^(c ba» rrfte Segment A B fn je^n 
g((t4( X^tiU, nhmUiS) man ma^c 
(A, 9) = (9, S) =-. (8, 7) = . . . 

= (1, B) - jtiAB= jljAZ, 
hierauf tiagr matt anf brat ^4)fr))nitiif(I AE 
rbenfall« gf^ gld((r X^eflt vcn A au0 gtQcn 
E ^in auf, näm(ii$ 

(A, 1) = (1, 2) = (2, 3) = ... = (9, E), 
nnt> jic^c bni(^ bft 3:^ilnttg0t)tinfte bie ^r^ 
raBen EF, (9, 1), (8, 2), a, 3), . . . Daxaütl 
gn AZ, fß tt^&lt man 

AE = BF =CCi = DH = . . . 
nnb itM Sot^, ivit B F, mitb buri^ jtne ^< 
raOelen fn je^n gleiche 3;^tile 

(F, 1) = (1, 2) =. (2, 3) = ... 
get^tilt (|. 68). Snbli^ otrbinbe man ben 
$unft P mit 1 in ber @(Taben AZ, nnb iltbt 
btttiSt bie, in bet AZ mit 2, 3, 4, . . . nnb 
A bejeii^nfttn ^rnttt die ©etaben (2, 1), 
(3, 2), (4, 3i, . . . (A, 9) paraüel jnt 
fc^ftfen Stnfc (SiandverfalO (F, 1), voo> 
bur4 aüt iwifc^tn A E mtb B F licgtnbtn, mit 
AB (laTaaden @ttaben in jt^n flUtcfie %fjtHt 
gtt^tilt wnbcn. 

Scntf r iß im z/ B F, 1 bic I, 1 1| m, 2, alfo 
na* S- 69, 3ufa5 1 , ß F : f 1 = B, 1 : 1, 1 
übet »etmÖfle ff onftraftion ifl B F : F 1 — 10 : 1, 
alfo au* B, 1 : 1, 1 = 10 : 1, ba^rt 
I, l=i^.B, l=TL.^AB=-xi3.Aß = 

ubra fo ftnbet man an^ bro !£)teteden 
BF 1 nnb Pm2 ba« Si^til^tn 

m2 =Ä.B, 1 = tSi-A'* =T5SsAZ, 
nnb onf bttfdbe 9Itl n^&lt man 
"3=^55. AZ, p4 = TJi5.AZ, q5 = 
TÄ5.AZ, u. f. w. 
tl<btigen0 Itn^tet von fttbfl ein, baß, nenn wir I, 1 aI0 Sintar« 
ein^t, (tu>a al& bie SAngc einer Sinic betra*tra, alfo I, 1 = 1'" 
fe|en, bonn m2 = 2"', n3 = 3'" ic. nnb ß, 1 -= 10"' = 1" = 
=> (ineffl ^oüt fei (na* btr 2)(jtma(etnt^tilnng) , nnb bie Strtdt 
AB -= 10. (B, 1)=. 10.1" = 1' = 1 gnf, alfo AZ= lO.AB « 
= 10.1'=>1''= 1 Stutze, toeI*e in man*m Dttm a(0 Sängeneim 
^ beim S'Ibmrffen angenommen rotrb. 

üi i^ bemna* an* B, 1 = 1, 2 = . . . = (9, A) = 1", 
nttl^in 
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(A, 8) = 2" = 2(K" = (B, 2) 
(A, 7) = 3" = 30'" = (B, 3)" 
(A, 6) = 4" = 40'" = (B, 4)' 

(a/i)*='9" = 90"' *= (B^ 9) mb 
AB = 10" = 100'" = 1' = einem Rufe. 
3)a alfo A B = 1' = 10" == 100"', fo ifl 

AC = 2' = 20" = 200"' 
A D = 3' = 30" «= 300'" 



AZ = 10' = 100" «= 1000'". 

SSBütbe aber I, 1 We Sänge eine« BoOe« bejeic^nen, fo ftettte (B, 1) 
bie Sänge eine« guf e«, A B We Sänge »on 10 gnf en (einet JRnt^e) mit» 
AZ bie Sänge »on 100 gnfen »or, n. f. f. 

3Ran nennt «inen foid^en ^Ra^ftab andf einen verjüngten. 

!Daf man ficb eben fo einen oettüngten ^a^^ab naSf ber !Dno< 
be)ima(eint^ei(nng fonfhmiren fönne, iß ffir ficb Hat. 

■ 

8. 76. 

Slnioettbtttta. SAft man He Sittie AZ g. S. 10 9tnt^en be^ 
beuten ; f o \ft jlebet SC^efl tDie A B , B C . . . = 1 «Rut^e , 

1,B=F, 1= 1'5 I, 1 = 1"; m2 = 2"5 i6 =6"; . .. 

ö) ©Ott man mm eine Stnie j. 35. 2" 4' 5" lang madben, fo 
fafit man mit bem 3^^^^' We Sänge xy; benn ed ifi 

xy= 5y + 5q + qx = BD + 5.1, 1 + (F, 4) 
= 2. AB ^ 4,(B, 1) + 5J, 1=2« 4' 5". 

©Ott ble ginge einer gegebenen ?inie nad^ biefem ÜRaf fiabe be^ 
fHmmt «werben , fo faffe man bie 8inic mit bem 3W^l «wb t^<Jfl^ Mefe 
Depung bed 3t^W^ fo fiber A B, baf man eine 3W^lfpl6« ciuf einem 
bft 3i&eilnng6^)ttnfte C, l), E . . . einfejt, unb bap bie anbete 3'^^ 
felfj)i6e gtoifd^en A nnb B eintrifft, ©te^t bie erfle 3itfelfj)i6e g. ©. 
ttt E, unb bie anbere genau in einem 3;^eilungö^)ttnfte ber AB, g. SB. 
in 7 , fo ifi bie gegebene ginie =« 370 3;^eirett be^ 9»a^flabeö =3" 7'. 
©ottte aber bie gn>eite 3iYf^If!|>{6^ ^^^ 8^«^« <^ttf ^^^ 3C^eilung^^)ttnft 7 
treffen, fonbern gtoifcben gioei foI(fte ?ßuntte, g. 35. gtoifd^en 7 unb 8, 
fo rfirfe man ben ^^xUl in ^jaratteler SRid^tung, alfo im ^et|)ettbifel 
E J fo lange l^inauf, bid bie anbere ©>)ifte genati auf eine Srand^erfale 
trifft, ©efc^ie^t biefe^ im «ßunfte V, fo ifi bie gegebene ginie ^ 
=« V P = 373" = 3" 7' 3''. — 3fl bie gegebene «inie > A Z , fo 
faffe man bie gange ?Änge M 9»affiabe^ unb unterfuc^e, tt>ie oft ffdft 
biefe auf ber gegebenen 8inie auftragen läf t, ben 9leji meffe man aber 
naii} ber oben gegebenen 98orfd^rifi ?äft ffd^ g. 35. bie gange Sänge 
bed 9Äaßflabed oier 3Kal auf ber gegebenen 8inie auftragen, unb fin* 
bet man ben SRefi = xy, fo ifi biefe Sinie = 4 AZ + xy = 40^ 
4- 2" 4' 5" ^ 42« 4' 5" = 4245 a;^eilett be^ 3Äaffiabe^. 
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eraanber ^abeti, Me fl^ j. ». wie 325 : 480 "otxffalttn. 

3Ran fafff auf \>m SRaffiabe 325 a;beUf , ober 3« 2' 5", unb 
trage fie auf eine beliebige @erabe a ))on mif A ab. , @ben fo faft 
won 480 Zfftilt, ober 4** 8', nnb trÄgt fie auf jene ®erabe t>on C nad^ 
B, fo ber^Äft fk^ AC : CB = 325:480. 2»an l^ätte bad gep 
btnt %er^&(tnif ond^ abfürjen, nnb gioei !^inien im 9}er^&(tntffe 
65 : 96 fon^iren fonnen. !Diefe^ tf^nt man t>orjüg(i(l(l , toenn bie 
Setl^aitniftal^Ien fe^r grof ftnb. Umgefe^rt, ftnb bie Ser^altnif^ 
jaulen fel^r Hein, fo mnlti))licirt man biefelben mit einer beliebi» 
gen 3a^I. — »are ba^ »er^artnif irrational, j. ». \/3 : x/15 
fo f«*t man bie SBurjeln nai^emngdtoeife , ober man brücft ba^ SBer' 

v/ 15 

^Itnif anberd au^, inbem man \/ 3 : \/15 = 1 : — - =1:^/5 = 

= 1 : 2-236068 = 1000000 : 2236068 = 1000 : 2236 beinahe 
fe^t, nnb bann t)erfai^rt man, wie oben gejeigt wnrbe. 

y) (Sine gegebene 8inie AB (gig. 78) in brei ZffeiU jn t^eilen, 
bie fl(^ ) *. )n einanber t)erl^a(ten wie 13 : 19 : 23. 9Ran faffe anf 
bem SKapflabe bie Sange 13 = 1" 3', trage fie t>on A nac^ w^ t)on 
m ua6f n aber 19 3^ei(e = 1*^ 9', nnb enblic^ t)on n na^ p 23 S^^eüe 
ober 2" 3'. 

93eqnenier nnb genauer aber t^erfa^rt man auf foigenbe 9[rt: 9Benn 
man Am = 1® 3' gemad^t f^ai, fo faffe man 13 + 19 = 32 JE^eile 
auf bem SRaßfiabe, nnb trage fie t>on A nac^ n auf, bann 32 + 23 = 55, 
totldfe man t>on A nac^ p auftragt. — 3fi nun bie ©erabe AC in 
im gegebenen SSerl^aitniffe getl^eilt, fo beobad^te man bie Serfalgi^ 
mngdart S. 74. 

3Q3iH man ba^ ä^tfftn ber ?ßaraßelen aber erfparen, fo fann man 
fo gn äBerfe ge^en : 3Ran unterfuc^e , toie gro^ bie jn t^eilenbe 8inie 
nad^ bem SRa^Pabe ifl, bit)ibire bann bie ^afjl, welche Wefe Sange 
au^brürft, burdö bie ©umme ber gegebenen ajer^ältni^ja^len , fo 
gibt bad *ßrobuft au^ biefem Onotienten in jebe einjefne aSer^altnif^ 
laffl bie Sange eine^ leben 3:bei(ed in 2:^ei(en be^ ^{Raffiabed. SiOein 
Mefe SWetl^obe wirb nur bann mit aSort^eil angewenbet, wenn ber ge^ 
nannte Cluotient eine ganje ^affl x% ©efeftt man ^atte Aß = 385 
X^eiien be6 SRa^ftabed gefnnben, fo ift 

385 _ 385 __ 

13-f 19 + 23 "" "öö" "* * 

^adfi man nun AE= 7. 13 = 91, E F = 7 . 19 = 133, nnb 
Fß == 7 .23 «= 161, fo ifi bie Aufgabe rld^tig gelöft, benn 
91 : 133 : 161 = 13 : 19 : 23. 

SBie man jn t>erfa^rett f)at, wenn bie gegebene ginie in mehrere 
X^eiJe get^eilt werben foH, ifi für ftd^ Kar. @ben fo er^eHt t>on 
felbfi , wie eine gegebene ginie in eine beftlmmte älnja^I gleid^er 3^^eUe 
jn tj^eiien fei. 
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sinnt et f. Slnf bie hii^m^t Xl^eorie gr&nbrt fi^ an^ bte itonflntltton nnb 
Ut (ifBrau^ bf0 fogfnannten ^xopoxtionaUSitftlt. 

S. 77. 

3)ct (8. 75) bffd^tiebette SRof^ab Icfjlet öfter« flute Dienpe bei 
bet j^on{iruftion einet ®(ei(^unfl, welche für bett Slnfanfler oft mit 
flroßer Sc^iDierigfeit t^erbunben ifl. golgenbe änfgabe maQ genuflen, 
biefe« gu }eiflen. 

Sluf^albe. 3u )n)ei gegebenen Sinien a utib b ji^ei mittlere 
*ßroj)ortioiialen x unb y ju fnd&en. 

Slttfldfuttg. !I>en Sebingnttgen bet Slufgabe )u 3<>Ig^ if^ 
a : X : y : b; alfo 1) a : x = xj y, unb 2) x : y = y : b. ätt6 

(1) folgt y = -5 biefen ffiett^ in (2) gefegt, gibt 



X : — == — : b ; ballet x* = a* b, unb x = \/a' b ; 



alfo y = ^^''''^' = l/'^* = >/np. — ä»an würbe nrai a 

unb b ntittelfl bed 9Rafflabed butc^ 3<^^(^n <iudbrü(fen, x unb y in 
2;^eilen bed SRafflabed bered^nen^ unb bie gefunbenen Singen abtrat 
gen. Oefeftt e^ fei a = 7 , unb b = 448 a;^ellen bed Waffiabe«, 
fo fittbet man x = 28, unb y = 112 folcber 3:^eile, bie man alfo 
nur t)om Staßf^abe abzutragen f)at 

S. 78. 

Sttttnettbittt^. ®nen ^eidbogen in fe^r Heine XffeUt na^e^ 
ruttgdttjetfe au t^eilen» 

80. 




®6 fei (gig. 80) A B irgenb ein mit beut ^albmeffer A C au^ C 
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befd^riebmer iheidbogen, ber in eiiijehte ®tabe in ben fßimfteti 
P, II«, III" IC. fletl^eUt tjl. SRan fott nun iebeti ®rab itt n gleiche 
£^ei(e t^eilen. — SRan aie^e mit beliebigem ^albmeffer au4 C beti 
Fottcentrifd^en Sogen aa', fo n){tb anii) tiefet bntd^ bie ®erabett 
Dl, eil, cm, . . . itt 1*>, 2% 3" in [eine einjetaen ®rabe get^eilt 
Jüan benfe {{d^ nun bad @tüd A a be^ ig^albmeffetd A C in ben ^mh 
im h, c, d, ... in II fo(d|;e Zf^eiU get^eilt, baf, mnn bnrd^ fie 
bie foncentrifd^en Sogen bb', cc', dd', . . . nnb bie 3;ran6t)erfalen 
al, 1«IP, 2"I11^ . . . gejogen »erben, bie but(^ bie JDnrd^fd^nitW^ 
pnnfte m, n, o, p, q, . . . gezogenen JRabien Cl, C2, C3, . . . 
ben Sogen A F in n gleiche Steile tl^eilen. @6 fömmt nun b(of bar^ 
anf an, bie ®ro^e ber JRabien Cb, Cc, Cd,...jtt beflimmen, 
melc^ed folgenbe Setrad^tnng (e^rt* SBegen ber nnbebentenben S&nge 
ber parallelen Sogen bm, cn, do, ... fönnen biefe a(d gerabe 
Linien angefe^en iDerben , o^ne in ber Sludäbitng einen merf (id^en 
Segler jn t^eranlaffen. !Dann ifl aber in ben 2)reiedfen Cbm 
«ttb CAl, nnb in ben Dreieden abm nnb aAF wegen S* 69, 
C A : AI SS Cb : bm; femer AI® : Aa = bm : ab. ©efrt mm 
beibe Proportionen jnfammen , fo er^&(t man Al".CA:Aa.Al 
Cb : ab. @d fei ber ^albmeffer AC=: r, bad ®tfi(f Aa = a, 



ber nnbefannte 9tabin6 C b = x , al 



b abs=Cb — Ca=x — (r — a), 



unb bie S&nge be6 Sogend A I® s b, folglid^ ber Sebingnng ber 9(nf^ 
gäbe gem&f A l = , fo ifl burd^ ©ubjiitntiott 

b.r:a. =x:x — (p — a), ober 

n 

r:- =x:x — r + a. 

D 

J&ierane folgt * . x = r x — r (r — a), 

ober (r - ^^ x = r(r-a) = ^-^^5 
bemna(*"x= "-i^^^^ 

nr — a 

ÜRan tt)urbe alfo in befonbem gaffen biefen SQSertl^ för x beredji^ 
neu, bie gefünbene Singe anf bem 3Waffiabe faffen, nnb mit biefer 
Birfelofftinng ane C ben Sogen bb' jie^en, fo fc^neibet ber bnrd^ m 

gejogene J&albmeffer Cl einen Sogen AI = — ab. «n^ ber SBer^ 

gleid^nng ber JDreiedte C A 2 nnb C c n gel^t bie «Proportion^ fftxwx : 

Cc i cn = CA : A2, ober y : cn=: r : — , alfo cn = — • Y, 

mi in bem ^dmcn nnb aAl® ifl 

ac = cn == Aa : AI*', ober y — (r — a) : cn s= a : b, 

2 b by — bCr — a) 

alfo cn=s— .y= ;- / 

' nr a 

Qlalomoti'l ÜUm. Oeom. 4. 9n{|. ^ 



^ ^ « nr" — anr nr(r — a) 

Worauf y = -— == — ^ ^ 

n r — 2a n r — 2a 

flefttttben tt)itb. auf Wefelbe Art fttibet möii ben brltten ^albmeffct 
Cd =z = '''^''Z^\ u. f. tt). SBenn titw AI« einen ®rab bebeu^ 

nr — tja 

Ut, ber g. S. in fed^e gletd^e X^eHe, ober t)Ott 10 jn 10 9Rinn^ 
ten jtt treuen wäre, fo ifi n = 6, unb n>enn j. S. r= lOO, unt 
Aa = a = 10 n>äre, fo finbet man 

_ 6.100(100—10) 600.90 _ ^. - 

* — 6.100-10 "^ "59r "^ ^1^^^ • •' 
600 X»0 no 4AO w 

y == — ^^— = 93^103 . . •, unb 

»^ = S$i; = «47368 ... beinahe. 
@ben fo bered^net man bie übrigen ^aibmeffer. 

S. 79. 

Slittnettbuttg. 9ln bem Sßinfetoeffer , bei wefd^em btird^ ein 
bemegUd^ed Sineat bie äStnfel auf bem get^eitten ätanbe angezeigt ii>er^ 
ben, ifi iimoffnlUff eine eigene 93orri(^tnng angebrad^t, burd^ n>eldbe 
Heinere 3;^eUe eine^ ®rabed nod^ befümmt werben. 3)iefe SSorrldbtung 
nennt man SJernier ober Äoniud*), unb beruht anf golgenbem. 

@ö fei irgenb ein Sogen in gleiche a^^eife get^eilt, bcren iv 
ber = a. Sluf einer befonbern platte, weiche an jener genau an- 
liegt, unb \)erfc^iebbar ifi, nimmt man einen Sogen =r m Steilen 
beö erfien, unb t^eitt biefen in m -f 1, gewö^nlicb aber in m — 1 
gleid^e a;^eUe, fo baf flc^ auf ber erfien 5ßlatte baburc^ a^^eile, 

jeber = ^ , ober im jweiten gaüe jeber = j^^ angeben laffen. 

— ge fei nun (gig. 81) AB ein ©tüdt be^ in @rabe eingetl^eirten 
9{anbe6 ))om Slfholabium, unb MN ein mit bem er^en foncentrt« 
fd^er Sogen, ber auf ber SK^ibabenreget angebrad^t, unb mit biefer 
um ben tRittelpunft beö Snfirumeutö beweglich ifi. 3)iefer Sogen ift 
am 6nbe ab M 8ineaW fd^ief abgefcbliffen , bamit man baö Gin:^ 
treffen ber a;^eüjirid^e leidster bemerfen Knne, CN, ober CN' tfl bie 
aSifirKnie auf ber «tt^ibabenregel, unb ber ^unft N ober N' ber 3lnVi^ 
pnnli bed Sioniud. !Der Sogen ab fei =* 7", unb auf ber ^ilattt 
MN in 6 gleidbe 3;i^eire get^eiit , fo . ifi auf biefer jeber X^cil um 
I ®rab = 10' grofer ate ein X^eit auf ber anbern 5piatte, unb 
man fann ba^er einen SBinfel t)on 10 gu 10 9){inuten meffen. ©teOt 
man bie 5»egel fo, bap bie Siftrlinie C», mithin auc^ ber SRuBpunft 



*) 3)ic drflttbmig biefer SSorric^tung »ttb öott (Sittigen bem $. Sluneft ober 
^onini, einem ^ottugiefen, »on Slnbeni bem ^. © e t n t e t ober SS> e tner , 
einem ^eutfi^en (eigentlitfi mar er tin 9{teber(ättber) gugef^rie^en. 5Da]^er 
bie »erfd^ifbene äöfnetinung. 




beö SSemier genau burd^ einen 3;^eHflrid^ bed Sogend AB, j. 8, 
burd^ 20 flelgit, fo ifi ber a:^ei(füri(f> 10 be6 aSernfer \)om ^ßunfte 19 
beö Sogen« AB um | ®xai, ber X^eilfirtd^ 20 t>on 18" um | @rab 
= 20', ber 2;^eilftti(ti 30 öon 17** um | ®rab = 30' entfernt u. f tt)., 
bi« enblid^ ber ^ßunft a be« Sernier genau ouf 13^ bed ©ogend AB 
einfpielt. — fRMU man nun bte 8ll^lbabenrcgel fo n^eit fort, W« ber 
*4?unft 20 be« SJoniuö auf ben a;^etipric^ 18" be« Sogen« Aß trifft, 
b wirb ber 5Ruaj)unft b be« Sernier t>on 20^ um | ®rab = 20' ent^ 
ernt fein, unb ber SBinfel ACN toirb 20*^20' betragen, ©efeftt 
man l^atte ben SBinfel ACN' gu befiimmen, unb ber $unft 40 be« 
aSernler fatte genau in bm X^eil^rtd^ 30 »on AB, fo ifl ber »utt^ 
punft be« g?oniu6 t)on 34^ nm | ®rab =40', ober 35^ um |® = 20' 
entfernt , unb ba^er ber aEBinf el A C N' = 34^ 40'. ®e^r oft ereig^ 
net e« pd^, baf fein Zf)dlpnritt be« ffiemier auf einen 3;^eilflTi($ t)on 
AB genau trifj^, in ml(i}em %aüt man bem Slugenmafe nad^ bie @nt^ 
femung beurt§ei(en muß. — SBare e« nötj^ig, bie S93infel auf 5' ge* 
nau ju meffen, fo mupte man ben Sogen al» be« SJemier = 13® ma^ 
*ett, unb in gtt>5If gleid&e S^^eile t^eilen. @ben fotoürbe man abs= 21® 
mad^en, unb in 20 gleid^e %fftiU t^ei(en, mm bie SQSinfel t)on 3 gn 3 
Ginnten genau gemeffen n)erben faOten. 

(S« ifi eine nü^Hd^e 9(ufgabe für ben Slnfanger, bie @intl^ei(ung 
mittelfl ici 9loniu« aud^ auf gerablinige üRa^fl&be an)un)enben. 
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B} 9Spii bet au^ttlid^fett bet ebenen Sigurett. 

1. aSott ber Slej^nnc^fett iex SDreiecfe. 

S* 80. 

®tflitnn^. Sind bem (S* 33) aufge^efftm Segriffe ber Sle^n^ 
Uä)Ult ber giflnren fibet^a«j)t ergibt fldb für 3)reie(!e indbefonbere, 
baß jtt)ei 3)reie(fe Ä^nttc^ feien, iDenn bie brei Qtitm be« efiieti bm 
brei gelten bed anbern ber Drbnung mäf pxopoxtioml, unb bie SBtn> 
fei bed einen ben SBinfetn bed anbern ber Drbnung nad^ einjeln gleich 
finb. SBenn alfo in ben 3)reieden ABC nnb a b c (gig. 82) 



82. 




A 



n^- 



\ 



V 



AB : ab=AC: flc= BC: bc 
nnb A = a, B = b nnb C = c ifi, fo ifl ba« .^ABC ~ z^abc. 

2)enn tofirbe }. 93. AB = ab fein, fo möfte and^ AC = ac 
nnb BC = bc fein, nnb bie Dreiecfe tt)Ären bann fongment, tpie 
e^ ber anfgcfiettte S5egriff »erlangt 

^nfai* 3i^^^ wan bemna($ in einem .^ A B C jnr ©ette B C 
eine ^ßaraffele DE, fo ifl bad Heine abgefd^nittene ^ADE bem gan^ 
jen ^ABC aönlid^. 

!Denn nac^ (8. 69, 3ufafr 1) ifi 

AD : AB = AE : AC = DE ; BC, 
femer ber SB. DAE = BAC nnb, weil DE || BC iji, nac^ 
(§. 17) gB.ADE = B unb aB.AED - C, folglid^ ^ADE ~^A BC. 

r 81. 

£e]^tfa$« 98enn imi !Dreiede ABC nnb abc gleid^tDinflig 
flnb, fo jinb (xnä) bie homologen Seiten berfetben <)roj)ortionaI, unb 
alfo bie beiben 2)reie(fe dlginlid^ (gig. 82). 

SBeloeid. 66 fei A = a, B = b, C = c, nnb AB> ab. 
ÜÄac^t man nun AD «= ab, AE = ac, nnb jie^t DE, fo ifi \>a^ 
^ADE ^ z/abc (§. 37), bal^er DE = bc, ADE = b = B, 
alfo DE II BC (8. 16), nnb AD : AB = AE : AC = DE : BC 
(8. 69, 3ufa6 1), ober ab : AB = ac : AC = bc : BC, b. ^. We 
homologen Seiten beiber 2)reiede finb and^ ber Orbnung nad^ ))ro)>or^ 
tional, folglid^ bie JDreietfe ä^nlic^. 

3uf<^# 1- 3w^i !Dreiecfc jinb alfo filginlic^i, tt)enn jie jtDei SBin* 
U\ wec^felfeitig gleich ^aben. 



AA' 


: B B' = A A" : B B", 


AA' 


B B' A A" B B" 



8ft 

Sufil^ 2* 3tt imi if}nUAftn !l>reieden A B C unb a b c fmb 

bit aud ebiem gteid^ett SSinfel A = a auf bie gegenüber fle^enbeit Qtu 
im gefällten $et))ettbifel , ober bie ^o^en ber beiben !X>reie(fe ben l^o^ 
tnotogen Seiten berfelben proportional. 3>enn toeil B = b^ unb ber 
SB. APB = apb = R, i^ bad .^ABP ~ ^abp, folglid^ 
A P : a p SS A B : a b = B C : b c = 2c. ber SBoraudfe^ung gemäp. 

$[nf biefelbe Slrt betoeifl man ben @a^, toenn bie Senfred^ten 
Me SerlSngerangen ber ©runbfeite treffen. 

3ttfÄ$ 8- ®i«J^ A, B unb C, D t)ier ^armonifd^e «ßunfte, 
nab man jie^t ju benfelben an^ einem beliebigen fünfte bejie^nngd^ 
toeife bie Strahlen OA = a, OB = b, OC = c unb OD = d, 
mt enblid^ an^ A bie ©trede AA'J.c nnb AA"J. d, eben fo au^ 
B bie BB' J.C nnb BB" J.il (J. 71 nebfi Sufaften unb bie gig. 73 c), 
fo Ifi tt>egen /J = a ba« red^ttoinflige ^BB'0~.^AA'0, unb tt)e^ 
gen (b, d) = (d, a') = (a, d') = n = in ba^ red^ttoinflige 
J B B"0 ^^A A"0 , mithin ifi 

AA' : BB' = AO : BO = a : b unb 
AA" : BB" = AO : BO = a : b, 
alfo auc^ 

ober 

. a ^- *• »• ß»' 3«f. 5) 

♦ sin (a, c) : st'n (b, c) = sin (a, d) : sin (b, d), 

b. f)^ bie @{nn6 ber Sßinfel; n)e(d^e bie Strahlen a unb b mit bem 
©tra^Ie c bilben, ^er^aUen ftdb gerabe fo wie bie ©inuö ber SBittfef, 
meiere a unb b mit bem \)ierten Strahle d einf(^fiefen. 2Ratt nennt 
beßlgialb t)ier fo(($e in berfelben (Sbene Uegenbe ©trauten a, b, c, d, 
für ml^e jene Proportion gilt, ^armonifc^e®tral^len, n)obei 
a, b unb c, d jugeorbnete Strahlen Reifen. 
3ufa$ 4. S(ue ber Proportion 

sin (a, c) : sin (b, c) = sin (a, d) : sin (b, d) 

la^t ftd^ umgefe^irt ableiten , ba^ 

AO : BO = AC : BC = AD : BD, 
ba^ alfo bie öier fünfte A, B, C, D ^armonifd^e ?ßuufte feien, toad 
»ir jebod^ bem pfeife beö Slnfängerd überfaffen. 

3ufa$ 5. 3ebe a;ratt6\)erfa(e fc^ineibet i>iex ^armonifc^e ®tra^^ 
len a, b, c^ d in öier ^rmonifd^en 5ßunften A, B, C^ D, unb 
menn bie SEvanö^erfalc ju einem jener Strahlen, j. 33. ju d, paraKel 
ifi/ fo ge^t ber Strahl c burd^ bie «Kitte ber ©trerfe AB. -r 2)er 
fleißige Sufanger toirb biefe 33e^attptungeu o^ne, ©d^wierigfeit red^t> 
fertigen. 

3ttfa$ 6- 3ie^t man burd^ i>itx ^armonifd^e ?ßimfte A, B, C, D 
öier ®erabe ju einanber parallel, fo nennt man biefelbcn ^armoni^ 
fd^e parallelen, unb bie 3)urd^fd^nitt«pmifte einer beliebigen 
3;rane\)erfale mit \)iev ^armouifd^en parallelen finb \)ier ^armonifd^e 
fünfte, äßarum ? 






tf 
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^ttfaft 7. SBetttt jrnei ^armontfd^ get^eilte ®etabftt AD iin|(^ 
A D' einen $anft A gemeinfd^aftlid^ traben, unb man t^erl^intet je i\mi^ 
Der übrigen bret ^atmonifc^en «ßunftc B, C, D unb B', C, D' tat*!-, 
getabe Linien; fo fd^neiben fid^ entmeber biefe brei S;rbinbnngd(ittieKi-. 
nöt^igenfaOfd t)et(angett, in einem unb bemfe(ben fünfte, ober fie ^[^, 
jtt einanber )paxaütl SBie la^t flc^^ biefer Saft beweifen? ; 

^nmerf. Stit fUfe ber Dorfiei^enben ®ä(f laffen {{$ (ei^t no^ folgeiibf 
nad^koetfen : 

tt) Senn gtoet ®erabe L uub L' ^araHel finb , unb maa gifl^t ii 
bfr Gbene berfelben t)on einem betiebigen $unfte O and beliebig wAi 
(Strahlen h, b, c, d,...., mi^t bie ^ataütUn L unb 1/ in M 
fünften A unb A', B unb BS G uub C, D uub D', u. f. tc. fd^neiben, jf 
flub bie JBetl^&ttuiffe OA : A', OB : OB', OC : OC, OD : OD', tt.f.»|? 
einanber gleid^ unb au^ gleid^ bem üBerl^ältniffe \)ou je gtoei &l^uli^ liegei^ 
beu Segmenten ber ^araffeleu L unb L', loelc^e Segmente gleiil^flimmig chtl^ 
ttnglei(^fttmniig ^araflel finb, je nac^bem ber <Bttaf)ipnnU O auf e r]^all||^ 
ober innerl^alb bed t>on L unb L' gebilbeteu streifend liegt. 

ß) dielet mau ))on einem $unlte mel^rere streifen gu ben $un!tei 
A, B, C, D, . . . einer ©eraben l, unb f^neibet auf jenen @tre(feu »on 
ou« in berfelben (Rötung bie (Btttätn OA', OB', OC, OD', u. f. f. bec« 
gefialt ah, baf 

OA:OA'«OB:OB'«OC:OC'«... 
»irb, fo liegen bie ®nb))unfte A', B', C, u. f. ». tu einer unb berfelbe» 
©eraben L', toeld^e ))aral(el gu L ifl. 

y) X^eilt man eine ©erabe I. in mel^rere beliebige Xl^eiU AB, BC, 
CD, DE, . . ., unb fc^neibet auf einer mit L ^^arallelen ©erabeu L' ent^ 
toeber in berfelb eu ober in entgeg enge fester (Richtung bie ^etle 
A'B', B'C, CD\ D'E', . . . fo ab, baf 

A'B' : B'G' : CD' : D'E' : . . . « AB : BC : CD : DE : . . . 
toirb, unb giel^t bur$ bie gleichnamigen $unfte A unb A', B unb B', 
C uub C, u f. f. bie ©eraben a, b, c, d, . . ., fo fd^neibeu fl(3^ biefe 
©eraben l^inreic^enb verlängert in einem unb b emfelbeu fünfte 
O auflerl^alb ober innerhalb be« «Streifen« LL'. — ^iebei ^aben »ir 
bie Xl^eile AB unb A'B', BC unb B'C, CD unb CD', u. f. f. um 
glei^^ angenommen ; finb aber nun jene Xl^eile glei^ , uhmli^ A B = A' B', 
BC « B'€', CD « C D', u. f. f., fo laufen bie (Strerfeu a, b, c, d, ... 
^jarallel, ober ber $unft liegt in uuenbltc^er dntfemung. 

§. 82. 

Sel^trfa^. ßmi SDteiecfe finb d^nlidb^ I* ^^nn i^re (Seiten 
wedjifelfeitig pataütl finb, ober II mnn il^re 6eiten ober l^re SSer^ 
lottgeruttgeu fenfrec^t auf einanber flehen. 

IBetuetd. I. «ö fei (glg. 82) AC || ac, AB || ab, unb 
83. BC.||bc, fo ifi B = b unb A = a, alfo auc^ 

C = c, unb ^ABC ~ ^ abc (J. 81). 

II. e^ fei (glg. 83) bcJ.BC in E, acJ.AC 
in F, unb ab X Aß inD, fo ifl bad-^aDG~.^AFG, 
weil SB. D = R = F, SB. DGa = AGF, alfo audb 
a = A. gemer ifi bad ^BDI ~.^EIb, benn e« 
ifi SB. D = R = E, unb SB. DIB =blE, alfo 
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ottc^ B = b. 3)a rntit A == a, unb B=:b, fo iß aud^ C = r, alfo 
bad ^ABC~^abc (J. 81) 

a)te ftomologfn ©fiten jint ^ter, \m man ^cf)t, jene, mcld&e 
fmftfd^t auf einanbct ^^en. 

3»an tt>ä^Ie fic^ nun jU)el !Drcicrfc ^ott ber genauutcu 93f fc(;affca< 
9fU, Die eine anbere Sage gegeu eiuanbet l^abcn, uub fuc^^e bie Slel^n^ 
lid^feü }tt betveifen. 

S 83. 

f&e^tfai^. 3»ei Dreierfe ABC uub abc ftnb a^ulicl), tpetttt 
fie iwcl Seiten )>ro)>ortiona( nnb ben eiitgefc^iioffeueu 9Qiufe( g(eid(^ 
iKibeti (glg. 82). 

Setlieid. @d fei A = a, unb AB : AC := ab : ac. 3Ra^t 

matt nun AD a ab, AE « ac, unb jie^t DE, fo xft bad 

JADE^ .^abc (». 37), ba^et aud^ AB ; AC = AD : AE, 

alfo DE|BC (8 70), unb ber 333. ADE= B, aber ADE = b, 

ftlfoau<^B = b. 3)anutt A = a, B= b, fo ifibaö ^abc~.^ABC 

. * 81)^ 

«,84. 

Sel^tfa^. 3n)ei iDreiede ABC uub abc (gig. 82) ftnb d^n^ 
\ii), wenn bie brei Seiten be^ einen !£)rete(f6 ben btei (Seiten be6 an» 
■ im ber Drbnung nac^ ))ro))ortional ftnb. 

SSetlietd. @d fei AB : ab =^ AC : ac — B C : b(\ 
2»an mad^e AD = ab, unb jie^e DE || BC : fo ift 
AB : AD =r AC : AE = BC : DE, 

unb vermöge ber SSoran^fe^ung 

AB : ab «o AC : ac = BC : bc, ba^er 
ab : AD = ac : AE = bc : DE, 
unb n)eil ab = AD, fo muf aud^ AE = ac unb DE = bc fein, 
imna^ ift ba« ^ D A E ^ a b c ($. 39) , b. f). biefe beiben 3)reieÄe 
fmb gleid& unb ä^nlid^. "^nn ifl aber J ABC ^ JADE, e6 ifi 
alfo audfi ^AßC ~ z/abc. 

3ufa$. 3wei iDreiedte alfo, in njeld^en bie brei Seiten ber 
Orbttung nad^ <)ro^)ortional flnb, ^aben bie homologen SBinfel m^\ü^ 
feitig gleid&. 

«. 85. 

Sel^tfo^. Sittb in)ei Seiten eine« ^ABC jn)elen Seiten eU 
ne^ anbern ^abc ber Orbnung nad^ j)ro^)ortiottal , unb bie ber gro^ 
fem biefer Seiten gegenüber liegenbeu äBinfel gleicb, fo jtnb bie 3)rei^ 
edte a^nlid^, ndmli(^ z/ABC-^abc. 





fBen>ei^* e« fei (glg. 84) AB : ab = AC j ac, AC>AB, 
a c > a b, unb ß = b. aBirb nun We Sle^nlid^fett betbet 3)reie(fe geWufl* 
net , fo müßte bad aSerbaftnip B C : b c enttveber > ober < A B : a b fein, 
3m erfien gaHe ne^me man an, e^ fei AB t ab :=■ BD ; bc, fo 
Wäre, mll aud^ ß = b, bad ^ABD ~ ^abc (§. 83), uttb ba^ 
§er AB : ab = AD : ac. 2lber \)erm59e ber aSorau6fefrutig t|l 
AB : ab = AC : ac; bemnac^ tt)Äre an^ AC : ac=s AD: ac, 
b. f}, A C = A D ; folglid^ m = C < R (j. 38 uttb S* 23, 3ufaft 6), 
ba^er n>R, alfo au^ AB> AD ($. 47), unb mil AD = AC, 
fo todre AB > AC, toad ber SSoraudfe^ung jutoiber ifi. 

3m anbern gatte ne^me man an, ed fei AB : ab = BC : bd. 
5)atttt Ware wegen B = b, bad Aabd c^jd ABC, alfo AB : ab 
= AC : ad* 2lHeitt ber SSorau^feftung jur golge ifl AB : ab 
= AC : ac, alfo wäre an(i} ac = ad, folglich Ware, weil im 
gleic^fd^enfligen ^acd ber SB. m' < R, n' > R, bal^er ab > ad, 
ober ab>ac, wegen ad = ae. Slber aud^ biefer gaH wiberfpric^t 
ber SSoraudfeftung, baf ac>ab. 3)a nun ba6 SSer^dltnlß AB : ab 
weber großer nod{> Heiner al6 BC : bc fein fann, fo ift AB :ab 
= BC:bc, unb bemnad^ bad ^ABC~^abc (J. 84). 

S. 86. 

^ufadbe* @in !£)reied }u fonfirniren, weld^e^ einem gegebenen 
z/ABC ä^nlic^ ifi. 

^ttfidfung. !Die Sluflofnng biefer Slufgabe fann nad^ ben 
SS. 81—85 auf öerfd^iebene Slrt bewerffleWget werben. 2)ie Slu^fü^* 
rung ifi bem eigenen !Den{en bed 9(nfdnger6 überlaffen. 

8. 87. 

Sel^trfa^. %aüt man im red^twinHigen 3)reieÄe an^ ber Spi^e 
be6 redeten SBinfeld auf bie ^^^jotenufe ein ^er^)enbi!e(, fo tf)nlt biefed 

1) ba^ Dreierf in jwel Heinere 2)reie(fe, welc^^e fowo^l bem 
ganjen 2)reieÄe, aW einanber felbfi d^nlid^ ftnb; 

2) biefeö ^erpenbüel ift bie mittlere 
$ro^)ortionaIe jwifd^en ben ©egmenten ber 
^^potenufe, unb 

3) jebe Äatl^etc ifi bie mittlere ?ßro^ 
^)ortinaIe jwifd^en bem anliegenben @eg* 
mente unb ber ^9)>otenufe. 

met»eii. «« fei im »reiecf e ABC(gig.85) 
beraB.BAC = R, unbADj.BC, fo ifi 
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1) ber 9B« ADB = BAC = R, DBA = CBA, aI[o auc$ 
m — C, ballet ifl bad ^ABD '^ z/ABC. (Sbett fo ifl bet SB. 
ADC»BAC»R, DCA = BGA, uub n = B; folelic^ bad 
^ADC ~ z/ABC (8. 81), au« bemfelben ©cunbe tfi avO^ ba6 
^ADC /- z/ABD, arfo 

2) BD: AD =« AD:DC, unb ttJell bad -^ABD ~ .^ABC, 

fo ifl 

3) BD : AB = AB : BC. »erglelt^t man enblid^ bie hifVilU 
d^en 2)reie(fc ADC unb ABC, [o finbet man CD : AC = AC: BC. 

3ufa^ 1* S(u6 beu $ro)>ortionen BD : AB = AB : BC, unb 

C D ; AC = AC:BC folflt Aß'= BC.BD, unb ÄC*— CD.BC, 

alfo AB*: ÄC*==: BC . BD : BC. CD = BD : CD, b. % bie 
Cluabrate ber ^at^eten ))er^a(ten fld^ xo\t bie il^nen an(iegettbett Seg^^ 
mente ber ^^potenufe. 

*) ^ier ^ai man ftd^ tiefe Stnien bur(^ Sollten au^gebrücft t)pr|ußfr(ett 
(8. 67, 3ufa|j), fo tote aviUii ^*i ^^w folgenben Slufgaben. , 

Sttfa^ 2- $(bbttt man bie beiben ©leidf^ungen AB »BC.BD 
unb AC*= B C . C D , fo etlSiatt man 

Äb"+ rc*= BC. BD + BC. CD = BC(BD 4- CD) = Bc! 

3llfo ifl bad Cluabrat ber ^9)>otenn[e ben Cluabraten beibet ^at^eten 

sufammen flenommen gfeid^. 3fi A B = A C , [o ifl B C = 2 A B, 

ober BC = AB / 2. 

*) IDiefec (Sa^ iß ber fogenamtte ^^t^agotäifc^e Se^cfaft, )[>on bem Grfinber 
fo genannt, unb eine reic^^aUige ÖneUe ber toi^tigflen äßal^rl^eiten in ber 
gefammten ©eomelrie. 

3ufa$ 8* 3fl bal^er umgefe^rt in einem !Dreiede ABC bad 
£Xnabrat ber größten @eite ben Cluabraten ber beiben übrigen jnfam^ 
men genommen gleidj, fo ifl ba^ 3)reie(f red^twinflig. SBenn ndm^ 

86 Hc$ ab' =. A C*+ BC* fo ifl m = R (gig. 86). 

A ^twx man errid^te nnr im ^nnfte C bie C D I. A C, 

4\ nnb mac^e CD = CB, fo ifl Ä"D = AC + C"D 

/ I \ (3«f«6 2), benn n = R oermoge ber Äonflrnftion» 



B 



/ 



W>tx CD = BC, alfo auc^ AD = AC + BC. 
^ \^ Der tBotauafe^ung gemä^ aber f|l auc^ 

C AB* = Äc' -f B C* bcmnad^ ÄD = AB*, ober 

A D = A B, alfo ba« ^ A C D ^ ^ A B C ($. 39)j folglid^ 
in = n = R. 

3itfa^ 4- ®inb bemnac^ in einem te(^ht>infltgen !r>teie(fe jivei 
Seiten gegeben, fo ifi and^ bie brüte @eite befannt, benn aud ber 

®le{(^unfl BC = AB* + AC* (gig. 85) Jolgh 

AB=V^BC — ÄC, unb AC = VTC— AB* «« fei j. «. 
BC= 5, AC = 3, fo ifl AB =.^26=9 = \/16 = 4. 



ftutct mau Me britU ®eite buvd^ ^ouftiufttou ? 

S* 88. 
^uf^dbe. "^ati (efitmme bie SSebiuguugen , unter it)e(c^en bie 
btei Seiten bed re(t^tn)inf(igen 2:riauge(6 fommenfurabel fiub, ober 
unter meldten fle ein rationale^ 93er^A(tnip §aben. 

^ufiofuna- SJ^ctu bejeid^ne bie ^t^potenufe mit h, bie eine 
Saifi^te burc^ a, btc anbere burc^ b, fo f^ai man bie aOgemeine ®Iei^ 
c^uug h' = a* + ^^- SKau [e^e nun a = x, b = px, unt) 
h = qx, [o ift burct> ©ubftUutiott q*x* = x* + p*x', ober 
q* = 1 + 1»*, balgier q = v/i 4- p". @oH q rational fein, fo muß 
1 -r P' ^^^ ))oUfommeue6 Cluabrat fein, ml(f)t^ toir annehmen woOfen. 

©ei alfo q = \/i+p« = P + , fo ift 
uttb ^ierau^ erhält man p = — — , alfo 

,1 n' — 1 , 1 n'-f-l 

unb bemnad^ f)at man 

für bie eine ^atf^tU a = x = einer beliebigen Sänge, 

f, „ anbere „ b =px= ('^"fir} . x, unb 

f/ ,, ^Wotenufe h = qx == (^^-^) . x } 

ober toenn man a = x = 2 n fe^t, fo ifi bie anbere aatt)ck b = n* — i 
unb bie ^^potenufe h = n^ + i ^ mithin atte brei Seiten fommen^ 
urabel, iDenn man für n wad immer für eine, \)on ber Sin^eit t)er^ 
d&iebene Slationalja^I fe^t, bie grofer al^ 1 ifi. 

©ei a. S. n = 2, fo ifl a = 4, b « 3 unb h = 5, unb 
5^ = 4^ +3*. eben fo finbet man für n = | bie Äatigicte a = 3, 
b = I — 1 = I unb bie ^v»>otenufe h == | + 1 = v- 
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^uf^dbe» 3Ran beftimme beibe ^at^eteu a unb b, t^enn uebft 
ber ^^potenufe h i^re ©umme ober i^re 5)iffereiij gegeben ift. 

^nfl&iun^. 1) e« fei a + b = b, fo i^ (a + b)' = 

«2 + 2ab + b» « s», ober 2ab = s* — (a» + b«) =« s« — h«. 
3^t man bie ©leid^ung oon folgeuber a* + b* == h* ab, fo 



»1 

ifi a« + b» — 2ab = 2h« — s», ober h — b = \/2 h* - s'. 
2Bcil mm bic Summe unb bec Unterfc^ieb begannt ifi, fo ifi 

a = 5 (^^ + \/2h'— 8*), M»b b =r. I (s — \/2h' — s»). 

2) e^fef a— b = d;battttift(a — b)«=a« — 2al) + b^=d^ 
ober 2ab = a« + b* — i|2 = h2— d\ !Diefe ©leic^uag ju 
a« + b« = h * abbirt, gibt h» + b« + 2ab = 2h« — d% ober 
a 4- b ~ \/2 h' — a*. @ö ifi aber and^ ber Unterft^leb a — b ~ d 
gegeben; ba^er ifl 

a = ¥ (\/2h*-d' + d), mib b =|(v/2h*~.d* — d). 

*) 9Rau töfe iio^ folgenbc 9lufgabe : dö ifl eine Äat^ete gegeben , mib 
bie (Summe ober bec Uutecf^icb stoiff^eii ber $9))otenufe uub bec aubecn 
.^at^ete; mau beflimme biefe beiben <Seiteu. 

8. 90. 

Muf^dbe^ 3(u^ ber gegebenen Seite eine^ g(etci(lfeUigeu !Dret^ 
eef^ beffen ^öljie ju be^immen. 

SEuflöfung. Sd fei im ^ A B C ble Seite AB=AC=:BC=:a, 
uub CD j. AB, fo ip A D = I A B == i a (S. 53), alfo (nad^ 8. 87, 

Cl)^= AC""-. AD*:= a* — ia« = I a», ober CD = | a ^/ 3. 

3ttfa<». 3fl bae Z/ABC blop gtelt^fc^enKig , AC = BC = a, 
uub AB = b, fo ift 

CD = \/a' —{b* = I v/ia* — b* = 5 v/c2a + b) (2a - b). 

i. 91. 

Slttfgal^e. 2lud ben gegebenen brei Sfiten eine^ 3)reierfe6 
ABC (gig. 85) bie ^o^e AD, nnb ble Segmente B D nnb C D 
ber aW ©runblinie angenommenen Seite ß C jn ftnben. 

Slttflöfuttg. e^ fei BC = a, AB = c, AC= b, bie 
§öl^e AD = y, ba^ eine Segment BD = x, alfo ia^ anbere 

CD = a — X. 3m rec^twinfligen z/ABD ifi AD = Äß*— BD* 

udmKc^ y2 == c* — X* } __ 

unb im anbern red&twinHigen ^ A D C ifi A~D = Ac — CD, 
ober y'^ c=: b» — (a — x)a=:b* — a« + 2ax — x« (8. 87, Bufaft 4). 
86 ifi alfo au(i& c^ — X« = b* — a* + 2ax — x^, woran« 

BD = X = Ut_LZ"Ji. gefunben tt)irb. !Da^er ifi ber anbere 

«rcr^ IX. nr. ^ a' + c"— b* 2 a' — a* - c' + b' 

abfdbttitt CD = a — X = a — -— = 

'^ *2a 2 a 

== ^ +^ — c ^ ^ttbfiituirt man ben für x gefnnbenen SBert^ in 

«a 

ber ©teldbuna y* a= c* — x* , fo ftnbet man 

a — « /^ a'+c'- b' \g _ 4a'c' -(a' + c' - b') ' 

^ ^ "^ ~ V 2I" / "^ 4a' 



_ ca»c+a' 4- c*— l»*)(8ac — a* — C + b'> 

~ 4a' 

^ [ (a 4- c)' - b'J tl .' - (a - c )'J 

4a' 

_ (a + c + b) (a 4- c — b) (b + a — c) (b — a + c) 

(a 4- b 4- c) (b + c — a) (a + c — k) (a + b — o» 

4P 

alfo y ==■ — \/(a + b + c) (b + c — a) (a + c — b) (a + b — c). 

^ Ä 

SÄari [efte ber Äurje xot^tn a-|-b+c=28, fo wirb 
b + c — a = 2 (s — a), a + c — b = 2 C» — 1^)/ «ilb 

a + b — c = 2 (s — c) , alfo burd^ ©ubpitution in ber legten 
®(e{d^ung 

1 . 

y ■= 2^ v/2s.2(8— a).2(8 — b).«(s — c) 
1 

= 2ä ^^^ ® ^®"*^ ^^""^^ ^**~"^^ 

_ 2 . 

— a v/s (s-a) (8— b) (8— c). 

3ufa$« SaBenn in ber gormel x = '''"'"^^^^ bie ®röpe 

b^ > a« 4- c«, fo mlrb xnegatto, \\>A^t^ anbcutet, ba^ ber »bfd^nUt 
X aufer^alb be« 2)reie(fe« Hege, alfo ble aSerlättgerutig ber ®runb^ 
littie fei, unb baf bemnad^ ba6 qjerpenblfel au^erf^alb be« !Drele(fe6 
liege, U)eld{>e6 ber gatt ifl, U)eim ein Sffiinfel an ber Safi^ > R IP 
(8. 18, 3ttfa6 3). gd fei j. 83. a = 12, b = 16, c = 10, fo Ift 

_ 12* 4- 10* — 16' 1 

^ 27l2 2' 

SBle lauten ble für ble Segmente ber S3afl6 gefuttbenen 2lu6^ 
brütfe in ble geU)öl^ttlld^e SBortfprad^e uberfeftt? 

8. 92. 
Slufgabe. Sine gegebene filnle AB nad^ bem aupern unb 
87 mittlem SBer^altulffe ju reellen, fo nämlid;, 

bap ber größere 2;^eU ble mittlere geometrtfdbe 
/> ^4Jroportlottale fei jwlfc^en bem flelnern Xl^eile 
unb ber ganjen Sinie, b. ^. ba^ ftd^ A E : E B 
== E B : A B t>erf|alte (gig. 87). 
— A- Sluffofuttg \. SWan errichte tu bem 

@nb»)unfte A ba6 ^erpenbltel A C = ^ A B, 
jie^e BC, fd^neibe t)on l^r ein @tü(f CD = AC = i AB ab, unb 
mit bem JRefte B D jle^e man m^ ß ben Ärel^bogen D E , fo tvlrb In 
bem fünfte E ble gegebene Slnle AB Im äußern ttnb mittlem SBer^ 
^altniffe get^eilt fein. 






£ 



2)emi_f6 ffl (tiad^ 8. 87, 3ttf«ft 2) 

\iC=» Aß + AC = AB 4- iAB* ober 

(BD +^CD)» = (BE + AAB)» =^AB*+ i AB* D. t. 

_ _BE*+ BE.AB +iAB'= ÄB^ + JÄB; alfo au^ 

BE*= AB*— BE.AB = (AB — BE) AB = AE.AB, 
ba^er ifiAE:BE=.BE:AB («Ig. ». 178). 

9[|tf(dfitna 2* 3ß(in fönnte biefe Slufgabe aud^ auf folgenbe 
M löfen. ©tan Mc Mc gegebene Oerabe A B mit bem 3trf el , unb 
«ttterfttc^e i^re gÄnge auf bem t)eriüngtett SWaffiabe. Stemmen wir 
an, fie [et = a X^eUen beffelben, unb ein X^etl bet gegebenen 81* 
nte = X , a(fo bet anbete = a — x ; fo ip bet Sebtngung bet äinf^ 
gäbe }n Solge, wenn x ben Keinem 3:i^eU bebeutet, 

x:a — x = a — x:a, a([o 
ax = Ca— x)»= a«— 2ax + x^ ober x« — 38x = — a^ 

n)oran6 x = * (3 + \/5) gefunben wirb ; bal^er bet größere a;^ell 
= a - X = a - 1 (3 ± v/ 5) = I [2 - (3 ± v/ 5)] 

= ^(-1 T v/5). 

aSBefc^e SQButjel muf ^let genommen »etben? 

3ufa# 1. SaBenn bte »afl« A B (gig. 88) 
eineö glet(|fdbenfligen ^ABC gleidb ifi bem 
gröf etn Segmente C D bed im fünfte D nad; 
bem an^txn unb mittletn SSer^ältniffe getreu* 
ten ©dbenfeW BC; [o Ift jebet SBlnfel an bet 
Safid bad ^Doppelte bed MnIM an bet ©pi^e, 
unb umgefel§|tt. 2)enn bet ffiotandfeftung ge* 
mäf tfi BD : CD = CD : BC, obet, »eil 
CD = AB, aud& BD : AB = AB : BC, 
unb bet aß. ABD = ABCj ba^et ifi ba« 
z^ A ß D -- ^ A B C (I. 88), folgltd^ bet 
ggß.n = C, unb m = BAO =.Bj ba^et ifi(8. 38) 
AB = AD; abet AB =CD, alfo audb AD = CD, unb ^ietau« 
folgt p = C. S)a nun p = C, unb n = C, fo ifi p + n = 2 C, 
t. i A = B = 2C. 

2)en Setoelö be« umgef el^tten ©afteö übetlajfen toit bem glelpe 
be« Slnfänget«. 

3iifa# 2- 9«fo ifi A + B + C =r 5C = 180« («. 23); 

obet C = — = 36^ unb A == B = 72«. 

gttlAtet man bemnaci^ BE fenftec^t auf BC, fo ip bet SB. ABE 
= (TbE — CBA = 90« — 72" = 18« ^ iK. Sllfo fann man 
ben ted^ten SBinW in ffmf gleiche 3;i^ej(e tl^eilen. 




£ 
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8. 93. 

ShtfoaBe. 3« itoti gegebenett ginfen a mib b bie mittlere 
geometrt[d{>e ißropottlottale ju fud^. 

89 9[|tf(dfitng. 3Ran jie^e efate @txabe 

^ BC (gig. 89), mat^e AB =a, AC = b, 

M- -... errid^te tm fünfte A Me AD j. BC, 

;>|if ,. \ ttttb ^alMre BC hi M. 2ltt« bem SRit^ 

telpttttfte M ber ©trecfe BC bffd^telbe 

man mit bem ^albmeffer CM = i BC 

>--.]q einen Sogen, meldtet ba6 ^ßetpenbifel 



C^ 



AM ^ AD in D ^miiet, fo ip AD bie ge^ 

f \ , ^ fttd{>te mittlere ^Proportionale. 3)emi 

jie^t man nod^ bie ®eraben CD, BD 
nnb DM, fo ip in ben rec^tn)inHigen 2)reie(fen A C D nnb BAD, 

ni + n=R = p+q+v, 

nnb toeil m = n + v , nnb p = q ($. 38) , fo ifi and) bnrd^ @nb^ 
flitntion 

2 n + V = 2p 4- V, b. i. n = p, nnb folglid^ m = v + q ; 
alfo ifi b^« ^ACD^^ABD (§ 81), nnb ba^er 

AC : AD = A n : AB, b. i b : AD =-r AD : a. 
3ufa^. !Da m =ni, nnb p = n5 fo ifi an^ ber SSS. CDB 
= CAD =R, b i. ber SBinfel im ^albfreife iji ein red^ter. 2)em^' 
nad^ ift im redbttoinfligen ^ B C D, 

CD == BC.AC nnb B"d''= BCAB ($. 87). 
9Q3ir fonnten bal^er nnfere Slnfgabe an^ fo lofen: 3Ran jie^e eine 
®erabe BC = a, madbe CA = b, imb befc^^reibe über BC aW 
3)nrc^meffer einen ^albfrei«, enblid^ errid&te man im ^ßnnfte A ein 
5ßer^)enbife( AD, nnb trage bie @e^ne C D ein , fo ifi bie fe bie ge^ 
fttd^te mittlere ^ßro^jortionale itoifd^en B C nnb A C, 

8. 94 

2e^tia1^. 3m JDreiede A B C ifi ba6 Onabrat ber bem fpijen 
SBinfel B gegenüber liegenben Seite AC Heiner, ald bie Onabrate 
ber beiben Seiten Ali nnb BC, toeld^e ben SBinfel B einfd^Iieflen, 
nnb jtoar nm baö boppelk 5ßrobnft an^ einer jener Seiten in ba6 
Segment berfelben gmifd^jen bem Sd{>eitel bed SBinfelö B nnb bem 
^Perpenbifel CD, wefd&eö »om Sd&eite( C M gegenüber liegenben 
SaBinfeld anf jene Seite fattt ; b. f). eö ifi 

AC^= Ab''+ BC*— 2AB^BD (gig. 90, n)% 



*) 3<| erinmte no^ einmol, bof tie (Sdten M IDretedfe« auf ein gemein^ 
f^oftlid^<6 5Waf h^o^tn, alfc bnr^ 3af)Un on^^&riiät, Qf\>a^t tctt^ 
bfti m&fftn. 



90. 





f&ttotii. 3)ad ^erpenMfel CD jjm entmeber in bad 2)reie(f 
ober av^tx t>a^ SDrcied , je na^iem bex anbete SBBtafel A an ber Saftd 
1>ift (^[ifl. 90, ö) ober ftempf (glg. 90, b) tfi ($. 23, 3tt[aft 9). 

L SBemi bie @enfred{>te CD in ba« S)re{e(f fam, fo ifl 
AD = AB — BD/alfo 

ÄD= (AB— BD)«=: ÄbV bT)*— 2AB,BD, 

«ttb wenn beiberfeitd CD abbirt n)irb, 

cTf+ AD = c7?-|- AbV BD*— 2AB.BD, 

ober weil CD*+ AD*= AC*nnb CT? + bT)*= BC*ift, burd& ©itb^ 
IHttttion biefer 338ert^e 

AC = AI? + HC*— 2 A B . B D. 
II. %m aber ba^ ?otl^ CD auf er baö Dreiecf, fo ifi 
AD = BD — AB, mithin 

AD =(BD — AB)' = b7)*+ ab*— 2 AB. BD, 

2 

«nb wenn auf beiben Seiten CD öiui^uflefugt wirb, 

CD* 4. ÄD == "cl)*+ liD-^- ab'— 2 ab BD, 
ober, wie tJorl^in, 

Acfr^^: Äl?+ BC*— 2AB.BD, 

«. 95. 

»ehtfal^ 3nt fiumpfwinfrigen ^ABC (gig. 90, 6) i|l ba6 
üuabrat ber (Seite BC, weld&e bem fiumpfen fflinfel A gegenüber 
liegt, gfeidb ben Cluabraten ber beiben anbern Seiten, me^r bem 
t)apj>elten ^robufte auö einer biefer Seiten, AB, in ben abfd^nitt 
AD tben biefer Seite jwifc^en bem Sd&eitel bed jlnrnpfen SBinfel^ 
unb ber Senfrec^ten, weld&e t)om Scheitel bed gegenüber liegenben 
SBinfeld auf jene fättt, b, f). 

130 = AC + Aß*+ 2AB . AD, 

^efoeid* ^ier fallt ba« ^ßerpenbifel C D anfler bad S)reie(f 
auf bie Seite beö Su))plementeö CAD t)OOT fluOT))fen SB. BAC, 
9{un ifl 

. BD = AB + AD, 
alfo auc^ 

Td= (AB 4. AD)2 = AB + AD+ 2 AB. AD, 



CI?+ Bd'= Cd'+ Ab'+ ÄD*+2AB.AD, 
ober well c"d+ BD*= BC*nnb cT?+ aT?= AC Ifl, 

BC'= Äb'+ AC + 2AB.AD. 

S. 96. 

Sel^tfa^. 2)ie a(d ^a^^ betrad^tete Seite etned fDteiecfd m 
f^htt jic^ jur ©unime ber beiben anberti ©cften, wie ber Unterfc^ici 
eben blefer Seiten jur !Dijferenj ober Summe ber Segmente, ii 
tveld&e bie 93afld bur^ bie ^ö^e getl^eilt n)irb^ {e nad&bem bad ^et 
penbifel in baö 2)reie(f ober auf er baöfelbe fällt, 3fi nämlic^ C D JL A I 
(Sifl- 90), fo finben bie ^Proportionen Statt: 
AB : AC + BC = AC — BC : AD — BD (gig, 90, a), obc 
AB : AC + BC = BC — AC : AD + BD (gig. 90, 6). 

»eltietd. 12_@« tfUnadb 8^87, 3ufaft 4) 

AC =TD-}- CD, ... (a) 

BC = Td + cd"", ... (/S) 
nnb giel^t man bie (entere ®Ieid?ung t)on ber erflem ab, fo finbet mai 

ÄC — AC = AD — IT), 

ober 

(AC + BC) (AC _ BC) = (AD + BD) (AD — BD) 

= A B (A D — B D), 
mitl^ln folgt bie ?Pro^)ortion : 

AB:AC + BC=AC — BC: AD — BD. 

2) 5)a bie ©leid^ungen cc unb ß avai) für ben anjeiten %d 
(gig. 90) gelten, fo erhält man burc^ Subtraftion ber ©leic^un 
(a) t)on Iß): 

S 2 1 2 

BC— AC== BD— AD, 

ober 

(BC + AC) (BC — AC) = (BD + AD) (BD — AD) 

= (AD + BD). AB, 
unb bal^er finbet bie Proportion Statt : 

AB : BC + AC == BC — AC : AD + BD. 

3) aSerjeid^net man bad ^ACB fo, baf bie Seite BC > A 
n)irb, fo erIJÄft man nadb SRr. 1 

AB : BC + AC = BC — AC : BD — AD, 
unb bann fann man biefe ^Proportion mit ber in SRr. 2 gufammer 
gießen, unb fd^reiben: 

AB : BC + AC = BC — AC : BD + AD. 



I 



«. 97. 

Sel^rfn^» h dn>ei $o(9gone, wetc^ aud gleich t)iereit, bet 
Orbnttng naä^ ä^nlid^ 3>reie(fen jufammengeff^t fiul), {inb A^nKc^; 
iml) II. umgefc^rt: 3mct fi^nlid^c $0(990116 jinb au« qUi^ »ideii Der 
Orbnttng nac^ &fftüi^m IDteiednt aufantmeitgefe^t 

91. 





S«a 



ad; 
a e, 
af. 



äSefoeid. h e« fei (gig 91) ba« 2)rcie(f P~^p, z^O~^q/ 

JR ^ ^r, «nb ba« ^S ~ z^.s SBeU P ~ p, fo tfi ber SBlnfef 
ß = b, berSaS. BCA = JB. bca, uubberSB. BAC = gg8. bar. an 

ben a^nllt^en 2)relc(!ett unb q tfi ber SB. A C D = SB. a c d , unb 
tterSB. CAn=ggB.cad,ba^cr ifl aud{>ggB.B C A + SB. AC D = 808. bt;a 
4-938. a c d , ober C = c. 2Iuf Ä^nlld^e 2lrt ben)ciji man aud^ , baf 

D = d, E = e, F = f , ttttb A = a fei. 

Sbt« bet Sle^nlid^feit ber ^Dteiede P unb p, unb q, R unb r, 
nnb S unb s folgen nad^fie^enbe $ro)}ortionen: 

AB : ab = BC : bc » AC 

AC : ac = CD : cd «= AD 

AD: ad = DE : de «=: AB 

AB : ae = BF : Qf =» AF 
2)eninad^ ffi aud^ AB:ab=s BC:bc =CD : cd = DE : de 
= BF : ef = AF : af, b. ^. bie ^ol^gone ABCDEFA unb 
abcdefa l^aben aUe Seiten ber Orbnung naij pro))ortiottal ; iwb 
koie ))Ot^{n etmiefen tDurbe, bie ^omotogen SBinfel gteid^ ; a{fo ftnb fie 
i^nlic^ (S. 33). 

II. @d fei ia^ $o{vgon ABCDEFA^^abcdefa. 3ie^t man 
oud beut 6d^eitel bed 9Binfe(d A unb be« homologen SSinfeld a bie iDiai^ 
gonafen , fo erhält man n^egen ber t)oraudgefefttett äel^nlid^feit ber ^0^ 
(i^gone in ben !Dreieden P unb p bie 5ßro<>ortion A B : a b •= BC : b c, 
imb ben SBinfel B ~ b; bemnad^ Pub bie beiben !Drdede äjjnttd^ 
(8. 83). ?Hfo ifl au($ ber SBinfel v = v', SB. BGA =* ». bca, 
unb BC : bc s* CA : ca. 3)er aSorauöfeftung jitr gofge ifl aber 
aud^ BC : bc = CD : cd, alfo aud^ CA : ca = CD : cd, 
unb ba ber SB. BCD = bcd,, unb ber SB. BCA = bca, fo ifi 

audb BCD —BCA = bcd — bca, ober ber SB. ACD = SB. acdj 
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alfo IP bai^Q ^ Jq. «uf ä^nlfd^c 8lrt »itb Mc Sle^iilld^frit ber 
2)reie(fe R unb r, S unb s ben){cfen. 

2)lefer ©aft läf t ftd^ auf ä^tilid^c Srt bemelfen , njenu bic 3){ago^ 
ttdlen tiid^t and einem fünfte gejogen n>erbeti. 

Slej^nlic^e $oIi^gone t^erbert alfo bttrd^ bie ^omologeti !Dtagona(eQ 
in ol^nlic^e Dreiede get^eiU. 

3ttfa# 1* 3[(fo fjinb in &^n(id^en $o()^gonen bie j^omologeit 
•Diagonalen ben gleidt^namtgen Selten proportional. 

3ttfa^ 2. ^Reguläre ^ßol^gone ($. 24) t)Ott glei^ t){el €ei^ 
ten fmo al^nlid^; benn fie l^aben ade SBinfel gteic^ unb aüt Seiten 
proportional, meif in jebem regulären 93ieIedFe bie Seiten einan^ 
ber gleid{> finb, unb gteid^e ©röfen gleid^e SSer^ättniffe ju einanber 
^aben. 

3ttf^# 3* SSerbinbet man }n)ei beliebige fünfte bed Umfanget 
in bem einen ^ol^gone A ß C D . . . burd^ eine ©erabe , unb bie jtt>ei 
ä^nlidb liegenben fünfte be^ Umfanget ber anbern gigur ab cd.,,, 
toelt^e ber erflern Älginlicb ifl, ebenfallö bnxd) eine ©erabe; fo U)erben 
beibe aSieletfe in jn)ei SC^eile geti^eilt, . bie bejie^ung^tP^if^ einanber 
ebenfalls ä^nlit^ ftnb. @ben fo ftnb jene 3;^eilung«linien ben Igiomolo^ 
gen Seiten, alfo an^ ben gleid^namigen Diagonalen ber belben ä^n< 
lidben ^ßol^gone proportional. — 3)en 95eipei6 Jüirb ber Slnfanger 
olgine ®dbn)ierigfeit felbfl ful^ren fönnen. 

Slitfgabe* 9Iuf einer gegebenen Sinie ab ein ^ot^gon gu er^ 
ridbten , meld^eö einem gegebenen SSielede A B C D E F Ä^ntid{> ifi 
(»ig. 91). 

Shtffdfitttg. 1) 9»an fonfiruire über abetn^abc-^z/ABC, 
inbem man beuv SBinfet b = B, unb v' = v:mad&t ($. 81), tt)o^ 
burd^ ber ^ßunft c benimmt n)irb. äfuf biefelbe äirt fonfiruire man 
über a c ein z/ a c d >-^ ^ A C , um ben ^ßunft: d )u erhalten. Sluf 
äl^nlid^e SIrt ftnbet man bie fünfte e unb f, unb beßimmt baburc^ 
bad $ol)^gon abcdef, mliife^ bem gegebenen ABCDEF dfin^ 
Hüft i% 

2) Wlan UmU bie Aufgabe amif auf folgenbe Slrt löfen. 9Ran 
trage auf AB bie 8inie ab t>on A bi« b' auf, jie^e burd^ b' bic 8inie 
b'c' H BC, buxd) c' bie 8inie c'd' || CD, burd^ d' bie 8inie 
d'e' g DE, unb burdj e' enblid^ e'f || EFj fo ift ba« ^ol^gon 
Ab'e'd'e'PA~ABCüEFA. 
9lnmet!nng. $luf ben betten legten ^oragra^l^en berul^t bie jtoufttuftton 

t)er $(äne, b. i. bie detc^nutid ber ^ol^gone ouf bem $apiere, tDel^e ieneit 

dl^nltc^ fitib, bie auf bem Selbe ^on folgen fünften gebilbet loerben, bereit 

gegetifeitifle Soge matt fetiiteit lemeit toirf. 

' Sel^tfn^» 2)ie Umfange jn^eier äl^ntic^en ^ol^gone ftnb ben 
homologen Seiten proportional. 



^eitieid. (S9 feien Me ^ol^gotie ABC.DEF nnt) abcdef 
Cgifl. 91) ä^nlid^; fo erhalt man folflenbe gSer^ÄItiilffe : 
AB : ab r=»BC :bc = CD : cd = DB: de »» BF : ef = FA tfa; 
bemttad^ ))er^&(t {{d^ ait(9 Me Summe aUer aSorbergliebet jitt Summe 
aUet ^itttetglieber, »ie iebed ffiorbergtteb gn feinem ^interflfiebe, b. i. 
AB+BC + CD+DE + EF + FA: ab + bc + cd+ de+ef+fa 
= AB:ab = BC:bo = jc. Sejeid^net man We @nmme aller 
Seiten, b* ^. ben Umfang bed erflen 93iele(fed mit P/ unb ben bed 
anbem mit p; fo ^at man: 

P : p s=: AB : ab =» BC : bc = jc. 

3ttf<^* ^^ i^ Al^nUcIt^eu SSieleden bie &f)nU^ (iegenben !Dia^ 
gonalen 'ben homologen Seiten proportional finb, fo ))er^a(ten {{($ 
aud^ bie Umfange jn^eier A^nlid^en ^ol^gone toie bie gleichnamigen 
^Diagonalen. 
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«. 100- 

2(ii« bet (I. 27) gfgetenen erHarttttg bcd Ärelfe« folgt, ba^ 
ber Slbflanb eined ieben $unfted aufer bem j^teife t>om ^Ittclpmttt 
gtßfier aW ber ^albmeffer beö Äreifed fei, ber Slbfianb eined jeben 
innerhalb ber ^ei^tinie liegenben $unfted ))om Zentrum aber Heiner 
aW ber Mabiu« be« Ärelfee^- 

3ufa^ h 3i^9t man bemnad^ burd^ ben Snbpunft A eined be^ 
Hebigen ^albmeffer^ AO bie Oerabe Tl _L AO, fo 6at biefee ?ßer^ 
penbifel mit ber Äreidlinie A M ß (gig. 92) nur ben ^nft A gemein, 
benn jeber anbere 5ßuttft N ber ©eraben Ti xft miHx t>om Sentrum 
entfernt aW A , b. ^. e« ifi N > A (|. 47). 3)a^ 5ßerpenbifel 
Tt ip imnacf} eine a;angente bed Äreife« (g. 28). 

3itfa^ 2. 9Benn bie ©erabe Tt ben itreid AMB im^nnfteA 
berul^rt , unb man iiel§|t ben ^albmeffer A , fo ip A j. Tl. 
3>enn ba bie Xangente Tt mit ber $eri))^erie nur ben $nnft A ge^ 
meinfd{>aftHd& l^at (|. 28), fo ifi jieber anbere ^unft N ber a;angettte 
weiter t)om Sentrum entfernt aW ber 93eru6mngdpunft A, ober ed ifi 
N0> AO; mitlitt ip AO bie fürjefle ^erabe, U)eld&e t>on jnr 
a:angente T t geaogen U)erben f ann, folglid^ iff A x T t (§. 47, 3ttf. 3). 

8. 101. 

Se^tfälit. 1) 98enn iwi ^eife gleid^e Stabien ^aben, fo finb 
fie fongment unb ^aben ba^er aud^ g(ei(^e Umfange unb gleiche S(&^ 
d^enr&ume, unb nmgefe^rt. 

2) Sßott jtoei Äreifen ffat jener ben größten Umfang unb ben 
grdpem %lh^tninf)alt , ml^tt mit bem gröpem *9tabiud befd^rieben 
ifi, unb umgefe^rt. 

^eltietd« !Diefen uberlaffen n)ir toegen ber Sinfac^l^eit bem 
gleite be^ 9[nfänger6. 

Sttfd^ 1* d^^i ntit gleid^en diabien befd^riebene ^ei^tinien, 
a(fo au(^ jtoei mit einerlei ^albmeffer befd^riebene i^^ei9bogen ^aben 
bnrd^aud biefetbe j^rämmung (^rt^atur) ^Dagegen f^at t)on jtoei 




m 

SitiSnmf&ngftt , alfo aai) sott juet StitiHo^m, wtldft mit uDgftic^nt 
6albme|ftm bfft^ritbtu wurb», bcr btnt Keinen 9Iabiit0 tatfprtc^ente 
flmfana bie fiävftre Ärümmimg. — SMe etflece Se^oujitunfl i^ für 
iä) nat, »on bei ättcfitiaffU bec imtttrn aber fann man fi($ (eii^t auf 
fblgenbeülrt Abertengnt. 9tan lege ben Hetiuni Stxti& mbo (Sig. 92) 
02. in bm grögfcn HBO bergefialt, i>a$ bie glef<^' 

namigtit (Snbiiunftf Iffvn Stabien Ao nnb AO 
äbft (inanber faKtn, unb jit^e burc^ ben gemefiii 
f$aftlicben ffinbffnnit A bie Tt X AO, fo iß 
Ti eine gemtiDfdbaftli((e Xangenle btiber Ärtlft. 
2>enlen mir und nun von A aai na$ eintriti 
Xii^tung auf beiben ^txtpl^tiitn anenbttf^ fleine 
Sogen — (Slemente — , »eldfe wir al9 getabe an* 
fe^en fSitnen, abgeft^nittcu , fo btibet ba9 Slement 
bec StxtlÜink Amb mit AT einen großem l&iln= 
fei al« bai eiement ber ^et0[inie AHB, unb 
^1 fona<$ an(^ eine ß&rFere fcümmnng alö biefeft leßtere. 
3ufa$ 2- @Iet($e ^eife finb alfo an^ fongtuent. 

i. 102. 
£cfirfa(- ^ct S^ut^meffcr ^albirt ben JFrtid nnb feine $eri=> 
rtrne. 

93. meWtii- m fei tgtfl. 93) A B 

bei ajutcbmeffer. SenB man fl* ben 
Obern S^^etl AHB auf ben untern !£^eil 
ANS fo gelegt, baß bie dnbtfunfte 
A nnb B ber £inie A B ald Se^ne be« 
erfiern über bie ffintpnufte A unb B 
ber Stnie A B ali @et)ne beS Wogend 
ANß betrachtet, faHen, fo mäffen ani$ 
aüt übrigen fünfte be$ etfkn SogenS 
aber alle fünfte be0 (enteren genau 
faQen, weil fle foufl ni($t gleiche @nt= 
fernnngen vom SRittelpuntte C ^aben 
ntärben. SBeil nun bie Srenjen betber 
I^eite jufammen fnUeu, fo mflffen fie 
felbp fongtuent fein, alfo ifi bet itrel« 
unb feine ^petfjj^erie ^alblrt. 

Sufa4. 1- 3'^' anbere ©e^ne 
AD tbeitt a(fo fowoljt beu Ärelö alö feine Iperip^erie in jmel unglei^e 
äeile S)" a;^ei( AND, in welkem bai Eenfrum C liegt, ffä^t 
M« arßfere ©egment , unb ber anbere AMD ba« Heinere. 

Bufafii 2. 5Ilfo flnb m<^ Jtoei Greife elnaBbet glei*, bie mit 
lemfefben Anibmejfer beft^rieben roorbeu jinb; benn legt man ben 9Rlt= 
elpouft tti einen anf ben be« anbera, fo mßjfen anc^ bie ^etiv^trien 
titfammttt fatleu. 
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«. 103. 

Sel^rfa^* 3)ie gerabe Sinie PO fann ble ^erlp^erie mx k 
imi ^ßunften a unb E fc^fnciben (gig. 93). 

^ettietd. 3Ran neunte noc^ einen britten iDurd^fc^nittdpnnft 
an, nnb jle^e Me Labien AC, CE unb CO, fo müßten Wefe elnaiM 
ber gleid^ [ein, m^ niä)t möglich tp ($. 47, 3ufaft 6). 

$. 104. 

Sel^tfa^. 3ebe ©e^ne, ble nic^t bnrd^ ben aRtttelpmift eine« 
Äreifed gel^t, ifi Heiner alö bec 2)urdj>meffer , namlic^; .\D <AB 

(«lg. 93). 

^etoei^' 3Ran jiel^e ben <^a(bmeffer CD, fo entfielt bad 
^ACD, in n)eld?em AI><AC+CD} ba aber CD=CB, fo 
ift an* AD< AC4-CB, b. i. AD< AB. 

Jtitfa^* di^9^ tnan bnrc^ ben ^nnft A bed iDurc^mefferd AB 
e^nen AD unb A F, [o ift jene bie Heinere, ble jid^ t>om 3)ur(^^ 
tneffer me^r entfernt , ober ml^e mit biefem einen größern SBinW Wt 
bet. e« ifl n&mHdb AF<AD ($. 51). »uf ber anbem Seite be« 
IDurt^mefferd aber fann ju jeber ©e^ne A D eine anbere i^r gleiche A E 
gejogen werben. — 2)er Sewei^ erl^eOt t)on felbji. 

8. 105. 
Sel^tfa^. Segt man einen j^reidbogen b c auf einen Sogen B C 
beffelben, ober eine6 gleid^en Äreifed fo, baß jioei fünfte be6 Sogend 
bc über gwei ^ßunfte beö Sogen^ BC faUen, unb bie Äonveritaten 
beiber Sogen nad^ berfelben 3ii(l>tung gefeiert ftnb, fo faßt ber Sogen 
b c feinet ganjen Sludbel^nung nac^ auf ben Sogen ß C (gig. 94). 

94. 



I 





äSelt^eid- Wlan (ege ben Sogen bc, ber mit bem ^albmeffer 
ac= AC befcbrieben ifl, fo über BC, baß b auf B, unb c auf C 
faOe, fo bedt bie Se^ne bc offenbar bie ©e^ne BC. !Da ferner t)er^ 
möge Sorau6feftung ab = AB, unb ac = AC, fo iji ^abc cv 
z/ABC, unb ber ^unft a fäUt ba^er über A. !Da nun aOe fünfte 
ber Sögen b c unb B C t)on A gleidb weit entfernt finb, fo muffen atte 
fünfte bed Sogen6 b c über bie fünfte bed Sogend B C faden. 

3ttf^# 1- 3^t)ei Ärei^bögen, U)e((^e mit gfeid^en ^albmeffern 
befd^rteben tooxben finb, becfen {{c$ btmna^, tvenn fte, i^re Stowtti* 
t&ten nad^ berfelben dtid^tung gefelj^rt, mit i^ren ^bpunften übet 
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eiiiaiibfr faOen. ©iefe (Sfflmfc^dft f^at alfo bcr ÄrrW mit itn gera* 
lien Stnten gemeiit. 

Sufa# 2 9t(fo ifl in benfelben, ober in g(eicl^ett Greifen Me 
ftrummunfl aUent^itben qM^, toa^ wir bereite |. 100 txtoäffnt ffabcn. 

Sitfa^ 8* du gleichen @el^tien geboren bemnad^ audEi gleidbe 
Sogen, unb umgefe^rt, »orandgefe^t , baß beibc Sogen gtei^artig 
ftnb, n&m(i(6 baf beibe Keiner ober grofer a(d ber ^albfreid finb. 
!Denn wenn {ic(f bie ©eignen beden, fo becfen fid^ aud^ bie Sogen 
(3nfa^ 1), nnb n>enn bie Sogen Aber einanber gelegt fi(^ beden, fo 
muffen fic^ notl^menbig auc$ bie ©eignen beden, toeil i^re Snbpunfte 
über einanber liegen. 

3ttfa^ 4* 9Benn in einem unb bemfelben ober in gleichen ^rei^ 
fen jtt)ei Sogen AMD unb A NE (gig. 93) einanber gleich ftnb, fo 
ittb onc^ bie entfprec^enben @entrin>tnfe( A CD unb ACE, bie ent^ 
prec^enben 8ludfc(^nitte AMDC unb ACEN, fo tt)ie bie enifprei* 
(^enben @egmente ADM unb AEN einanber qU'i^, unb überhaupt 
beße^eii mit bem @e^en einer biefer @(eid^ungen ji^bedmal aud^ bie 
brei äbrigen. 

S. 106. 

Üe^tfal^. 3n iebem Äreife gehört I. jur größeren Seltne ein 
Oroßerer Sogen, unb IL umgefe^rt. 

äSetnetö t>on 1. @d fei bie @e^ne AD > @. AF, fo ifl, 
weil AC = AC unb CD .-=CF (gig. 93), ber 338. ACD > ACF 
(I. 51), unb ba^er aud^ arc AD > arc AF (|. 105, 3uf. 4). 

11. @d fei arc AD>tfrcAF, fo ifi ber SB. ACD > ACF, 
unb meit AC == AC unb CD = CF, fo ifi t>U ©e^ne AD > ®. AF 
($. 51). 

8. 107. 

Aufgabe. 3wei mit bemfeiben «ig^albmeffer befdt^riebene Sogen 
ßD unb bc (gig. 94) ftnb gegeben; man foU i^r Ser^&ltntf )u ein^ 
anber beftimmen. 

3lufldfuttg* J^otnite man in ber 9(udubung bie Sogen bed ei^ 
neu Ärelfed auf jene bcd aubern auftragen, wie bei geraben 8inien, 
fo würbe bie ©ad>e feine ©d^wierigfeit ^aben. 2)a aber ju gleitf^en 
©e^nen gleiche Sogen gehören , fo fann man auf fotgenbe Slrt t)erfa5^ 
rem @6 laf t fid^ nftmlidb bie Seltne bed Sogen« b c im Sogen. B D 
ein SKal eintragen, namlic^ t>on B nat^ C, ober e« ifi 

are B D = arc ß C + arc C D = arc b c + arc C D. 
«tttt faffe man bie ©e^ne bed Slefied CD, unb trage fte im Sogen 
bc ein, weldt^ed nur ein iSRal möglich ift, unb jwar t)on b nac$ d, 
wo bemnqd^ ber 9tefl cd bleibt, ober e« ifl 

arc bc = are bd + arc cd = arc CD + ^^^ ^^* 
2)ie ©e^ne beö JRefied c d laf t fi* im Sogen C D jwei aRal eintragen, 
noMÜif »Ott C mif F, ober eö ifi «rc C D = 2 ßrc c d + arc D F. 
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ettbdc^ tntff&U ber Sogen cd bte @e^ne M Sogen^ DP Drei StoT, 
ober e^ ift arc cd = 3. are I) K. 2)urc(> ©ubpitutlon fiubet man 

uruCD = 2.3flrcDF + «rcDF— T.nruDF, 
arcbc = 7.«n?DF + 3.«rc DF = 10. arc DP, 
urcBD = lO.örcDF + 7.flrcDF c= 17.«rc DP. 

66 ifi bemnac^ arc BD: archc = IT.örcDP : 10. arc DF, ober 

are BD : arc bc = 17 : 10. 

!Diefe Dpetatioit fe^t man fo lange fort, bid man auf einen 9te|l 

ftopt, ber im ))or^erge^enben genau entl^alten ift, ober ber fo Hein i^, 

baf fr alö t)er[d^Joinbenb betrad{>tet tt)erben fann. 



108. 

Sel^rfa^. Die gerabe Sinie NF, mW anf bie 6e^ne AB 
in i^rem äRitte()>unfte 1 fenfred&t if), ge^t burd^ bed ^eifed Sentnrat 
(gig. 93). 

fßtt0ta^ S&ngnet Semanb, ba^ bad Zentrum bed ^eifed im 
^erpenbifel NF Hege, fo ne^me man an, ed Hege auferl^alb beffei^ 
ben, etn>a im fünfte 6, nnb )ie^e bie ®eraben AG, B6 unb EH, 
fo ip, weil AI = EI, Hl = Hl nnb HI JL AE, baö ^AIH 
^ ^lEH (8. 37), a(fo AH = EH, bemnad^ auc^ AH + HG == 
= EH + HG, b. i. AG «EH + HG. 2lber EH + HG>EG 
(8. 48), alfo an($ AG>EG, unb bemnad^ fann G nic^t ber 9Rit^ 
tetpunft bed Jtreifed fein. Da ^d^ bief aber t>on jebem anper ber ®tf 
raben NF Hegenben fünfte }eigen la^t, fo mup notl^n)enbig bad @en< 
tmm be« Ärelfe« \m ^Perpenbifel NF Hegen. 

Sltfo^ 1. $l(fo iü N F ein Dnr^meffer bed ^reifed. Sßirb nun 
biefer im ^ßnnKe C ^albirt, fo ifi C bad Zentrum. 

3tifA$ 2. SBäre bad Zentrum eine^ Äreifed ju fnc^^en, fo jie^e 
man jwei ©e^nen AE unb AF, bie nicl{)t parallel ftnb, errid^te in 
i^ren 3Rittelpnnften bie ^erpenbifel IF unb KL, fo befiimmt ber 
Durd^fc^ttittepnnft C beiber Sot^e ba6 (Sentrum, n)eil biefe feinen an^ 
bern ^unft gemeinfc^aftlidt) ^aben, unb bod^ in jebem berfelben bad 
Zentrum Hegen muf. 

8- 109. 
9ö. Sel^rfa^ Durd^ brei 5ßunfte A, B, I), 

bie nid()t in geraber Sinie Hegen, tft ein 
j^reid ber Sage nnb @rdf e nad^ gegeben, 
unb jioar nur ein einjiger (gig. 95). 

S^eioeid. L ^an verbinbe bie fünfte 
A unb D mitB, ^albire biefe 93erbinbnngd^ 
linien in ben fünften E unb G, nnb er^ 
rid^te auf fle bie «ßerpenbifel E F nnb G H, 
fo burdfifc^neiben fid^ biefe im fünfte G. 
3ie^t man nun bie ©eraben AC, BC nnb 
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D D, fo finb biefe leimen einattber qUx^ (S. 105, 3ufa$ 3), uttb ba^er 
icf)t Der an^ C mit bem ^albmeffer CA befd^riebene ktd^ burt^ bic 
Drei gegebenen fünfte A, ß, D. 

II. Jtonnte man bnrc^ iene bret fünfte noc^ einen ^ret6 be^ 
fc^^relben, fo mufte beffcn 9ÄttteIpttnft \ott>of)l im 5|}erpenbitel E F^ 
aW an^ im 5Per))enbifcI GU, b. i. im SDardb^nittö^nnfte C Hegen, 
weil ftd^ in>ei gerabe Sinieu nur in einem einjigen $nn!te butc^fd^nei« 
ben fonnen; folglich fann and^ nur ein einziger ^ceid burc^ iene brei 
^4}nufte befdEirieben tt)erben. 

3ttfa^ 1. 2tod Greife fonnen ftd^ bemnad) nur in jtDei $unf^ 
teu buti^fd^neiben ; benn Ratten fie brei fünfte gemein, fo Ratten fte 
badfel&e Zentrum unb ben nämlichen ^albmeffer, uno bilbeten alfo 
nur einen unb benfelben ^reid. Slber jmei foncentrifd^e Areife fonnen 
ftd^ gar nid^t burc^fd^neiben («. 102, ßufafe 2), Äreife atfo, bie fl(^ 
fdbneiben, ftnb immer ercentrift^, aber nic^t umgefc^rt. 

3ttf^^ 2* 9tan fann alfo um iebed !Dreied! einen Stti^ hu 
fd^reiben. 

3ufa^ 3* 3>ie SentralUnie CM 
(Sifl- 96) jweier fic^; fd^nelbenben 
Äreife ifi fenfret^t auf bie gemein* 
fc^aftlid^e ®e^ne Aß unb ^atbirt 
biefe. !Der aen)eiö er^ettt an^ «• 42, 
mm man bie ^albmeffer AC, BC, 
AM, ßM gebogen f)at 

^ufali 4* ®oI( man and einem 
fünfte A auf bie Oerabe NP ein 
^erpenbifel fätten, fo ne^me man 
auf berfelben jwei beliebige ^mxtte M unb C an, befc^reibe au^ M 
unb C mit ben ^albmcffern M A unb A C bie Äreidbogen A E B unb 
AFB, fo burc^fc^ueiben fld^ biefe in A unb B, unb bie ©e^ne AB 
ip fenfred^t auf N P. 



96. 




8. 110. 



97. 



2efftia1i^ I. 2)er ^albmejfer CD, ml(i)n bie 
©e^ne Aß in E, ober ben ©entriwinfel ACB, 
ober ben Sogen A B in D l^aibirt, ifi anf bie ©e^ne 
AB fenfrec^t; unb IL umgefe^rt: i|l ber J&albmef^ 
fer C D fenfrec(>t auf bic ©e^ne A B , fo ^aiblrt er 
fomo^l biefe, ald aniif ben Sogen A ß unb ben ent;^ 
fpred&enben Sentriminfel ACB (gig. 97). 

^etnetö t>on l. a) @d fei AE « EB, fo 
iflbae z/ ACE ^ ^BCE (». 39), folgli* ber SlBlnfcl AEC = JB. 
B E C. 3^ b) ber 333. A C E = SB. ß C E , fo jlnb jene 2)reiedte 
mieber fongruent ($. 37), alfo audb bie 9?ebemt)infel bei E glei(^> ; ifl 
cnblic^ c) arcBD = «rc AD, fo ifi ber SEB. ACE ==» SB. BCE, 
unb ba^et fbtb an» bemfelben ©ruube, koie t)or§in, bie 9{ebenn)infe( 
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bei E gleich, folglich ifi In aüm bret %mn CD fetrfrcc^t auf AB | 

li. 3ft CD J_ AB, fü ifi ba^ z^ACE ^ z/BCE («. 50), 1 
fülglid^ AE = BE, ber 333. ACE == SB. BCE, unb ba^er an* ' 
arc AD == arcB D ($. 105, 3"fa6 4). 

3ufa^ i. 3tt>el Seinen AB unb IK, bereu ^nt(S)\dfmMpm\t 
E auper bem Zentrum Hegt, fönneu fic^ a(fo uid^t gegenfeitig ^albireti. 
'Denn ifi AE = BE, fo ifi CE J. AB. gOSare nun au(^ IE = EK, 
fo wäre C E aud^ feufre(^t avi\ I K, unb bemnac^ ber SB. C E A = CEI ='B, 
weldbeö abfurb ifi. 

3ufa^ 2. 2)le gerabe ginie D R , mld^e beu aRtttelpuuft brt 
Sogend ADB mit beih 3»itte(punfte ber ©e^ne AB t)erbittbet, i^i alfb- 
fenfre(^t auf bie ©e^ue, unb ge^t t>erlangert burc^ be6 Äreife^ Seutruni 

«. 111. 

£e]^rfä^e. l ©leid^e ©e^nen fiel^eu in bemfelben Jtreife g(et($ 
\mi t>üm Seutrum ab; unb umgefe^rt: ©eignen, bie gleld^ U)eit »ow 
Zentrum abfielen, finb eluauber gleid^. 

II. 2)ie Reinere ©e^ue aber ift J^eiter t)om Wittefpunfte be« 
Äreifed entfernt, al6 bie größere; unb umgefe^rt: bie U)eiter t)oin 
(Seutrum entfernte ©e^ne ifi Die Heinere. 

fSetoei»^ I. e« fei (gig. 95) bie ©e^ne A B = D B. 2»att 
jle^e avL^ bem aWittelpunfte C auf jene ©elginen bie ?Perpenbitel CE 
unb CK, unb bie ^albmeffer CA anb CD, fo ifi, weil AC = CD 
unb AE = DG, baö z/CAE ^ ^ CDG ($. 50, 3ufa6); alfo 
C E =. C G. 2luf ä^nlic^e ?lrt bemeift man , bap, ipeun C E = CG, 
aud^ AE=DG, b. i. ^AB^iDB, atfo AB == BD fei. 

H. e« fei AB < AK unb Cl feufrei^t auf AK. !Da CE>CL 
unb CL> CI ($. 47, 3ufaft 1), fo ifi um fo me^r CE > Ci. 

3ji umgefe^rt bad 5ßerpenbiW CE>CI', fo ifi bie ©e^ne 
AB<AK'. Denn mlangert man ba6 got^ Cl', mac^t CE'=CE 
unb jie^t bie ©e^ne A'B' || AK'J_ CE', fo ifi bie ©e^nc A'ß' = AB 
nad^ (I.), unb ba äi-c A'MB'< AMK' ift, fo mu^ an^ blc ©e^ne 
A'ß' < AK' fein (8. 106, IL), folglich an^ bie ©e^ne Aß < AK. 



8. 112. 

2e1)vfa^. l 2)ad im (Snbpunfte N beö ^a(bmef[er^ CN tu 
richtete ^erpenbifel Ti ift bie 3;angente bed Äreifed für ben ^uuft N, 
unb II. umgefe^rt: ber jum Serü^rung^puntt N gejogene ^albmeffer 
CN ifi auf bie 2;angente Tt fenfrec^t (gig. 96). 

9)eiiiet$. I. SBenn T t x C N , fo ifi jiebe anbere ®erabc 
CO >CN (8. 47, 3ufaö 2), alfo liegen aKe qjunfte ber ©eraben 
Ti, N aufgenommen, aufer^alb be6 ^reifed, foIgUd{> ifi Tl bie iEan^ 
geute be^ ffreifed für beu ^unft N. 

II. SBenn T i bie ÄreidUnie im fünfte N berührt , fo Hegen, 
mit Slu^nal^me ))on N, alle fünfte ber Tt aupet^alb bed ^eife^ 
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CS* 28), unb jlnb bemnad^ melter \)on C entfernt aW N, ober CN 
ift unter atfen Oeraben ble fur^efte, \r>et(i)t pr ginie Tl gejogen tt>er;? 
bcii tonnen ; folaHd^ ift C N X T t (S. 47). 

3ufa$ |. Sllfo ge^t bad im Serü^vungdpnnfte N auf bieSan^ 
gentc errichtete ^erpenbifel burc^i bed Äreife^ aRlttetpunft. 

^ttfa^ 2* 2)urd^ ben $unft N fann nur eine Tangente Tt 
gejogeit tperbeu. 2)eun fonnte man nod^ eine jtt^eite Nl jie^en, fo 
iDÜrbc biefe mit CN einen fc^iefen SQBinfel bilben, unb baö aM C 

auf N l gefänte ^erpenbifel C G itjürbe auf ble Seite bed fpi^en SBin^ 
fefö CNl faCen; alfo ifl CG < CN, unb balgier liegt ber $unft G 

ittuetl^alb bed Äreife^j folglid^ ifi MI feine Tangente, fonbern eine 

©erante ($. 28), 

3ttfa$ 3. @oII für einen gegebenen $unft N eined ßreife^ bie 

XaixQentt gejogen mtien, fo ))erbinbe man jenen ^^unft N mit bem 

Zentrum, unb erric^ite im @nbj>unft N auf biefen Stabiud ein ^erpen^ 

bitel, fo i^ biefed bie »erlangte SEangente. 

§. 113. 

98. 9luf aaBe. Sind einem ge;« 

gebenen fünfte Aau^er^alb be6 
Äreife^ P ju biefem eine Xan^ 
gente ju jle^en (gig. 98). 

SIttfIdfuttg. 9Ran jie^e bie 

©erabe C A, »elc^e ben Äreid P 

e' im fünfte ß burc^^fd&neibet. 3tt 

B errid&te man E E' fenfred&t 

auf AC, unb befd&reibe an^ C 

mit bem ^albmeffer AC einen 

Sogen, tt)elc^er jene ©enfred^te 

in F unb D fc^neibet. Snblidb jielgie man bie ©eraben CF unb CD, 

n>elc^e ben Äreid P in. ben ^ßunften H unb l burc^fcjneiben j fo flnb 

bie )>on A gu biefen S)nrc^f(^nitt6))unften gezogenen Sinien AH unb 

AI Xangenten fär bie fünfte U unb 1 bee ^reifed P. 

»emetö* SBeil CF = CA, Cß = CU unb SB. PCB = 
HCA, fo ift ba« ^BCF ^ z^CAH (J. 37), ba^er ber SBinfel 
CBF = SB. AHC, aber ber SB. CBF = R, alfo ifi aud& ber 
m AHC « R, folglich ifl AH bie 2;angeute für ben ^unft H. ?luf 
ä^nlic^e 3(rt htmift man auc^, ba^ A I bie S^angente für ben ^unft 1 fei. 

8. 114 

f&etftfa^ SBenn bie Sentraltinie jtoeier Äreife ber Summe bei- 
ber ^albmeffer gleich? ifi, fo berühren fld^ betbe Greife außerhalb ein* 
auber; ifi aber bie (SentraUinie ber Differenz ber $a(bmeffer gleich, 
fo beruören fidb beibe Äreife innerhalb elnanber. 

SBelneid. '* 3Ran bef($reibe au6 bem fünfte C ber ©eraben C c 
mit bem J^albmeffer C A ben Ärei« P, unb an^ bem fünfte c mit bem 
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^a(6mcffcr cA ben ffrei^ 0, fo ifi bie eentralHnie Cc = AC + Ac, 
b. i. gle^ ber ©ummc ber ^albmeffer (gig. 99), unb ber $unft A 

ifl beibeu SvMlnlen gemeinfc(iaft^ 
lid^. SaSutben ftc^ nun P unb 
in A nld&t berfil^ren, fo müßten ftc 
nod) einen anbern ^^unft, j. S. ß 
gemein ^aben. iSHan jie^e nun bie 
©etaben BC unb Bc, fo ifl im 
z/ ß C c (nac^ 8. 48) B C +Bc>C c. 
993enn nun B ein gemeinfd^aftli^ 
c^er 5ßunft für P unb n^ärej 
fo müßte BC = AC unbBcesAc, 
alfo auc^ A C + Ac > Cc fein, 
U)a^ abfurb i% P unb l^aben bemnad^ außer A feinen ?ßunft mtffx 
gemein, unb folglid^ berül^ren fte fid^ in A. 

IL a»an befc^reibe an^ ben ^JJunften C unb c' ber ®eraben CA 
mit ben JRabien CA unb c' A bie Äreife P unb 0', fo ifl bie (SentraJ^ 
linie Cc' = CA — c'A, b. i. gleid^ ber 2)ifferenj beiber ^albmef^ 
fer, unb ber ^JJunft A liegt in beiben ^erij)^erien. SBürben jlc^ nun 
P unb 0' im ^Junfte A ni^t berfil^ren, fo müßten fle no(^ einen anbem 
^uttft B gemein l^aben. 5Wan jielgie bie ©eraben ßC unb Bc', fo ifi 
im z/BCc' offenbar BC — Bc' < Cr'. Süge nun B in beiben 
Ärei^inien jugleidji, fo mü^te BC = CA unb Bc' = c'A, unb 
bemnad^ auc^ CA — c'A < Cc' fein, wa^ abfurb ifl. 2lIfo ^aben 
P unb 0' nur ben ^unft A gemein 5 folglich berühren jie jtd^ in bie^» 
fem ?Punfte. 

3ttfa^ 1* SSBenn fid^ bemnadb jn)ei Äreiölinien innerl^alb ober 
außerhalb berühren; fo liegen il^re ßentra unb ber 33erü^rung6punft 
in einer unb berfelben geraben 8inie, ober fo ge^t bie Sentrallinie inxd) 
ben Serülgirung^pnnft. 

3ufa^ 2. 9?immt man auf ber geraben Sinie MN au6) no(i) 
fo t)iele fünfte M, K, C, L, , . . an, unb befd^reibt an^ il^nen mit ben 
J^atbmeffern MA, KA, CA, LA ic. Äreife, fo berühren ftd^ aBe 
biefe ?Peri^)^erien gegenfeitlg im fünfte A, unb ^aben in biefem 5ßunfte 
eine gemeinfd^aftliclbe SCangente, nümlid^ baö im 5ßunfte A auf MN 
erridbtete 5ßerpenbifel Tl. 

3ufa^ S. 9»an fte^t ^ier beutH(^, baß bie 5ßerip§erie eine« 
Äreife^ um fo ftärfer gefrümmt fei, je Heiner ber ^albmejfer ifl, unb 
befto njeniger gefrümmt, ie großer ber SRabiu^ ift (9Sgt. S. 101, 3uf- 1-) 

8. 115. . 

Sel^rfa^. l SQßenn man »on einem ^ßunfte A außerhalb eine« 
Äreifeö jum fottt>eren a;i^eile ber ^erip^erie mel^rere gerabe ?inien 
jie^t, fo ift unter biefen bie AB, beren 93erlangerung burd^ ba« 
Zentrum beö Äreife« ge^t, bie furjefiej bie übrigen aber flnb um fo 
größer , je weiter jle t)on ber A B entfernt flnb. 



im» 




100. IL Unter aUtn Sefantfit, Me t>om $mifte A 

jnm fotifat)ett Zfftüe bee JPreifed gejogett tperben 
ttunni, ifi AD, n)erd&e burdf ben SRtttelpmift 
fle^t, We fltöpte; t)ie übrigett aber U)erben «m fo 
Heüier, je n)eiter fle fl(^ \>ott ber AD entfemeti 
(»tfl. 100). 

SBetneiö- SBenn man t>om $nnfte A jnm 
gegebenen ^eife bie S^angenten AT nnb A t jie^t, 
fo ifl ber Soaen IBT fatSeang auf ben $nnft A 
font>er, ber Sogen tDT aber fonfat). 

I. SRan t)erbinbe bie $nnfte o nnb n' ntU 
bem 3WtteH>ttnfte C bedÄreife«, fo tfi An>AC — Cn (j. 48), ober 
An > AC — CB, mü Cn == OB, alfo att(^ An > ABf femer ifi 
An' -I- Cn'> An + Cn (J. 49), nnb mil Cn' = Cn, ifi aud^ 
An' > An, 

IL SKan jte^e bie ^albmeffer C m nnb C m', fo ifi A C + C m 
> Am^ b. l AC + CD > Am, ober AD > Am. ggergleid^t 
man enblid^ bie 3)reie(f e A C m nnb A C m' , fo fie^t man , baf 
AC = AC, Cm' = Cm, nnb ber 898. ACm' < SQß. ACm fei, 
fo(g(ic« Am' < Am (J. 51). 

dnf^ !• ^^f A^nli^^ ^^^ betoeifi man, ba^, n^emt ber 
ißnnft A' in ber Ärei^fldd^e liegt, bad Segment A'B bed 3)ttrd^mef^ 
ferd BD bie Ktrjefie, bad anbere Segment A'D a6er bie größte nnter 
aDen Sinien fei, meldte t)om fünfte A' gnr ^erip^erie gebogen n>erben 
fonnen« 

3itfa$ 2- 2Ufo tft Me Tangente' AT bie größte 8inie, tt>elc^e 
Hm ^rmttt A jn einem $nnfte be6 font)eren Sogend tBT gegogen 
toetbtu tann, nnb bie fleinfie, n^eld^e oon A jnm fonfaoen Sogen 
TDl möglich ifi* 

S. 116. 

fiel^tfa^. 3n gleidben Reifen oer^aiten ftd^ bie (£entrin)infe( loie 
bie jtpifc^en i^ren ®d^enfe(n ent^aHenen ^eidbogen, nnb nmgefel^rt. 

101. 





9ei»ei9* «d fei AC = DO (gig. 101), nnb bie belben 
€entrin)infer ACB nnb DOE foOen ein fommenfurable« aSer^Äftnlp 
^ben, b« ^. fie foQen bnrd^'biefetbe a(d@in^eit angenommene Sßinfel^ 
pädbc ACa gemeffen n)erben f innen. @d fei }. S. ber SB. AGB «= 
4.ae. ACa, nnb ber SB. DOE ^ 5.9ß. ACa, fo ifi oon felbfi 
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Hat, iaf aniff ber Sogen A a \>kx 9Ra( im äSogen A B, tinb f&nf 97a( im > 
Sogen DE enthalten fein mfiffe, ober baf «rc AB = 4 . arc Aa, |. 
unb «rc D E =: 5 v «rc A a. 2)a nun A C B : p E = 4 : 5, i 
unb «rc A B : arc DE =4:5, fo ifl aud^ \ 

AGB : OOE = arc AH : Are DE. ^ 

Umgefe^rt, tt>enn bte Sogen AB nnb DE ein gemelnfc^afHld^rt f 
SRap Aa ^aben, toenn alfo j. 8. F 

arc AB = 4arcAa unb «rcDE as= 5«rcAa, f 

nnb man »etbinbet bie 3;i^ei(ung6pnn!te mit ben ©d^eiteln C nnb ^' 
bnxd) gerabe Slnien, fo toirb ber SB. AGB in t^ier JE^eite, nnb bet 
SB. DO E in fünf a;^eile get^ei«, toeld^e aKe bem 9B. ACa, unb affo 
aud^ unter fld& gteic^ fmb. 66 ifi bemnac^ ber 9B. AGB = 4.ACi^ 
nnb ber SB. DOE = 5. ACa; folglid^ ifl an^ 

«rc AB : aruDE = AGB : DOE. | 

Unfer 6a0 ift aber aud^ nod^ gUtig, tpenn bie SBinfel A'cft 
nnb DOE tnfommenfurabel finb. 2)enn Jangnet 3emanb bie ®il* 
tigfeit ber Proportion AGB:DOE=AB:DE, fo m&^t 
AB : DE ^ AGB : DOE fein. SBdre nun j. 8. 

AGB : DOE = arc AB : arc DF, 
fo fonnte man benn bod^ ben Sogen A B in fold&e Heine gleiche 3;^eiK 
t^eilen, ba^, toenn man biefe auf ben Sogen D E tjon D an^ überträgt, 
wenigfien« ein X^eilung^pnnft G jtoifd&en E unb F f&at, fo baß alfo bie 
Sogen AB unb D G ein fommenfurable« 55er^ä(tnip l^aben. @d ttjürte 
ba^er nad^ bem erpen galle AGB : DOG = arc A B : arcDG 
fein; vermöge ber SJorau^feftung aber ift and} 

AGB : DOE = arc AB : arc DF, 
folglich toare DOE:DOG = arcDF :arcDG, unb ba D06>D0E, 
fo müfte auc^ arc DG > arc DF fein, tt)a6 abfurb ifl. 8Ufo fann 

A r B A R " 

"^^* DOE "^ DE ^^^"* SBoKte man nun annehmen, e6 fei 

AGB : DOE = arc AB : arcDF', 

fo toürbe, ioenn loie t)or^in bie Sogen AB unb Dg fommenfnrabel 
jtnb, AGB : DOg = arc AH : arc D g fein, nnb baffer anij 
D OE : D g = arc DF' : arc D g. SBeil nun D g < D B, 
fo müfte au^ Dg <DF' fein, m\d)e^ abfurb ifl; folglid^ fan» 

au(^ nic^t ^ > ^ fein. 2)a nun AGB : DOE n)eber Hei^ 

DOE DE ' 

ner nod^ größer aW baö Ser^altniß AB : DE fein fann, fo muffen 
beibe Ser^dltniffe gleid^ fein. !£>iefe^ SRaifonnement betoeifi ondb jn^ 
gleid^ bie ©iltigfeit beö umgekehrten ©afteö. 

3itfa^. SBäre DOE = R, unb alfo DE = 90^ fo toixt 

AGB : R = AB : 90«, alfo AGB = -?^ . Sejeit^net man btu 

red&ten SaSinfel burd^ 1^, b. i. nimmt man ben redeten SSBinfel alt 
@inl^eit für bie S$erg(eid^uug ber 99Binfe( an, nnb fe^t man im Soges 
t)on 90®, ober ben Duabranteri = l*i , b. i. nimmt man ben Clnabrafl^ 
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teil alt <&»^ füt Mc ®ti^mU^immmi bn Stxtliboaen an, fo ifl 

1^ A B 

A C B = — '—- , welche d man ftitj fo bejrid^net : A C B = arc A B. 

(»ergt. «. 31 ; 8.) 

Vtan fie^t ^emna($, bafi bet.aud bem Sd^eitel eined SB(nfe(d mit 
Miebigent ^albmeffer befc^riebene ^ei^bogen ald bad SRap be6 Sßin^ 
Ee(6 angefe^en n^erben fönnr. !£)a aber jebe ®röpe nur bnrd^ eine an^ 
bere mit i^r gleichartige gemeffen iverben fann ; fo fcbetnt ettoa^ Unge^^ 
reimtet in ber 93orflelIung gn (iegeU; ba^ ein 993infe(, a(fo eine ^l&^t, 
bnx^ einen Äreiöbogen, b. l burc^ eine ginie gemeffen werben foU. 
Sniein biefe Ungereimtbeit f&Kt toeg, fobalb man jenen @a^ auf fo(^ 
geiibe 9[rt au6brä(ft: ,y3eber SJBinfel r>exf)aü fic^ )u einem anbern be« 
tiebigen ali Sin^eit angenommenen fo , n>ie ber and feinem @($eitel 
jkoif^eti feine beiben @(^enfe( mit beliebigem ^aibmeffer befc^riebene 
Sogen fi($ }u jenem ä3ogen )[)er^ält, ml^n mit bemfelben ^albmeffer 
and bem Scheitel M ald @in§eit angenommenen 9Binfe(d i\n)ifcben 
feine @(3{|enfel befd^rieben n)irb/' 

8. 117. 

102. Sel^rfai^. S33enn jwei Seinen, ober eine 

©el^ne unb eine S^angente, ober enblicb; toenn 
jn^ei 2;angenten paraOel ftnb, fo finb bie 
jtDifc^en benfelben (iegenben Sogen einanber 
gleic^i, unb umge!e§rt (gig. 102). 

S^emetd. 1) e« fei ber 3)ur(^meffer 
AB II DK. g»an jie^e ben ^albmeffer CQ 
fenfre(^t auf DE, fo ^albirt biefer ben So^ 
gen D E im ^ßunfte Q. 2)a aber C an^ 
fenfred^t auf ben !£>urd&mef[er AB, weil AB || DE, fo ifl an^ 
arc AQ=^arc BQ, 3iel^t man ^ierüon bie ©teic^ung arc D Q = arc E 
ab, fo erhält man 

arc A — «»•<? D = örc B — ^^c E f 
b. i. arc AD = arc BE. 

2) Sben fo betoeifi man audfi , baf , wenn bie ©e^ne H K || D E 

«ttb bie MN II DE ifl, «rc AH = «rcBK, unb arc AM = arcBN, 

bal^er 

arcAD — arc AH = arcBE — arcBK, 
b. i. are DH = arc KE, unb 

arcAD + ^^^ AM = arc BE -)- arc BN, 
b. i arc DAM — EBN. Sllfo ifi ber aufgeflettte ®a0 amS) giltig, 
»eutt beibe paxaMe ©eignen auf berfelben, ober auf t)erfd^iebenen 
Seiten bed äRittelpunfted liegen. 

3) «d fei LI 3;angente für ben *4Jttn« 0; nnb DE||LI, fo 
ifl ber gum Seru^rungdpnnft Q gezogene ^albmeffer CO fenfrec^t 
auf bie 5Eangente unb auf bie il^r parallele ©e^ne DEj balgier 

orc D = arc E Q. 




f 
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4) @e fei ST Xangente füt ben $ittift P, mt> )mraffe( mit brr 
a:aii9fttte LK SRan jlelje MN || ST, fo tfl areMP = «rc NP. 
SBeil ttttn L I unb H N berfe(6en Mttm Sinie s T pataUtl finb , fo ifl 
an^ M N II L I , tinb bemnac^ arcüllQ = arc NQ, folglfc^ an^ 
arc M P + arctUQ ^^arc N P + arc^Q, 

b. l arcPMO = «rcPNO* — 2lIfo ifl PO ein !©itr(^meff(Pr brt 
Ärrifed. 

3>te titUflefel^rtett ©ftfee n^irb ber anfftttfler ol^ne ©d^witrigfrit 
bmeifen fönttett. 

1 iia 

Sel^rfo^. 3eber ^eri^^ericn^infel ^at bie ^h\^t bed »ogene 
junt SRafc, auf brm feine ©djiettfel aufrul^ett* 

ä^etpeid. 2)ad 6entrum be6 Äreife« liegt ent 
Weber in einem ©d^enfel be6 ^erip^erietptnfeW, ober % 
^tt>if(1&ett ben ©d^enfeln, ober enblid^ aufier^alb bni ^ 
©d^enfefn be« ^erij)^erien)infel6 (^g. 103). 

a) SWan betrad&te guerfl ben SQBinfel B A E =» p, 
nnb jie^e ben ^albmeffer BC, fo ifl ber SHSinfel 
ni = p + q = 2p (S. 17, ßuf. 9 nnb 8. 38), alfo 

"> ort nr. r r rij: «ri? B E 

p = -. 2lberm==arc?BE; foIglid^p= — - — . 

I)) Setradfitet man ben SB, BAI) nnb jiel^t ben 3)ur(^meffft 
AE unb bie SRabien BC nnb CD, fo ifl 

in arc B E . n arc D E 




alfo 

m , n 
P + V = ö + ö 



m + n 



«rc B E + «rir D E 



arrBD 



2 • 2 2 2 2 

c) (SnbU(i^ betrad&te man ben 993. DAF = x,. mib jie^e We 

iif*i?EF 

^albmeifer CF nnb CD, fo i|i ber SB. EAF = v + x = - 
imb , njetl v = — y— : 

_ «rcEF Ar^r ED «rrEF — örrED 
EAF — V = X =r — ^ 



2 



2 



104. 



«r^r DP 




Sllfo ifl ber anfgeflefifte ©afe allgemein giltig. 

3ttfa$ 1. Sllfo ip leber ^Perip^eriemlnW 
bie ^älfte be« (Sentrinjinf e W , n^eld^er mit t^m 
auf bemfelben Sogen auffielt, unb alle ?peri^ 
p^erien)infel, weld^e auf bemfelben, ober auf 
gleid^en 93ogen fielen, flnb einanber gleid^. 

3ufa^ ^. $6 fei AB ein 2)nrdbmeffer 
(»ig. 104), fo ifl 



berSB-ADB — ^"^^!^ = ^ = R, 

b. i. tec ^pcifl^trimiatü, beffoi Sc^eitltl anf btm ^albhtlfe, aber 
aof btn Snbytmftm btffe(6ra 3>nr4incf[erd aufrufen, tß tin Stecktet. 
— aifo pBb aDe mnitt im ^afbftfift elnonbet flleit^. 

3itf<M( 8- SBmo b« »oflen EDG :> », b. i. > 180", fo 
ifl bet 9B. EM G > ^, b. f. > 90», uffo fhtonjf. Dann ift ab« ani^ 

bet Segen EMG<x:, alfo au« bet SBinfel EFG < ^, alfo fvi^. 
Scr ffiitifel int fletneien Segment tß bo^n immer ßmn)>f, im gröfem 
aber irnmer f))t$. 

Sofa« 4. ®« b« ffl. P = ^^nnb b« ffi.M=^^, 
feift ' 

F-H Mc 

b. i. In jebem , bem ffreife elngefcbtiebfnen siteretfe finb bie gegenflber 
liegenben 3ßinfrl infammengenontmen = 2 R =■ 180". Sflfo fann 
nnt ein fc^iefntinfeligeö ^araUelogramm fein Stitl6 befc^rieben »erben. 

3ß ber untgefe^ite @at onc^ gütig, unb nie läft tt |1{^ be^^ 
weifen? 

3nfa4( S. 3)a ber Stnlel EFI = m + ri («. 17, 3uf. 9), 
aber m ^ iFDG, nnb n = ^arcEAF, fo if) bcr Sinfel 

EFI =" ^(orcFDG + orcEAF) = \arcKAVDG. 

|. 119. 

«eM«*- '• ^'nn ft* »wri ge^en AB, CD (gig. 105) 

anßcr^Ib btd 3RitteI))unf ted fi^nefben , fo t)at bn babur($ gebllbete 

ffiinff l m *= n bfe ^albe ®nmme bei »wifc^en beiben 6e^nen liegen* 

ben ©ogen jumSRafe, nämllt^ e« fji m = n = J(or(; BD + flreAC). 



arcEMG + arcEDG 




ü. 3{e|t man uon einem fünfte A 
Greife« jtDei-@tfiuten AB, AD »bet 

Citoman'f 0I>«. 9tDm. 4. KhI. 




106) außerhalb be« 
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III. efne ©efante AD trab efne Xan^tntt AT (gig. 106), fo 
f^at ber am fünfte A gr bllbetr SSBinfel bie ^afbe Differenj ber jtDif^ei 
jenen ®eraben liegenben Sogen }nm 9fafe; nAmHcl^ e6 ifl 
m =r 1 (arc;B6D — arcEF) nnb p = | iarc DHT — areVl% 

nnb 

IV. ber >)on efner ©e^ne FT nnb einer Xangente AT am 9«^ 
r&^mng^pnnfte gebilbete 9Binfe( v f^at ben falben abgefc^nittenen 9f^ 
gen TF jnm 9lafe. k 

ä^emeiö. I. a»an jie^e AE || CD, fo ifi n = p (j. 16; 3), j; 

aber P = 4 arcBDE («. 118). B 

= I (örcBD+ ar^DE) =l(örc BD + arcAQ (§. 117), = 

folglld^ ifl an^ m = n = | (arcBD + arc AC). 3= 

II. 9Ran jte^e EGO AD, fo ifl n = m, aber 

n = iarcBG =i|flrc(BD— DG) = |örc(BD — EF), 
tt)le oben , alfo an^ m = | «rc (B D — E F). 

III. SWan jie^e FH||AT, fo ifl 

p = w = iflrcDHes |flri?(DT— HT) = Jarc (DT- TF), : 

IV. a»an ate^e FH||AT, fo ifl 

V = q = ^ arcüT = ^ arcTF. 
Sttfd^. !Der t>en einer @e^ne nnb einer 3:angente gebifbete 9%m ^ 
fei ifl bemnacb jebem 5peri^)^eriett)infel gfeicb, beffen SSftnM iuxdf Me | 
(Snb!^unfte be6 )U)ifc^en jener Seltne unb ber S^angente (iegenben 9^^ 1 
gen^ ge^en , b. i. ber »on einer ©e^ne unb einer a;angente gebilbtte 
^infel ifl gleich bem SBinfel im entgegengefe^ten Segmente, unb ntn^ 
gefelgirt: SBenn ber t>on einer ©ebne FT unb einer, burdb ben einen 
gnbpunft T gejogenen ©eraben T A gebilbete SBinfel A TF bem SBinfel 
im entgegengefeftten Ärei^abfdbnitte glefcb ifl, fo berührt ber ©d^en^ 
fei AT ben Ärei^ im ^ßunfte T. 2)enn jie^t man burdb ^ ben 
iDurd^meffer BT unb t)erbinbet ben @nbj)unft B mit bem anbem 
Snb^unfte F ber ©e^ne TF, fo ifl t)ermöge ber SBorau^feftung SB. 
V = FBT, aber im reci&tn)infligen ^FBT ifl SB.FßT + BTF = B, 
alfo andf v + B T F = R, b. i. SB. A T B = R, folglich iji 
AT j^ OT, b. i. fenfred^t auf ben J&albmeffer im (gnbpunfte T, nn» 
bemnad^ ifl A T bie Tangente für ben ^unft T be6 gegebenen Äretfe«. 

8. 120. 

107. Sel^rfa^. ^albirt man in einem redbt^ 

tt>infligen ^ABC bie ^ij^otenufe AB im 
^nfte 0, unb befd^reibt man and bem 
5ßunfte mit bem J^atbmeffer OA einen 
Ärei«, fo mniß biefer burdb ben ©d^eitet C bed 
regten SBinfeW gelten (gig. 107). 

SetPetö. SB&rbe bie ^eidlinie nidbt 
bnrdb ben ^unft C gel||en, fo mfifte fle bie 

F^^C^^-^A Statf)eU BC im fßunfte D, ober i^re JBerlän^ 

gemng in B fd^neiben. 3'^^^ tnan mm im 




erfien %aUt Me ®txatt A D , fp tohxe ber SB. A D B = B, a(6 SSJitt^ 
fei fm ^albArdfe, noh bmnaäf tohxt ADB = AGB, n>a6 nic^t fein 
hm, t>a ber 993. ADB > ACD ($. 23, dttf. 8). 3m atibern gaOe 
gfel^ tnaii A E , fo n)&re A E B = B , a(d Sßinfel im ^albfteife , uttb 
b4er ber 9ß. AEB=S9B. AGB, n)e(($e6 ebenfaUd nid^t fein fonn, 

ba ber SB. A G B > A E G (8. 23 ; 3ttf 8). 3)a nnn bie Ärei^Iinie 
bie Statf^ttt CB n>eber jn)if($en B nnb G, nod^ in i^rer 9}erl&ttgerung 
fd^neiben fann, fo mnp ^e bnrc^ ben @(^eitel G ge^en. 

Slifa^ 1. SoUte bemnad^ im fünfte G anf bie @erabe BE 
ein $et))enbife( errichtet n>erben, fo ne^me man auf er bet @eraben B E 
einen beliebigen ^tmft an, nnb befc^reibe an6 il^m aU @entmm mit 
bem ßalbmeffer GO einen ^eid, n)e(d^et bie gegebene Sinie BE in 
ben fünften B nnb C fdbneibet, bann jie^e man ben !X)nr(^meffer AB 
mtb )>etbinbe ben $unft A mit G, fo ifl AG fenfrecbt auf BE im 
?Punfte G , benn e6 ifl A G B ein SBinfet im ^albfreife. 

Sttfa^ 2. ©oOte t)om ^ßunfte A' jur 5Peri^^etie BFA eine 
3:angente gegogen tterben, fo t)etbinbe man ben ^nntt A' mit bem 
gentntm 0, nnb befc^reibe über A'O al6 !£>urd^meffer einen Äreid 
OBA'F, »elc^ier ben erfien in ben ^Pnnften B nnb F fc^neibet. 3ie^t 
man nnn A'B, fo ifl biefe ®erabe bie ^iangente für ben $nnft B 
bed gegebenen ^eifed, benn e6 ift ber SB. OBA' = R, a(6 9Binfe( 
im ^albfreife, nnb OB i^ ber ^albmeffer be6 JPreifed BGF. @ben 
fo tt)ärbe and^ bie )>on A' nadl^ F gezogene ®erabe AFben ftreid BFA 
im fünfte F berühren. 



8. 121. 



108. 




ITW 



Sel^tfa^- ^iHt man an6 ben @dbeiteln 
ber brei äBinfel elneö 3>rele(fd ABG auf 
bie gegenüber llegenben Selten bie ^ßerpen* 
biW AD, BE unb GF, fo fd&neiben jid^ 
biefe in einem nnb bemfelben fünfte 
(glg 108). 

Semetö. 9Ran f&Ue and B unb G auf 
bie gegenüber liegenben @eiten A G nnb A B 
bie $er»)enbifel BE unb GF, fo burdbfd^nei^ 
ben pd& biefe in irgenb einem fünfte 0. 9?utt 
jlefie man bie ®erabe A 0^ n>eld6e t)erldngert bie Seite B G im 5ßunfte 
D ttiP; fo n)irb e6 jid^ nur nod^ barum ^anbeln, ju bereifen, bap 
ondb biefe ©trerfe A D J. B G fei* 3u biefem ßnbe fiafbire man B G 
im ^^fte 6, nnb beft^reibe aud G mit bem ^albmeffer BG einen 
^Ibfrde, fo mup biefer burd^ bie ^ßunfte F unb E gefien ($. 120). 
genter ^albire man aud^ bie ©erabe A im ^ßunfte B, unb befd^reibe 
an« H mit im ^albmeffer A H einen Ärei«, fo ge^t beffen ?ßeilpberie 
an« bemfelben @mnbe burd^ bie @d^eite( F unb E. @nblid^ }ie^e man 

Me ©e^ne FE, fo ifl 

8* 



116 



arc CE 



are OE 



m = -^ — n = :::^^— = p (j. 118). 

2)a tmn m =r p, nnb bet 9B. B C B tsr 9ß. ACD, fo iß mtd^ M 
SB. ADC = BEC = R; bemnadf ffl AD fcttfret^t auf BC, fblg^ 
Kd^ btttd^fd^neiben ftd^ bie brei $et))enbiff ( AD, B E tmb C F in eteem 
wib bemfelbcn ^Puufte 0. 

5)er Slttfanger t>frfud^c btefcn ©aft atid^ für ein fltinn>ftetiifH§rt 
2)re{e(f ju bewetfen. — SBo liegt ber $tittft fflr ein rcd^twinWart 
a)teietf? 

Snfii^- ä'I^^n f^^<<^^ <^(fo ^^ b^^ fünfte A asf bie ®erabe 
B C au(^ auf folßenbe »rt ein 5peri)ettbifel fatten* SRa« jie^e tta(( 
Selieben jmei gerabe Sitiien AB tinb AO, befd^reibe aber BC einet 
^albfrei«, weld^er jene ®eraben in im ^nften F tmb E fd^neibet, 
iittb jte^e bie Seinen BE unb CF; fo ifl bie öcm A att6 burdb ben 
2)ur(|fdbnitt6^)unft gegogene gerabe Sinie AD fenfred^t auf bie ge^ 
gebene Sinie ßC. 



S. 122. 
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SCttfgabe« Uelber einer gegeie^ 
nett Sinie C ß eitt ^eidfegtnettt t)im 
ber Slrt ju bef(^reibeti , baf ber $c^ 
rtplgierten)infel , bejfen 6d^^M burdj 
bie @nbpunfte ber (Seltne CB ge^ 
l^en, bem gegebenen äßinfel in qM^ 
»erbe (gig. 109). 

Stttftdfttttg. 9Ran fonffamire 
gur 8tnie Cß Im enb))unfte C einen 
mnUl TCB = m, unb errid^te 
auf CT im (gnbpnnfte C ba« $er^ 
pmbiUl C¥, n)eld&e6 bie im SRit^ 
telpunfte D ber ©e^ne CB erridbtete 
©enfred&te DE im fünfte bnr(^ 
f^nelbet Sind befc^reibe man nun mit bem ^albmejfer OB einen 
Ärel«, fo ge^t biefer bnrd^ bie ^fte ß unb C, unb tt>el( 0(3 
fenfret^t auf CT, fo ifl CT bie JCangente für ben ^unft C, folg^ 
Hdb ifl ber SB. BCT = l arc BC «= SB. CGB («. 119, 3tifa<j). 
Slber BCT =^ m vermöge ber Äonfhuftion , alfo ifi auc^ BGC = m. 
Svfa^* ®in*> ^^^^ ^ttutU A, B unb C ber Sage nac^ gege# 
ben> unb man foU einen fold^en ^unft G be^mmen, bof bie »t»« G 
nadb jenen fünften gejogenen ©trauten am fünfte G bie gegebenen 
SBinfel m unb n bilben, fo >)erfa^re man auf f olgenbe Slrt : SRan jie^e 
bie ®eraben AB unb BC, befdfreibe über AB ein Ärei6fegment, mU 
d^e6 ben gegebenen SBinlel n, unb über ß C ein Äreiöfegment, »el^ 
ben anbem gegebenen SBinfel m faffen fann, fo ifl ber 2)ur^fdfttittd^ 
^)unft G beiber Ärel^fegmente ber gefuc^te ^nnft, benn e« ifi 

SB. AGB = n unb BGC = m. 



in 

i. 123. 

Sel^tfa^. SSenn fic^ )n)ei ^ef^ntn AB nub CD im ^eife 
tord&f(^tlei^en , fo finb Me Segmente ^erfelben umgefel^rt proportional 
(»ig. 105). 

fBetnetö« 9Ran jie^e bie Seinen CA unb BD, fo ifl, tt)eU 
m «= n tmb C = B (S. 118), bad ^ACF ~ ^BFD (§. 81, 3uf. 1), 
fblslii^ AF: CF = DF:BF. 

3tlfi#* 3f} ^^ !X>ut($meffer IG fenfte(^t auf bie 6e^ne AB, 
fo toixt> biefe im ^nnfte P f^albivt, nnb n>ei( IP: AP =bP: ?G, 
fo i# bittet 6n»fHtutiott IP : AP = AP : PG, b. $. bie Orbinate 
AP i^ bie mittlere geometrifd^e proportionale jkoifd&en ben @egmen^ 
ten bed !X>ttrd^mefferd , toa^ n)tr fd^on im §. 87, 2) gefe^en ^aben. 

93ie finnte man biefen @a$ nod^ anbet6 betoeifen? 

S. 124. 

Sel^tfn^ ffienn man t)Ott einem $nnfte A anf er^alb M Ihreifed 
)tt)ei @efanten AB nnb AD jie^t, fo finb biefelben ben 3(bf^nitten 
AE nnb AF anfer^tb be6 ^eifed nmaefel^rt proportional (Sig. 106), 
mb umgefefirt : gie^t man bnrc^ einen $unft A jioei ®erabe A B nnb 
AU nnb t^eiit fie in ben ^}nnften E nnb F fo, bap bie ^oportion 

AB : AD = AF : AE 
Statt fittbet, fo ßeaen bie ))ier $nnfte B, D, E nnb F in ber $eri^ 
p^e eined nnb beffelben ftreifed. 

Setneid. 1) 9Ran jie^e bie ©eignen B F nnb D E , fo iß ber 
S. ABF = ADE, nnb toeil an^ SSB. BAF = DAE, fo ifl ba« 
z/ABF ^ z^ADE, nnb balgier 

AB : AD s AF : AE 

2) 3fl nmgefe^rt AB : AD = AF: AE, fo üegen bie t^ier 
fünfte B, D, E nnb F in berfelben ^}eripberie. Denn benft man 
^ bmä) bie brei ^}nnfte B, D nnb F einen StxM befd^rieben (§. 109) 
tmb bie $eripl^erie beffeiben toärbe nic^t bnrc^ ben "oiexttn ^nntt E 
ae^en, fo mupte fie boc^ bie ®erabe AB in irgenb einem anbem 
$«ifte e fd^neiben, nnb bann toäre nad^ 1) 

AB : AD = AF : Ae, 

imb ba and^ 

AB:AD = AF:AE, t)ermoge SBoran^fe^ung, 

fo ntäfite Ae = AE fein, toa^ abfnrb ifl. 

(Sd fann bemnad^ bie, bnrd^ B, D nnb F gel^enbe ^ßerip^erie bie 
©erabe AB in feinem anbem ^ßunfte aW in E fdjineiben, unb ba^er 
liegen iene t)ier fünfte in einer unb berfelben ?ßerlp^erie. 

ällfa^ 1. 2)enft man fld^ bie ©efante AD um ben ^JJunft A 
flegen T $in bewegt, fo ifi Har, baf bie iDurd^fd^nitt^punfte D unb T 
Immer nftber jufaramen rürfen, nnb enblidfi im fünfte T jnfammcn^ 
faOen, b. i. baf ba« ©tfidf DF ber ©efante AD to&^renb ber 93e»e^ 
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gung immer flelnet, unb im ^mtk T ettMid^ ^Ui^ ftuU mvbt. Slber 
Mm tt)lrJ) AT = AD = AF, unb ba^cr iji 

AB : AT = AT : AE, 
unb eben fo ifi awi) , mnn A M eine S^angente ift, 

AB : MA := MA : AE, 
b. f). bie SEangente M A ifi bte mittlere geometrifdffe ^Proportionale jwt 
fd^en ber ©efante AB unb i^rem Slbfc^nltte AE außer bem Äreife. 

!Diefer 6a^ (aßt {{c( audb ^uf folgenbe Slrt ben)eifen : äRan gie^ 
bte ©elginen BM unb EM, fo ifl ber SBinW AME^MB A ($. 119, 
3ufa0), unbber9B,MAEc=MAß, alfo ifl bad ^AME ~z/AMB, 
folglich AB : AM »= AM : AE. 

3ufa^ 2- @^ ifl ^^o AB.AE = AD.AF, unb 

MA*=x AT = AB.AE = AD.AF, 

alfo auc^ MA = AT. 

Sttf«^ 3- 21«^ ^^^ umgefelgirte ©aft ift giltig, namtic^: aBenn 
man burd^ einen ^unft A jwei ©erabe AB unb AM jle^t, unb bie 
AB in E fo t^eiit, baß bie anbere ®erabe AM bie mittlere geometci^ 
fd^e proportionale jnjifd^en ber ganjen 8inie A B unb i^rem Segmente 
A E wirb , fo berülgirt bie ©erabe A M ben bnx^ bie brei 5ßuttfte B, E 
unb M gefülgirten Äreiö. — 3)enn jiel^t man bie ©eraben B M unb E M, 
fo ifi, weil t)erm6ge äJorauöfe^ung 

AB : AM = AM: AE unb SB. BAM = SB. EAM 
i|i, bad z/ABM^ ^AEM, foIgli(^ ift SB. MB A = A ME, unl) 
ba^er berührt bie ©erabe AM ben Ärei« BMF (§. 119), Sufaft). 

3ttfa^ 4- 2)<i nac^ 3«fÄft 2. bie beiben SEangenten AT unb 
Al (gig, 100), n)elc6e an^ einem fünfte A gu bemfelben Äreife BmD 
gejogen n^erben fönnen, einanber gleid^ ftnb, fo tl^eilt bie, t)on bem^ 
felben fünfte A an^ burc^ baö (Sentrum C gejogene ©efaute AD 
nic^t aöein ben t)on ben JEangenten gebilbeten SBinfel lAT, fonbern 
aud^ bie jtoifc^en ben Seräl^rung^punften (iegenben Sogen tBT unb 
IDT, enblic^ ben entfpred^enben SBinW t C T am SWittelpunfte in 
8tt)ei gleid&e Zf)tlU, ferner ^atbirt fle bie ©e^ne iT, tt>e(c^e bie bei^ 
ben Serül^rungöpunfte t)erblnbet, unb fie^t fenfredft auf blefe ©e^ne. 

3itfa$ 5* Umgefe^rt muffen aud^ folgenbe Safte gütig fein : 

a) 2)ie ©erabe, tt)eld^e ben t)on jn)ei 3;angenten gebilbeten SBin^ 
fei l A T j^albirt , ge§t t)erlangert burdfi bad Sentrum beö Äreifed, 
fie^t fenfre^lt auf bie burc^ bie Serü^rungöpunfte ge^enbe ©e^ne iT, 
mt) f)albixt biefe ©e^ne, ben entfpred^enben SentriU)lnfel ICT unb 
bie beiben Ärei^bogen tBT unb t D T. 

b) SBerbinbet man bie Serö^rungöpunfte itt>eier 3:angenten, 
totld^c burc^ benfelben ^nntt A ge^en, burd^ eine ©erabe, unb fallt 
an^ bem SRlttelpunfte bed Ärelfe^ ein ^erpenblfel auf jene ©e^ne i T, 
fo ge^t biefe* t)eriangert burd^ ben 2)ttrd5fd^nittdpuntt beiber JEangeu;' 
ten unb ^albirt ben üon il^nen gebilbeten SBinW unb bie beiben Ärei«^ 
bogen i B T unb i D T. 



3ilf^ A* !Da bae z/AGT xtäfMntlii in T ttnl) TBXAC 

i^, fo ip (ttad& 1 87, 3) CT*= AC.CE, ober mm CT = r, 

AC = X ttiib CE =« y gefegt Wirb, r* = xy, mitf)in x = ^. 

SBlrb ^icr CE = y«:0 gefefet, fa tpirb CA=x = oo, unb j^lerau^ 
ft^ mir, ba$, tpentt bie @e§ne iT burc^ ben VtitMpnntt ge§t, bie 
beibett bard^ii^re @nbt)unfte i unb T gejogenen S^angentett fl(^ in eU 
ttft unenblic^en Entfernung, b. f) niemals [(^neiben, bap {{e bemna(^ 
)a eina'nber <)arallel tperbcn. 9?immt man CE = y > unb läßt 
y fttccefftt)e alle benfbareu SBert^e t)on bi6 r annehmen, fo tt)irb 
mit bem ffiac^fen t)on y ber SBert^ t)on x immer fleiner, b. f). je tt>el^ 
ter ftc^ bie burc^ bie Serä^rungdpunfte gezogene @e^ne t)om Zentrum 
entfernt, be^o na^er rütft ber 2)urcl^fd^nittdj)unft A ber beiben %an^ 
genten bem 3Wlttel))unf te , unb für y = r n)lrb auc^ x = r , mithin 
fallen bie ^untte E unb A mit B ^ufammen, unb bie beiben 3:angen^ 
ten At unb AT bilben eine nnb biefelbe ®erabe, nur toirb At linfd 
ttttb A T rec^tö t)on B ju liegen fommen. — SBoHte man aber y > r 

omie^mett, fo n)ürbe — < — « r, b. i. ed toürbe x < r tt>erben, 

mitwill tt)urbe ber 2)ttrc^fc^ttltt6punft ber beiben aiangeuten innerl^falb 
ber ?ßerii)IJerie liegen, tt>a« abfurb ifi. — 9Wmmt man enblicft 
CE = y <0, alfo negatio, b* f). tt>firbe bie Se^ne IT unterhalb 

bed Sentrnmd liegen j fo n)ürbe anä) AC =x =-— = toer^ 

ben, b. ^. bie burdb i unb T gezogenen 3;angenten fönnten fid^ nur in 
bem aitoatte t)erlingerten ^albmeffer CD burc^fd&neiben. 

Sufn^ 7* ^ie mittlere geo^ 
metrifciie $ro))ortionale )U)ifdben a 
unb b l&ßt fid^ bemnadb aucl^ auf 
folgenbe »rt finben (gig. 110); 
SWan ma^t eine ©erabe AT = a, 
unD fc^neibe einen 2;^eil BT = b 
ab, befdbreibe über ber 2)ifferenj 
a — b = A B aW 3)ur(^meffer ei> 
mn Äreiö, unb jie^e enblid^ ju bie^ 
fem du^ bem fünfte T eine 3;an^ 
gente Mt (». 120, 3«^ 2), fo ifi 
biefe bie gefuc^te mittlere ^ßropor;* 
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tionale, benn ed ift 

MT = AT. BT. 
^nfa^ «. 3)le Slufgabe («. 92) , eine gegebene 8lnie A B im 
ittfiem unb mittlem Setbaltniffe ju tigieilen, läßt fld& aud^ auf nac^pe^ 
benbe ?lrt auflöfen. "Sülan errid^te im enbj)unfte A ber ®eraben AB 
auf biefe ein ^erpenbtfel AD = AB, befd^reibe über AD al« 2)urd&^ 
meffer linen Itrei^ , unb jie^e HxH) bad (Sentrum C bie ©efante ß E. 
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111. (Snbll^ befd^teibe man and B mit bem ^alh 

meffcr BF einen Äretdbogen, fo t^eilt biefec 
^ bie gegebene Sinie A B im $nnfte G im &tt< 
' ^etn uttb mitttern SBerlgiaUniffe (glg. 111). 
2)enn AB i|i fenfrecbt auf ben SJntdfmeffer 
AD, alfo 2xingente fftt ben $unft A, nnb 
ba^er ifl 

BF : AB = AB : BB; 

aber BF = BG, unb 

BE = BE + FE = BG + AD ($. 27/3ttfa0 2) = BG + AB, : 

a(fo bntcb ©ubfUtution: ' 

BG : AB == AB : BG + AB, 

bemnad^ ifl auc^ 
ober 



AB — BG : BG = BG : AB, 
AG : BG — BG : AB. 



S. 125. 

Sel^rfa^. 38enn man an^ einem fünfte T jum Greife BNA 
eine a^angente MT, bie ©erabe CT, unb an« bem Serfi^rttn96j)ttttfte 
M bie 8inie MP fenfredjit auf CT jie^tj fo ifl l ber ^albmejfer BC 
bie mittlere ^Proportionale jmifd^en ber Oeraben CT unb bem ©eg^ 
mente CP; IL bie Entfernungen TN unb PN cine^ jeben beliebigen 
fünfte« N ber 5ßerip^erie finb im beftänbigen aSer^ältniffe B T : B P 

(»ig. 110). 

ä^emetö. l Vtm jie^e ben ^albmeffer C M, fo iß ba6 z^ C T M 
re0ttt)innig in M ($. 112), alfo CP : CM = CM : CT (j. 87), 
unb »eil CM = CB, fo ift «ucb CP : CB = CB : CT. 

II. SQBeil CN -= CB, fo ifl au(^ CP : CN = C N : CT, 
unb ba ber SB. PCN = TCN, fo ifl ba^ -^CPN ~ z/CTN, 
unb ba^er 

NT : CN «= PN : CP, ober NT : BC = PN : CP (A). 
3)a aber nad^ I. CT : BC = BC ; CP, fo ifi 

CT — BC : BC = BC — CP : CP, 
ober 

BT : BC = BP : CP. 
SBergleid^t man biefe Proportion mit (A), fo ift aud^ 

NT : BT = PN : BP, 
unb burdji älterniren 

NT : NP = BT : BP. 

3ttfa$« «Ifo n)irb ber SBinfel PNT burd^ bie ©erabe BN 
l^albirt c«. 71). 

S. 126. 

Sel^tfa^. Sielet' ntan im ^albfreife (gig. 112) an« bem einen 
iinfte A m 2)ttrd^mefferd AB mehrere ©eignen AM, AN, 



@nbpunft 
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112. 




A P, . . . j fo tjetj^often fld& Me Ctuatrate 
berfelben n)te Mc ©egmente be« !J)iirdf^ 
meffcrd Am, An, Ap, . _ jn^ffd^eu bem 
Slnfattgd^unfte A nttb bett ane ben @ttb^ 
»)unften M, N, P, . . . jeiicr ©eignen auf 
bctt 3)ttrcl5meffcr gefÄffteii ^etpmbtfeltt. 
m np T ^ "* Meineid, ««ifi nod^ «. 93, Sufaft : 

AM = AB . Am, ÄW = AB. An, AP = AB.Ap, 
u. f. tt>., alfo 

AM : AN : A? : . . . = AB . Am : AB , An ; AB • Ap , . . 
ober 

S 1 — s 

AM : AN : AP : . . . =» Am : An : Ap : ... 
3ufa^« SKad^t man Am = ran = np = . . ., fo tjl 
Am : An : Ap : ... ss l.Am : 2«Am : 3. Am . . «, 
ober 

Am:An:Ap:.*.=3i:2:3:*.., 
a(fo auc^ 

ABI : AN : AP* : . , . = 1 : 2 : 3 : . . • 
^teraitd folgt 



AN* = 2. AM, 
AP »= 3.Tm, 
AO = 4. am', 



alfo 



ff 



n 



n 



AN = AMv/2, 
AP = AMv/3, 
AO = AM v/4, 
AR = AMv/5, 



«immt 
AM » 
AN » 
äBurbe 
itt aQm 
AN, A 
n)ttt)elii 



AR = 5. AM, 

K. 2C. 

matt enblic^ AM atö Stttear ^ @tnl^eit an, ober fe^t man 
I5 fo toirb 

\/2, AP =« v/3, AO =v/4 = 2, AR ==\/5, ti: f. to. 

man nun bcn 2)utc^meffer A B tn 1000 gleiche X^eile treuen, 

3:§ei(ttng6))unften $etpenbife( errid^ten, unb bie Seinen AH, 

P, . . . ettttragcn , fo erhielte matt auf blcfe 2lrt ble CXuabrat;» 

au6 ben ttatürlid^en ^(x^tn oon 1 6tö 1000 in Sinien bargefleQt. 



113. 



8. 127. 

Sel^tfa^. SBenn man einen ^rei^bo^ 
gen BF tm fünfte D ^alMtt (gig. 113), 
burd^i ben Slnfang^pnnh F bed Sogettd 
ben 3)utc^meffer FA jle^t unb ben @nb^ 
^)unft A beffelben mit bem SKittel^yuufte 
1) unb bem anbern @nb!))un!te B jened 
Sogend burd^ bie ©tteden AD unb AB 
t)erMttbet, fo ifi bie Se^ne AD bie mittlere geometrlfd^e 5|?ro))ortlpttgU 
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smifd^en bem <^a(6meffet AC unb bet @umme bed 2)ui:(i^me{fetd AP 
unb ber anbem ©el^ae Aß, ober ee Ifl Xü = AC (A F + AB). 

fBtt»ti^^ ^an jiel^e bie @e§ne BF, ben ^a(6mefrer CD, 
unb D H II B F , btd fte flctf im fünfte H mit bet t)er(&n9erten ®e^ne 
A B burd&fctftteibet , fo ifi C l> fowo^I auf B F, ale auc^ auf D H feilt 
tec^t (88. 17, 3«fae 1 unb 110), BE = EF, unb bie ©e^ne 
BD = DF ($. 105, 3u[aft 3). !Da ferner ber SB. ABF == R 
(8. 118, 3«faft 2) = CEF, fo i|i A B || CD (8. 16), folgli* 
ßH==DEunb DH4-BE(8. 17,3uri0). 3iel5it man nim OG j. A P 
uttb t)er9leidbt bie 2)relecfe B H unb D G F , [o ergibt fid^ , ba^ ber 
ggs. G = H = R, ber 333. GFO = AFD= ^«rrABD, unb ber 
SB. HBD = iarcABD («. 118, 3u[aft 5), alfo oud& ber aBinfel 
GFD = HBD, Uttb bie Seite DF = BD, ba^ bemnac^ bie ge^ 
nattttten Dreiecfe fongruent feien. ,&ieraud folgt nun DG = DH 
unb BH == GF. gBetl enblic^ DG = DH unb A D == A D, [o 
ift bae rec^ttoittflige ^aGD ^ ^ADH, ba^er: 

AG = AH == AB + BH == AB -f GF. 
3m red(;ttt)iuHi9en 2)reiecfe ADF aber ifi 

AD = AF.AG (S. 93, 3«fa6) = 2 AC. AH = AC . 2 . AH 
= AC(AH + AH) = AC(AB + GF + AG) 
= AC(AB + AF), 

ober AC : AD = AD : AB + AF. 



8 128. 

^nf^aht* 3)ie ©eignen imitx Sogen bef[e(ben ^reifed flnb 
J14 nebfi bem ^albmeffer gegeben; man foB 

bie ©elj^ne ber ©umme jener Sogen 6e^ 
red^nen. 

5luflöfuttg- @e fei (gig. 114) ber 
t&albmejfer C = r, bie ©e^ne B C = a, 
AC =: b, unb bie ©e^ne ber ©umme ber 
Sogen BC unb CA, namlic^ AB = *. 
Wan jie^e ben Durc^meffer C I , bie ©e^ne 
AI unb C P fenfrec^t auf AB, fo ifl ber 
aSinfel A IC == ABC (8. 118), unb ber 
Sßinfel CAl = CPB = R, alfo ifi bod 
^ACI -. z/BCP, ba^er AC: CI = CP : BC, b. i. b:2r=CP: a, 

unb ^ierau^ folgt CP = — . "Sinn ifi im -^ACP ber Slbfc^nitt 

« r 

AP «n/äc - CP = i/b» _ !^' = ^^ Vi^"^^', 
unt) Im ^BCP ijl 
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BP =V^BC'— CP' = V/a» _ ^* = ^^ v/4r'-ü', 



4r 
alfo AP + BP = AB = »=^S/4r'-a' + ^v/ 4 r' - b'- 

3ufa^ I. SBltb ble @e§ne BC == AC, obet a = b, fo tt>lri> 

AB = 8=^v'4^* - a'4- ^V4r'-a' == f \/4r'-a' 

unb a = V'2r* — «Vi'r^^^' = r 1^2 — >^4 _ i{. 

®d n)trb bemnad^ iti Wefem gallc an^ AP =, ßP, AB feafcec^t auf 

Cl, ttttb CP = ^- 

3ufa^ 2- ®e^t We €e^ne AB burti^ ba^ Senttum; wirb fte 
alfo et» 2)ur(^meffet , fo ^at man 

« = 2r = - \/4r'-a" == ;^ \/4rV-b*, 
2 r ^ 2 r ' 

ober •" 

4r« = b >/4r'- a* + a v/4r' — b'J 

ttiib für b = a Ifi 

4r* = 2 a \/4r» - a', ober. 2 r* = a \/4r* — a/ 
3ufa^ a äßarc bie ©e^ne A C = b ber iDifferetij jtt)eler So^ 
gen AGB unb BC, bereu ©e^nen AB = s unb BC = a gegeben 
ftttb, jtt bered^neri; fo erhalt man biefelbe au^ ber obigen (Slelc^ung, 
inbem man biefe in Se^ug b auflöfl. ^an finbet namlic^ 

b = — [8 •4r"-a' — a v/4r - 8*]. 

9?immt man aud^ ^ier an, bap bie ©e^ne AB bnrcti bad Sen^ 
trum gelgie, ober fe^t man s == 2r, fo wirb 

b = -1- [2 r v/4 r" — a" — a v/4i'" — 4r*] 
= TT t2 r v/4r'-a'l = \/4r»-a% 

tt)le e« fein mu^. 

SBie (af t fld^ ^unfet Problem no^ anbet« auflJfen ? 

8. 129. 

SInf gab«. 2)ie ©e^ne n A B unb B 1 jwttei 33oflfii, unb i^re 
abfiänbe Oü unb OE »om (Sentram jinb flegeben; man fott bie 
©e^ttt A I ber 3)ifferenj {enet Soflen , nnb i^ren 2lb(tanb F »om 
3Ritte(»)unfte berechnen (gl«. 114). 

^unöfnna aWan fe^e bie ®e^ne AB = 2ni, alfo A D = BD == ra 
($. HO), bie ©e^nc BI = 2n, alfo BE = El = ii, ba« «ßet* 
penbifel OD = p «nb OE == p'. 3ie^t man ben J^albmeffer 10, 
unb feftt i^tt = r, fo tft im rec ^itwinftiflen ^01 E offenbar 

1 = V Fe 4- Öe", ober r = \/"^ + l''*) 



IM 

htmnaif iß andb btt ^albmeffer befatmt Statt jle^ tnbUä) O V fest 
ted^t auf AI, tvoHxSf AP » IP mitb, unb t)ft(&tt8ere bad $ecf 
penbifel OE, mldfe^ ben Sogen BHl im fünfte H ^albict Seif 
nun ba« zi A F G ^ zi D G (|. 81), imb ba« ^ A P 6 ^ 
^lOB, inbem 

B = P »tR unb BAI e» larrBHI = arclti = 9B.I0H, 
alfo audf ia^ J AGV ^ JIOE, fo erj^ait man folgeube ^xo^ 
pottionen: l DG : DO = IE : UE, ober 

DG: p = n : p', alfo 

DG = P^. 

IL DO : OG = OE : 10, ober 
p : OG s p^ : r, alfo 

OG = L^ 

UI. AP : PG = OE : IE, ober 

|AI : PG = p' : n, unb 
IV. AG : PG = 10 : IE, ober 
AG : PG = r : n» 

mH mm D 6 = ^ (U fo ifi 

AG = AD - DG = m - P^" = ^^^ 

P p' ' 

unb blefer SßertlJ in (IV.) fub^ltuirt, gibt: 

l^J^-P." : FG ^ r : n, ober PG = "^"P^ f ^"J, 

P' p'r 

©efet man biefen SBBert^ für PG in IIL, fo erljiaft man 

. n(mp- ~pn) ^ , 

2 * * 5^ P ♦ "/ 

toorau^ 

., 2(mp' — pn) 2(mp' — pn) 

A 1 = = y , = 

r v/d' + p'" 

gefunben n)trb. gerner iji 

op = OG + GP = p; + il1?!j:L-:lpj!) 

' p p' r 

p r' + m n p' — p n' p (r' — n') + in n p' 

p'r p'r 

p p' + m n p' p p' + mn 

~ P'r ^ \/i^M^P^* 

gür ben ^albmeffer r = 1 toirb 

A 1 = 2 (m p' — p n) unb F =r p p' -f- m n. 

Sttfa^. SOBenn bad Zentrum {nnerl^a(b bed ^ABI liegt, 
wenn alfo arc Bl + arc lA > n, fo ^at man D nur negatit) )u 
feften, nämlid^ OD = — p, unb bann finbet man 

Z (0. p' + pp ) Qp «iü^^l:' 

\/*n + p" VV + p'» 



las 

8c0t aUt iat (Enttrmii hi Nr Se^iie AB, toM a(fo an? AI -|- 
«re Bl ar=r jT, fo ti^itb OD b o; folglich AD := in » r nnb 

AI = •iH! - tf' «* OF — ?^ — ■ = I BL 

Snnietfitta. ilel^c^ 1^1^ ^tffhi^t UnfgoBeii ftabel moi in ber geontc« 
irif^eti 19eif)»iei[faiiiiiilttiid; bereit StttfUfnitg loiv bem fleifiBen 9lnf&nget brin« 
genb eiit))fel^(eit. 



Von >eti im greife un> um beti ^vm htf^thentn 

flolQgonen. 






8. 130. 

^nf^äbt* @{nem gegeienen Jhreife M ein ^ a b c einjnfd^rfi^ ^ 
Un, ml(t)t^ einem gegebenen ^ABC a^ttlid^ ip (gig. 115). 

115. 

a 




M,^^ 



31ttfldfun(|. S'Ian jie^e burd^ einen beliebigen fßnnTt a in bet j 
$eripl^erie bed gegebenen ^teifed eine S^ngente p t , fonfhrnire im 9e^ I 
ru^rnngdpnnfte a jnr ©eraben ap einen S33infel bap = C^ unb jin' 
@eraben at einen 3Binfe( cat = B; enblic^ ))etbinbe man butd^ He 
@erabe b c bie ^nnfte b unb c, in mlcl^tn bie @di;enfet jener Sßinfel 
ben gegebenen Äreid [d^neiben, fo entjielj^t ba6 -d^abc ~ ^ABC, 
benn bet SB. c = bap ($. 119, S^föft) = ^ t)ermöge Äonfhnftiott; mi 
eben fo bet JDB. b = cat = B. 

8. 13L 

Slufgal^e* Sinem gegebenen Jhreife P ein ^abc um}nf(i^tei^ 
ben, tt)eld(ie0 einem gegebenen ^ABC ä^nlid^ iff (gig. 116). 

116. 





\ 



IST 

Slitfidfitllg* SRait iit^t dnnt (fliebigen ^albntefffr Od, 
foaßmire am Vänüpmftt }nr Shiie Od einen SSinfel a = w, 
tni ß = ^, ml^t (e^tereii inxif SSerlAngermig ber 6eUe AB M 
gegebmen ^ABC mtflej^en, no!b jiel^e enblid^ bnrd^ bie $ntifte d, 
e Bsb f Xoitgenteii, tveld^e fid^ in ben ^nnften a, h unb c but(l^< 
ffbttHbfit, mtb babutdb bad t)et(angte ^Bbc befHmnten, too'oon man 
jl^ auf folgenbe Art überjengen tann. 3n bet t)ierfeiHgett gigur b d o e 
^b bie SHnfel d unb e redete SSinfel, imna^ ifl /3 + b =:r 2R 
(|. 26; 3) = n + B, unb tpeil /5 = n, [o ift aud^ b =r B. 
eben fo bekvei^ man, baf a = A, tvorand bann bie Slel^nlid^feit bei^ 
ber Dreiecfe »on fefbfl etbeUt. 

8. 132. 

117. Slufgalie* (Sinem gegeben ^ABC 

einen Ärei^ einjufd^reiben (^ig. 117). 

Sluflöfuttg. ^an ^albire jtpei Sßin^ 
Ul bed !X)reie(fd, j. 9. A unb C burdb bie 
©eraben AO unb ('0, unb jie^e an^ bem 
3)urd{>fd^nitt6punKe biefer ^albirungd* 
linien bie ®erabe OD [enfredbt anf AB, 
fo iji bad ^Perpenbifel Ol) ber ^albmeffet 
bed gefuc^ten ^reifed, unb ber iDurc^fd^nittd^ 
punft beffen 3RitteI))unft. !Denn jie^t mm 
bie ©enfredjiten E unb F auf bie ®eraben 
AC unb BC, fo ifl ba« z^AOI) ^ ^AOE, mit D = E = R, 
imb /J = «, unb ba« -.r/COE ^ ziCOF, mll E = F = R, unb 
a = b, alfo ip D = E = F, b. i. bie «ßunfte D, E unb F 
finb ^(eid^toeit t)on entfernt; folgKd^ berührt ber aud mit bem 
^albmeffer D befd^riebene Äreid bie ©eiten bed gegebenen !Dreiedtd 
in ben fünften 1), E unb F (s. 112), unb ifi iafftx bem IDreietfe 
cittgef^rieben. 

3itfa# 1. aSerbinbet man aud^ ben ©d^eitet B mit bem 9Rit^ 
tel^unfte bur* bie ©erabe BO, fo ifi ba6 -.r/BDO ^ -^BFO, 
toeil bie Siangente BD = BF, alfo toirb auc^ ber britte SfiBinfel bnrd^ 
Me ®erabe BO ^atbirt. 

^ufalf 2« «i^albirt man bemnac^ bie brei SBinfel eined iDreiedd 
hrrdb gerabe Sinien, fo fd(;neit)en {l(^ biefe in einem unb bemfelben 
fünfte. 

8. 133. 

Sel^tf a#. einem ieben regulären fßol^gone A B C D E F (gig. 1 18) 
fann ein ftreid umgefd^^rieben unb eingefd^^rieben toerben. 

S^etoeid I. !Da bad qjol^gon A B C D E F re'gul&r fein foH , fo 
muf ber aBinfelA = B = c = ..., unb bie©eite AB=BC = CD = ... 
fein. 9?un fefte man, ber ^ßunft O fei ber SDWttelpunft be« burd^ bie 
fünfte A, B unb C befd&rlebenen i?reife6 (8. 109), unb iUf^e bie 
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**®- ^albmeffet AO, BO tmb CO. 

^a^ 8. 39 iß ba^ /i AOB ^ ^OC, 
alfobftäB. ABO«bOBC »|B, 

mtb tpeU OB ^ OC, fo tft ber 
9Binfe( OCB = Sß. GBO =1B, 
aber B = C, aM fßolJ^flomt>hiiw, 
alfo audj |B =1C- bemiiad^ ig 
bet aas. OCB = Ic, ober bet 
<^atbmeffer C l^atbirt bot 9ßfaM 
fei C. 9tntt aiel^e mcLU bie 0e» 
tabe OD, fo \% n)eU 00 = OO^ 
C B = C D, uttb ber SSBteM 
OCB = gB.OCD, bae^BOCg 
^^ C D; unb bemnadl^ OD = OB » 
C } foIgHcl^ liegt aud^ ber ^ßunft D 
in ber $er{)>^er{e bed bttrdl^ bie ^nfte A, B unb C befd(>riebeitei 
Äreife«. Auf biefelbe «rt betüeiji man auc^, baf bie Scheitel ber 
übrigen ^Pol^flontpinfel in ber 5Peri^)^erie beffelbeu Äreife« Hegen, aifo 
fann um jebed reguläre ^ol^gon ein Äreid befc^rieben werben. 

II. and bem aWittelpunfte bed umfc^rtebeuen i?reifed gie^e 
man auf bie ^ol^gonfeiten bie ©enfred^ten OG, OH, jc. . . ., fo 
flnb alle biefe ^erpenbifel einanber flieidb/ ^^«^ fie flnb bie Slbpänbe 
ber gleidb^tt ©eljinen AB, ßC, CD,... t)om Sentrum bed 
umfdffriebenen i?reifed. 8efd{>reibt man bemuadj (xvi^ bem ^ßunfte 
mit bem ^albmeffer OG einen Ärei6, fo geljit bie ^eri^)^erie beffelbe« 
burd^ bie fünfte G, H, 1 jc, unb ba in biefen fünften W ^att* 
meffft OG, OH, Ol jc. fenfred^^t auf bie SSieleÄdfeiten AB, BC, 
CD JC. fh^en, fo flnb biefe Siangenten bed Äreife« GHIK, »eldjer 
bfsmad^ bem gegebenen ^ol^gone eingefc^rieben ifl. 

3ltfa# 1* aiu^ ber ®feid^l5ieit ber ©el^inen AB, BC, CD ac 
folgt, Xiix% bie am ÜWitteH)unfte t)on ben Slabien AO, BO, CO k. 
gebübeten SBinfel einanber gleid^ feien, unb ba biefer fo »tele flnb, 
ald bad ^ol^gon Seiten ^at, bie ®umme aller jener SBinfel o/^tx 
= 4R ifl, fo ip im regulären nede ein Sentritpinlel 

AOB= i?. 

D 

Sufaf^ 2. Die ^Pol^gontoinfel A, B, C jc. toerben burdj bie 
Slabien be« umgefc^^riebenen Äreifed AO, BO, CO jc. ^atbirt, unb 

tDeil ieber berfelben = -^ — ^ — = 2 R — — , fo ift in ben 

3)reie(fen AOB, BOC }c. ieber SEBinfel an ber Safid 

. R - '-5. 
II 

3ttfa# 8- D^^ ^ta^^ regul&ren SSielede eingefdbriebene unb 

umfd^rtebene Jhei6 finb benrnad!^ foncentrifd^. 



= ä (2« - *^) 
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*) SEDüf te man ben StttU in lebe beliebige ffCngal^l gleitet Xl^eile )tt t^eU 
len, fo fdnnte mau att^ bem itretfe irbed beliebige tegn(&re 9)ie(edf ein« 
ff^reiben ober nmf^reiben, n>ie t^on felbfl er^efit. 3n u>iefem bief mdglii^ 
ift, loerben toir in ben folgenben $aragrfl4>]^en feigen. 

$. 134 

Se]^tfa#* SSerbinbet man Me (Sdett A, B, C . . . dned regele 
mafigen SßieleÄ« ABCD . . . (gig. 118) mit bem SÖHttelpimfte 
be6 eingefc^rtcbetien Äreifc« M G H burd^ bie ©etabcn A 0, B 0, 
CO . . ,, ml(i)e ben Ärcle MGH in ben fünften a, b, c . . . 
bur^fd^netben , mib man t)erbinbet ble auf einanber folgenben fDurd^«« 
fc^tt{tW^)Uttfte burd^ bie ©ej^nen ab, bc, cd . . ., fo ent^e^t ein 
neue«, bem umfc^riebenen äj^ttlid^e^ aSielecf ab c der. — @beii fo 
erhalt man ein äSieIed, n)e(c^ed bem umf($riebenen i^nlid^ iß, tvenn 
man bie auf einanber fo(genben 9etul^rungd))unfte 6, H, 1 . . . ber 
Seiten bed umfc^riebenen ^ol^gone« bur^ gerabe 8inien t)erb{ttbet, 
@6 ifl nArnKd^ 

abcdef ~ ABCDEF ^ GHIKLM. 

f8et»ei9. !Da ber, jum 93erä^run8d))unfte 6 gejogene «l^albmef^ 
fer GO _L AB, unb ber »ogen aG =Gb, n)eU 938. AOG= GOB, 
fo iß andb GO ± ab, alfo ab||AB, folglidb ^abO ~ aABO. 
eben fo folgert man, baf ba« AbcO <- BCO, AcdO ^ aCDO 
u. f. n). , unb ba^er bad ^ßoli^gon abcdef-- ABCDEF fei 

(8. 97)» 

2)a femer ber 838. MO A AOG = GOB = jc, affo auc^ 
2 MOA = 2 AOG ober S38. MOG = aOb, unb MO = aO 
= G0 = bO, fo ifl AMGO ^ AabO, unb eben fo folgt, baf 
aGOH ^ Ab CO, AHOI ^ AcdO u. f. n>. fei, ba^er i^ 
nac$ (S. 97) bad SSieled GHIKLM^ abcdef, aber ed ifl 
abcdef ^ ABCDEF, a(fo aud^ GHIKLM ~ ABCDEF. 

iSitfa^. @d ifl n)ol^( einleud^tenb, bap man nun umgefe^rt au6 
bem eingefc^riebenen regulären 98ie(ecfe abcdef ober GHIKLM 
bad i^m ä^nlid^e umf(^riebene ABCDEF ab(eiten fönne. 2)en Se^ 
n^eie uberlaffen toir bem gleite be6 Anfänger«. 

S. 135. 

Sel^tfa^* 3n reguWren ^ßolvgonen t)Ott berfefben ©eitenauja^l 
flnb bie Umfange ben ^albmeffem ober 3)urd^meffern ber umfc^rie*^ 
benen ober eingefd^riebenen i?reife pro^)ortionaI. 

93elt^etd. Se^eid^net man ben Umfang bed ^ol^gond A B C D . . . 
(gig. 118) mit P, unb jenen be« aSielerfd abcde..., tpeld^e« mit 
bem erffen gleid^ t)iefe Seiten ^at, mit p, fo erlitt man P : p 
=: A B : a b (8. 97, Sufaft 2 unb §. 99). !X)a nun ber ffilnfel A = a, 
dfo M(f) |A = i«, b. l. ber SQ8. BAO = baO (i 133, änfaft 2), 
unb au« bemfelben ©runbe ber SB. A B « a b , ff . ifl ba$ 

eaX^men'i (Stern. ®(om. 4. Kufl- iv* " 
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^ABO-v^ AabO, unb ba§er AB : ab = AO : ao =r 2.A0 : 2.a(> 

= OG : Off (8. 81, 3ufat 2), fi>lqll(t) biircft ©nbftitutiott P : p 
= AO:aO=OG: Op, ober P:p = 2 AO : 2aO =20G : 2.0g. 

S. 136 

Slttf gäbe. !Die Seite A B eine6 regulären im 
Jfreife befc^riebeneti SSlefecfd t)Ott n ©eften ifl gc^ 
geben: man foU bemfelben Äreife ein regulared 
^JJol^gon einf(^reibett , welc^ed uod^ einmal fo t)iel . 
Seiten ^at, unb eine Seite beffelbeu and ber gege* 1 
benen Seite be6 erfiern beredb^^n (gig. 119), j 

Sluflofuitg. 1) "^Sian jiel^e ben IDurcbmeffer 
C D fenfre(^t auf AB, [o wirb ber Sogen A C « 
archC ($. 110), alfo an* bie Se^neAC^rBC 
(8. 105, 3ufat 3), unb ba^er ifl AC eine Seite beö 2ne(f«, wem 
AB eine Seite be« regulären nerfö ifi. 

2) @d fei A B := H , ber ^albmeffer A = r^ unb A C = a. ^ 

3m redbtminfÜgen a A C E ifi AX = AE + "CK , ober - 
a« = iÄlT H- UE = -^ -f TTe^ ed ifi aber audb AC = CD.CB 
(S. 93, Suföft). 0^«^ «^ = 2r . CE, ^ 




alfo CE = ^, unb CE = 

' 2r 



a 

4r 



s> 



ba^er ift burdb Subftitution 



a 



a 



^ s=s- — U —A ober ft* — 4r* a* = — a* r* 
4 



4V^ 



n)oratti a* — 2r* •= + \/4i* — a" r' = + r \/ 4 r' - a' 

gefttnbeii tt)irb. 3)a nun aber für n > 4 immer «^ < 2 r^ tpie n)tr 
n)elter unten fe^en n)erbett, fo ift «^ — 2r^ = — r y/ 4 r" - a\ 

unb alfo cg = >/ a r' — r \/4 r* — a' , ober 

AC = V 2r' — r v/4 r^ — AB' == \/ 2r [r ^ v/ r' — (^ A B)l 

@ben fo ifl auc^ 

n>enn OF _l BC ifl, CF «= v/ar [r - v/r' — ({ bc^ jc. 
3ufa^. 2tu6 ber gegebenen Seite beö eingefc^riebenen regulä* 
reu IDreiedd alfo fann man mit ,&ilfe biefer gormel na(i) unb na* 
bie Seite bed eingefc^riebenen regulären .^ßol^gon^ ))ott 6, 12, 24, 
48, ... 3 . 2" Seiten berechnen; au6 ber gegebenen Seite bed ein* 
gefd^riebenen Cluabrated bie Seite be6 eingef^riebenen regulären ^0^ 
l^gond t)Ott 8, 16, 32, 64 ... 2" Seiten, uub aM ber Seite be« 
eingefcftriebenen regulären ^ünferfd bie Seite be* eingefc^rtebenen regm 
lären 10, 20, 40, 80, ... 5 . 2" etfe^ u. f. ». 

8. 137. 

Sel^tfa^. 2)ie Seite bed regulären Sec^^etfe^ (^eragon'd) i(l 
bem ^albme^er bed ü)m umgefc^tiebeuen iheife^ glei(|f* 



! 
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120. 




B^ ^ 


c 


^/f)&^ 


\ 


jk¥^ \- 


H\ 


W\^ o 




N^ "\ 


y 



V 

olfo OAB = OBA 



«d fei ABCDEF (gifl. 120) 
ein reflttfäred ©ed^öerf, fo ifl, tpdl Me ©e^ne 
AB = BC = CD = K,, arxi) ber »oflen 

AB = arcBC« ar^ CD = jc. = — = 60^ 

6 

3ie^t vom nun bie äiabien A unb B 0, fo iß im 
glei^fc^enHigen A A U B Der 938. A B = ß A, 
aber OAB + OBA = 180" — 60« = 120^ 

120° 

_- •=:. 60^ 3)a nun bad aABO gleid^^ 



tpinlfig ifi, fo ifl e^ au(* flleic^feiHg (8- 38, 3ttfaO D, fotflfic^ 
A B = A 0. 

:3ufa^ |. 9Rit bem ^albmeffer läft ft* bemnad^ ber Äreid in 
fed^d gleid^e X^eile t^eilen, nnb man fann auf biefe »rt ein regulär 
re6 ©ec^^erf bem Äreife einfc^reiben. 3)er Umfang eine« ^eragon« 
tft alfo bem fe(^^fac^ett^§a(bmejfer, ober bem ' breifac^en Durc^mef^ 
fer gleid^. 

3ufa^ 2. 3)er©ogett ABC = arc AB + «/tBC r^2flrcAB 
= I a:^ei(en = \ ber ganjen ^ßertp^erie , alfo iß bie ©e^ne A C bie 
©eite be6 regulären 2)reiecfd. — 3)a BO fenfred^t auf AC, fo ift 
A G = CG = I AC, unb BG = ^60 = 1 BO ($. 53); ba^er iji 

AG = VÄTb — BG* 
unb toenn man ben ^albmeffer AO == A*B = r feftt, fo ifi 

nnb foIflHc* Me aJteiedfette AC=s=2AG = rv/3. 

3if^t man 1 fenfred^t auf CD, fo ift We @e^ne C I bie ©eite 
bed regulären 3tt>ö(fe(fd («. 136). 9fnn {{I aber 

ÄI = AO(AD+ÄC)(8.127j = r(2r +r\/3)=>*(2-+\/3), 
»eil AC bie ©eite be« regulären 3>reied« i|i) unb int rec^hoinHigen 

aADI ifi ba^er d1*= c1*= ÄD— Ä1 =4r* — r*(2 + \/3) 
= r«(2— v/3), olfo D I = C I = r v/23:V3 = "-^^ (v/3 — 1) 

(«lg. 8. 225). 

SInf biefelbe Slrt berechnet man bie ©eite bed regulären 2Atii, 
«ai biefer bie ©eite bed regulären 48e(fd u. f. tt). iDIan finbet näm« 
lid^, baf bie 

©eite be« regulären 24e(f« = 0-261052384440 

48 „ = 0-130806258460 

96 „ = 065438165643 

192 „ = 0032723463253 

384 „ = 0016362279208 

768 „ = 0008181208052 

1536 - = 0004090612582 

9» 
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Seite be« reanlÄrrti 3072f(!« = 0002045307361 

6144 „ = 0001022653814 
12288 „- = 0000511326924 






fr 
ff 








i 138. 

Slufgabe. !Dem Jh-eife ein regnUred SSietetf 
(S^etragoti) , ober ein Cliiabrat eingaft^relbfii 

(Sig. 121). ^ 

^ufldfung. 9)tan jie^e brtt^urd^nteffet BD 
[etifred&t auf beu iDurd&meflf'er A C , unb t)erbiiibc j 
bie Sttbputtfte beibcr 3)ttra?meffer burd^ fletj 
Stnictt, fo ifi bad SSterecf Aß CD ein Duabt 
benn bie ))ier' 6etittin){nfe( ^tib einanbet gU 
ald redete SBinfel; «tib bemnadb ifi bie ^Peripl 
in t)ier flleidbe 3;^ei(e get^eilt, folglich ifi bie ©e^ne AB =1 BC = CD = M/S 
unb bie q}ol9flOtttt)itifel A, B, C, D fmb ffiinfel im ^afbfreife, ölf^ 
rechte Slßinfel. 

3ufa^* 3)urdb fortgcfeftted ^albireu n?irb bie 5Pen^)^erlc in 
8, 16, 32, .... 4.2" gleidbe 3;^eilc gct^eilt. 

3m red^^ttvitiHige n 2)reie(fe A B aber ifi bie SSierecföfeite 

A B = \/'kO + "BO = y/27' = I \/2. 

genier ifi, njetin ber ,&a(bmeffer OE X AB unb bie ©el^tien EA, EB 
iittb EC gejogen ttjerben, 

Ce'= AO (AC+BC)=:r (2r + r v/2) =- r^ (2 + \/2) 
(8. 127) unb im __ 

AACE ifi AE =AC — CEr=4r2 — rn2 + \/2)~i^— \/2), 
alfo bie ©eite AE be^ regulären Slc^tetf^ = r ^^ — v/'2. 

6be n biefen äBertt) finbet man audb / ^^n» tnan fai ber gorutel 

a = V2r* - r n/4 r* - 8* (». 128, Bufaft 1) s^ - ~~* 



unb a = A E feftt. 



AB = 2r, 



122. 



8. 139. 



G>^r:^ 




Aufgabe, @{nem gegebenen ^eife 
ein reguläre^ ^t^^Vitd (iDelagon) ein^ 
auf(^reiben. 

Slufldfutta. ']D{an t^eife ben ^alb^ 
meffer B (gig. 122) im 5ßunfte N iw 
äußern unb mittlem aSer^Sltniffe , unb 
mac^e bie ©e^ne AB glei(^ bem gro^ 
fern ©egmente MO, fo ifi ber SBinfel 

AOB = 36" = —($.92, 3ttfaO 2), 
alfo 6er Sogen AB ber je^nte S^eil 



lU 

in gonaett ^ßexip^txU, mb bafftt He Qtpnt AB bit Seite fted tin^ 
gefd^riebetten tegelmAfigen S^i^necfd. 

3ttfai( 1. ®e$t man bie de^aeddfeite AB=::a, unb ben ^at(^ 
mfitx BO = r, fo i^, »eil 

BN : NO=:NO : BO, ober 
BO— NO : NO = NO : BO, burc^ ©ubjiit 
BO — AB : AB = AB : BO, ober 
r — a : a =5 a : r, affo 

a* = r* — ar, ober 
a* + ar = r*, n)otaitd bie 3e^ntd^\ätt 

a = 5r(— l-f-\/5) gefunben wirb. 

3ufa^ 2. SRac^t man arc AK = Are A B , imD jie^t bie 
6e§ne BK, fo iji biefe bie ©eite be^ eingefc^riebenen regulären günf^^ 
^ (^entagond). ®e^t man in ber aUgemeinen gormel 

« =^ v/4r' - a« ($. 128, Sttfaft 1) a = AB = i(- i+y/5) 

C3ftf<iP 1) , fo finbet man bie gunfedg feite 

BK = i5 \/4r« -Xb = 



- n- 1 n-v/5)/4r* ^ [^C- 1 +\/5) j*. 



= 1 (- 1 + v/5) l/4r' _ ^ (6 - 2v/5) 



= "^ (— 1 + \/5\/i0 + 2>/5 = -^ \/(-l + n/ 5)" (10 4-2^0) 
= j v/(6 — 2v/ö)(10 + 2v/5) = y \/4 (3 — v^ 5) (5 + v^ 5) 



^ T \/lO - 2 >/ 5. 

3ufa^ 3* ^ieraud folgt auc^ 
BK =i!(10 _ 2v/5) = ^(5- v/5) 

-= r' + y (3 - \/5) = rH" [| (- i + v/5) ] '=TÖ +Äb' 

b. f). ba^ Duabrat ber giinfecföfeite iji ben Duabraten 
Hr 3e^ttectöfeite unb beö §albmefferö jufammenge^ 
nommen gleid^. 

aSon biefer ffia^r^eit fann man fic^ auc^ auf folgenbe Slrt liber^ 
jeugen. (Sd fei B K bie guuferföfelte, A B =» A K bie 3e^ne(fdfeite , unb 
ber ^albmeffer OP feufrcc^t auf AK, iooburc^ bemuac^ AK ^albirt 
wirb. 3ie^t mau nun A IV1, fo ift A M = K M (§. 47 , 3u[a^ 4), unb 
balg^er im gleic^fcbeuHigen aAMK ber Sffiinlel = 15 toell aber bad 
äBKA auc^ g(eic$f(^euflig ifi, fo ift o = n, bemnac^ aucb i = ", 
alfo ip bad AAMK ^ ABK (J. 81, 3ufaft 1), folgli^KM : AK 

= AK : BK, unb ^lerau^ finbet man BK . KM = AK* gd ip 



1S4 



»R 



= BK 



123. 



ferner Der SBinfet BOK = l . 360" = | R, alfo « = /f «- ^ 
(8. 38): ber ffimfcl AOB = AOK =- | R, ttttb ber 9». AOf 
= ^ R, weil OP fenfrecftt auf AK j ba&er ifl ber ®. AOB + AOP 
= BOM =fR + lR==tR, alfo aucft BOM ^ ß = a, mb 
y = f R == BUK. !Da nun ble Dreiecfe BOM unb BOK oße 
993tnfel gleich ^aben, [o fmb fle A^itüc^, unb ba^er BM : BO 

= B : B K, ober B M • ö K = ITo. 2lbbirt man ju biefer ©lei^ 

cHlunfl bie obige B K . K M = Ä~K , fu erhalt mau B K (B M + K M) 

• 2 2 2 2 

BD + AK = liO-f AB. 

3ufa^ 4. ä\^f)t man ben ^albmeffer AC 
(Sig. 123) fenfrec^t auf ben Durct^meffer MN 
unb befd^reibt man an^ bem ^^unfte 0, in rotU 
c^em ber JRabiud CN l^albirt i|i, mit bem ^alb^ 
meffer OA einen Sogen ABj fo wirb ber ,^alb^ 
jSf iiieffer C M im ^unfie B nac^ bem aupern unb 
mittlem ajer^ältniffe get^eilt. Denn bef(^reibt man 
über ( N al^ a)urd^mejfer einen Äreiö, fo ifi, weil 

AC Tangente, ÄC^= AD.AEjC«. 124, 3uf 1) 

= (AE+ ED)AE =(BC+ CN) BC, ober CM=*(BC + CM) BC 

= BCV BC . CM, alfo aud^ Bc''= C»f — BC . CM = CM 
(CM — BC) = CM.BM, folgli* ifi BC bie Seite bed !Defagon6, 
n>elc^e6 bem gegebenen Äreife eingefd^rieben werben fann. 3)a nun im 

rec^twinfligen a A B C , Alf = Acf + BC^, fo ifl AB bie Seite be^ 
$entagon6 für ben gegebenen Ärei^ O^f^^ 3)- 

124. 



Ä.--« 






a.*^ 



Sttf^^ 6. 2)em ifreife fann ein ^^entagon aud^ auf folgcnbe 
ärt eingefc^rieben warben. aWan fonftruire t)orerft ein gfeic^fc^enflige« 
Aabc (Sig. 124), in welchem a = b = 2c (J. 92, 3ufaft 1), 
unb fd^reibe bann bem gegebenen Äreife ba« A A B C ^ A a b c ein 
(S. 130). ^albirt man nun bie ©infel an ber Saftd, fo wirb 
p = m = n = 6 = r^ alfo auc^ 

arcAB = arcBD = arcDC =: «rcC E = «rcEA; 
fofglid^ bitben bie bajn gehörigen Seinen ein reguläre^ gunfecf. 




I 1S5 

1 3sf^ 0* 3fi AB (Sig. 120) bit @eUf bt^ rfgednafigni 
r 6fd^ecfd, tmb BK Me Seite bed regrlmäftflen Sel^nedd, fo ift 
[ arcAK = «rcAKB — arcBK = (^ — j^) in ^{-^,2%, 
- ». 1. ber Sogen A K ifi ber fflnfjif^nte Ü^ell ber flanken ?ßeri^)^erie, 

mib bemnact^ ift bie ©el^ne A K ble Seite bee regulären günfie^nerfd 

($entebefagon'^). 

aiffo fönnen a«cl& jene regulären ^ßoli^gone bem Äreife eingefcfcrie^ 

Jen werben^ beren ©eitenjal^I bur(^ bie gormel 15. 2" bargcftellt tvirb. 

$. 140. 

2lufgabe. 2)er ,g)a(bme|Ter eined 
Äreifed a U - r , unb bie Seite a b = r 
bed eingefct>riebenen regulären necfd ftnb 
gegeben; mau foU bie Seite bed ä§n^ 
Hetzen umfc^riebenen n ecf^ bered^nen 
(»ig. 125). 

^uflofung. 3Ran )ie§e ben ^c^lb^ 

meffer OC [enfrec^t auf ab, unb AB 

fcnfredbt auf CO, »elc^e üon ben burdb ble Snbpunfte a unb b aud 

gfjogcnen Strömten begrenjt n>irb; fo ifi bie 3;angente AB bie Seite 

be« umfcl^riebenen necf^ ($. 134) 3)a nun A a b ^ a A B , fo ifi 

ab : AB = cO : CO, ab : cO = AB ; CO, 
ober, toeil 

ab = a, cO = \/äO*= ^*= v/ r* — i'ä^ 

ift auc^ 

a : V^r»^\' = A B : r, 

SBeifpiele. 

1) 3>ie Seite a bed eingefd^riebenen ÜJreierfd ifi ^ r v/3 
(J. 137, 3ufa0 2), nnb bemna^ be^ umfc^riebenen ÜJreiecfd Seite 

X =aa» z= =^ 2 r \/d. 

2) 3>ie Seite be6 eingefc^riebenen Cluabrate^ ifi = r \/2 
(8. 138, 3nfaft), ba^cr bed umfdj^rlebenen Cluabrated Seite 

*" ^ * ** = 2 r = bem 2)urd(;mcffet. 



\/4 r' — 2 r* 

3) gür baö eingefc^riebene ^exagon iji a = r , alfo für baö 
umfd&riebene ^eragou 

^ 2r* ^ 2rv^3 

'"^ "" v/4r" -~i^ ""73 ä~"* 



1S6 

©tttc^ ©ttbfHttttloii ber (|. 137, Sufaft 2) annt^tUntn Bet^ 
flnbet man , baf für r = 1 

bei ttmWriebenett 12e(le ©eite = 05358984^ 

24 ,, ^ — 0-2633099, 



ff ff 

it tf 

it It 

if ff 

It It 

If It 

If It 

If It 

It If 

It It 



48 „ „ = 013108692, 

96 ,, „ = 00654732, 

192 „ ,, = 00327278, 

384 „ f, = 00163628, 

768 „ f, = 0081813, 

1536 „ „ = 0040906, 

3072 „ „ = 00020453, 

6144 „ „ = 00010227, 

12288 „ „ = 00005113. 



3ttf<(i i' Sejeld&net man ben Umfang be« nrnfc^riebenen ned6, 
bejfen^albe Seite AC ifl, mit Uu nnb ben bed äljnlic^en eingefc^tle* 
benen necfö, beffen §albe ©elte ac ifi, mit u„, fo ifi 

Uo : Un = CO : cO (J. 135), 

alfo aud^ 

ü,. — u„ : u„ t= CO — cO : cO = r — X : x, 

mm cO = V r* — -^ = X gefegt tt>itb, nnb bafiet ifi 

n "" (r — x) /r \ 

ü„ — u„ == = f 1 K u„. 

3e größer nnn bie ©eitenja^l n tt)irb, befto groper tt)irb x, mil 
bie ©e^ne ab immer Heiner n>irb, ober beflo me^r nähert jtd{> x bem 

3Bert^e r, befio na^er fommt bemnac^ - ber (Sinffcit, ober toäj^reub 

be^ unenblic^en SBac^fend ber ©eitenja^l n nd^ert ft(^ C" "~ ^^^^ 

Snbe ber 3tnUt, mithin audS) bie 3)lffereni IJ„ — ii„, b. ^. mm 
II unenbtic^ grop genommen mirb, fann man ol^ne merf liefen gel^ier 
bie 2)ifferetta 

ü„ — u., = 0, alfo U„ Ä u„ 
fe^en. aSon ber 8llct>tigfeit biefer Se^anptnng fann man ftd^ übrigen^ 
and^ anf fo(genbe 3lrt uberjengen. 

3ie^t man bie ©e^nen Ca nnb Cb, fo ifi Ca bie Seite M 
eingefd^riebenen 2 necfi^, beffen Umfang mir = U2„ feften •tooHen , nnb 
jle^t man bie ©erabe MOj_Ca nnb NO j,Cb, fo ifi (nac^ «. 134) 
bie IVI N bie Seite be^ nmfc^riebenen 2 necfd , beffen Umfang = Ü2n 
fein foQ. 2)a nun 

Ca4-Cb>ab, ober 2. Ca > ab, alfo anc^ 
2n.Ca > II. ab, b. l Ua«. > u», 
fo fte^t man, bap ber Umfang eined eingefc^riebenen regulären ^ItU 
erfed um fo größer n)irb, je größer n ifi. 3)a ferner bad 8ot§ MO 
ben SBinf el a c ^albirt , ober ba a = /J ifi, fo erl^ält man au^ bem 
aACO (nadi) ». 71) 



I 



IST 

AO : CO = AM : MC, 

aifr im xtä)t\»intHQm aACO ifi AO > CO; mü^ia i^ mä) 
All > HO, tmb mil MC = CN, fo ifi aud^ 

AM + MC > MC + CN, ober 

AC > MN, al\o an^ 

20. AC > 2n.MN, ob« 

n.AB > 2n.MN, D. i. 

ü„ > Ui« ober Ujn < ü„. 
3e gropec a(ro n genommen n>irb, beflo Heiner loirb ber Um^ 
faug bed umfc^riebenen $o(9goned. ^a nun bei bem unenblic^ett 
Sßac^fen t>on n bie ®röpe U„ o^ne @nbe abnimmt, toä^renb Ua oigine 
dttbe tt)äd^ft, fo mup not^wenbi« bie 3)lfferenj U„ — u« o^ne «nbe 
abuel^men, ober fo fann man für einen unenblic^ gropen SBert^ \>ott 
n ben Unterfd^ieb U» — u,. = fe^en, o^ne einen merHid^en ge^Ur 
)tt begeben. 

Sufa^S. Vtan fle^t, baß, wenn bie ©tretfe Ma = MC =|.MN 
gcjogen tt)lrb, (nadj $. 48, 3ufaft 6) aM + MC = 2.MC>örcaC fei, 
alfo au($ 2n . 2MC>2n.arcaC ober 2n . HN > 2n .arc aC, 
ö. i. Ü2« > 2«} baß ferner «rcaC > cAörrfaC, mithin auc^ 

2n.«roaC > 2n.cAord9iC, b. i. 2«>Uia, 
Öa^er Ü2n > 2 « > U2« , ober für 2ii = m, IL > 2 ä > u„. Der 
Umfang bed nmfc^riebenen mecfa ifl fonac^ immer größer unb jener 
M eingef(^riebenen medd immer Heiner al6 bie $erip^erie P bed ent^ 
f))red^enben ftreifed, e6 mnß fict^ ba^er mit Stücffld^t auf 3ufa& 1 bei 
bem nnenblic^en SBad^fen )>on m ber Perimeter Um bnrd^ Slbna^me 
tmb ber Umfang u„ bnrc^ 3tina^me ber $erip^erie P o^ne @nbe na^ 
§ertt5 ber Äreidnmfang i|i ba^er bie gemeinfd^aftlic^e ®renje für jene 
faKenbe unb jene fteigenbe 9iei^e ber refpeftit>en Perimeter. !Da nun 
Um — u.„ nm fo Heiner wirb, j[e größer bie ©eitenja^t ber 5ßol9gone 
ift, unb bicL ^ßerip^erie bed Äreifed, welche wir burd^ P bejeid^net IJa^ 
ben, gtotfc^en ü« unb Um liegt; fo iji Har, baß fowo^l ü« — P, 
aW auc^ P — Um < ü.„ — u« fei, unb baß bemnadj bie a)ifferett* 
Jen Um — P unb P — u,„ Heiner toerben fönnen, att jebe noii) fo 
Reine gegebene ®röße, n>eun man bie @eitenja^( unenblic^ groß nimmt, 
hierauf beruht nun bad SSerfa^ren ber altern ©eometer, bad 
Ser^ältniß ber ^erip^erie eined Äreifed ju feinem SDurc^meffer nä^ 
$erungdn>eife au beßimmen. Sered^net man uämlic^ nac^ ben oben 
angeführten äRet^oben bie Umfange jweier abmieten regulären $0(9^ 
gone, too^on bad eine bem Äreife umfcbrieben, unb bad anbere bem^ 
felben Äreife eingefc^irieben ifi, fo ftnbet man, baß jene 5ßerimeter in 
t)en fedbe erfien 3)e)imalen t)ol[fommen gleid^ ftnb, n>enn man bie Sei- 
tenga^l n = 12288 feftt. 3)a nun bie $erip^erie be« Äreifed jwifc^en 
jenen Umfangen liegt, fo fann man o^ne merHid^en ^cf)Ux bie $eri^ 
p^etie bee Äreifed bem arit^metifd^en 5»lttel ber Umfdnge ber bei^ 
ben 5ßol9gone gleid^ feften. — a)ie Seflimmung ber Sänge bed Ärelö* 
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umfange« fn 3;^ei(en feine« ^albmeffer« nennt man Me JReftffifa* 
tiott ber Ärei^littie. 

$. 141. 

Sei^rfa^. Die Peripherien jtveier Greife tJer^alten ficf) wie i^re 
Slabien, ober wie i^re Durc^meffer. 

äSeloetd* 9Ran beute ftc^ jwei Kreislinien P unb p mit ben 
^albmeffern R unb r befc^rieben, unb fielle ftc^ t>or, ba^ bem erfiern 
ein reguläre« uecf, beffen Umfang IL fein fott, um bem (entern ein 
älginUd^e« ^ol^gon, beffen ^45frimeter wir mit u„ bejeid)nen woKen, 
um^ ober eingeft^rieben fei, fo i|i U.. : u,. = R : r ($. 135), wenn 
man auc^> n uoct fo grop nimmt. SBa^renb aber n o^ne (Snbe wac^ft 
nehmen bie Differenzen ü„ — P unb ii„ — p o^ne Snbe ab ($. 140, 
3nfaö 2), unb man tann bal^er ba« 9Serl^d(tnip P : p = Lf.. : u„ o^ne 
mertUd^en geinter fe^en. Slber U.. : ii„ = R : rj alfo aud& 

P : p = R : r = 2R : 2r = D : d, ober D : P = d : p, 
wenn man bie Durc^meffer beiber greife mit D unb d be;\etd^net. 

3ttfal^ 1. "iStan fie^t alfo, ba^ ba« 93er^altni^ be« Durc^< 
meffer« i\ur -^erip^erie in allen Greifen ba«felbe fei, unb baß man bie 
Sänge einer jeben ^erip^erie au« bem ^albmeffer bered&ncn fönnte, 
fobalb bie Sänge ber ^erip^erie für irgenb einen beflimmten Durc^mef^ 
fer befannt wäre. Denn fe^t man j. S. bie ^eripl^eric eine« Ärei^ 
fe«, beffen Durc^^meffer bie Sinearein^eit ift, =* 3r, fo erhält man 
1 : ^ == 2R : P, woran« P = 2R:r = D;r gefunben wirb. — 
2lu« ben »orl^erge^enben ^Paragraphen leuchtet t)on felbji ein, baf ber 
SBertl^ t)on tc nlc^jt tjoßfommen genau, fonbern nur näl^erttng«weife 
befümmt , werben fönne, ba P — u„ nur beinahe gleich ^nü, b. i. 
»erfd^winbenb Hein, unb nid&t bem abfoluten 3tviü gletdb tt>trb, fo 
grof man auc^ immer bie ©eitenanja^t für u„ nel^men mag. 

Sufa^ 2. Sejeic^fnen bie Suc^fiaben L unb l jwei ä^nlt(^e 
Sogen, alfo biefelben aliquoten iE^eile ber ^Peripherien P unb p, toeU 
d^en bie JRabien R unb r entfpred^en, fo erhält man, weil 



ober wenn 



P : p = R : r, - : ^ = R : r, 

ü n 



J' = L unb ^ =- l ift, L : 1 = R : r = P : p, 

b. ij, jwei ä^ulid^e Krei«b6gen t)er^alten fid^ wie bie ^albraeffer, mit 
welchen fie befc^rteben würben, alfo aucb me bie cntfprec^fenbcn gan* 
Jen *Peripl^erien. ©inb bemnad^ bie perfd^iebenen ftrei«bogen für ben 
^albmeffer r = 1 berec^inet, fo läßt ftc^ ieber in ©raben, SRinnten 
unb ©efunben au«gebrücfte Sogen für jeben anbern ^albmeffer R 

berechnen , benn e« ift L = -^ = I . R. 
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iiä^entngdnoeife )U beßimmen. 

^uftöfuttg« "SRan multipltcirr bie @eUe ))e6 eingefc^rifbenen 
regulären 12288ed^, welche -= 00005113269 . . . für r == 1 toxtt> 
(f. 137, Sufaft 2), mit 12288, fo ifl ber ^-^crtmetcr n„ jene« qjol^^ 
gon6 = 12288 x 000051132692 .. . = 6'28318524, unb bcr 
Umfattg Un be^ ä^nli(^en umfc^riebenen ^olt^gottd ift = 12288 
X 000051132694 (|. 140) = 628318544. 5)a nun beö Ärdfcd 
^eripl^erie P > u„ unb < U.,, bie SBertfte biefer i^erimeter aber itt 
bell fecfe6 erflen 3)ejimalett elnanber gleid? finb, fo muffen bie fieben 
erteil 3iff^^ not^menbig ju ber bie *4^erip^erie be^ Äreifed bejeid&nen> 
bfttSa^l gehören, bie ?ange ber ^^erip^erie ifl alfo P = 2 ;c = 6283185 
nä^entng^iDeife. — 9?immt mau jtDifd^en ü„ unb u„ baö arit^metifc^fe 
ülittel, fo fittbet man 

P = 2ä = 6*28318534, alfo ? = :r = 314159267, 

ml^tx SGBert^ in ber fiebenten IDejimalficUe uoct» xidbii^ ift. So "otu 
^alt fic^ bemiiac^^ P : 2R = ;r : 1 = 31415926 : 1 fe^r genau. 

2^ia^ aSermanbeltt tDir bie ^af)l % = 31415926 in einen 
ffettenbrudSi ; unb befiimmen bie a:^eilbrüd&e (2llg. $. 108), fo finbet 
man folgeube 9f ä^erung$n>ert^e ; 

3 22 333 355 103993 104348 
1' y iÖ6' 113' 33102 ' 33216 ' 

nämlid^ ed iß uä^erung^tDeife 

1 : jr SB 1:3, ober 
1 : Ä = 7 : 22, ober 
1 : sr = 106 : 333, ober 
1 : ^ = 113 : 355 ic. 
aird^imete« blieb bei bem eingefd^riebenen unb umfc^irie^ 

benen $0(1^9011 t)Ott 96 Seiten fielen, unb fanb, bap 31: > 3 — 

unb < 3 ^ ipare, n>elc^ed ba« befannte 93erl^altnip 7 ; 22 gibt. 

äbrtauttd aWetttid gibt in feinem Stt(^e: Ariihm. lib. duo et 
Geom. lib. IV. Lugd. Bat. 1646 ba« Serj^dltnifi be« 3)urc^mefferö 
jtt feiner qSerip^erie = 113 : 355 = 1 : 31415929 an, mW9> in 
ber fedbfiett !DejtmaIe nod^ richtig ifi, unb feiner Sinfad^^eit unb ®e^ 
nauigfeit wegen befonbere Slufmerffamfeit t)erbient. Ueberbiep fann e^ 
lci(^t im ®ebä(ifitmjfe behalten tDerben, inbem e0 au« ben erften brei 
«ngerabeu ^(x^Uvi (113 | 355) pfammengefeftt ift; SJfetiuö fagt 
ffibfi (Geoni. P. iL c. 4. p. 179): Pairem suum , confoedural. Belg. 
Prov. Geonietram insignem Archiuiedeis demonstrationibui» invenisse 
proportionem peripberiae cujusVis circuli ad suam diametruiii esi^e 
16 355 

3 — , h. e. — ) quae quidem minoribus constat terminiä, quam 



i 
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IM ' 

ca , quam poj^uit , Mr. Ludol/ßhus , a qua (amen di^lat miiiori dif '^ 

ferenlia, quam-—-——. 
' ^ 3000000 

8ubol»^ t). Söltt, ^rofeffoc t)ex Ärteflöbauftuifi ja Reiben, 
gab itt feinem 93u^e: Van den Cirk<4 . . . ddor Ludolph ««» 
Ou/en ghoboren in Hildei^heim Tot Dein 1596 (ol, bie ^^ 
7c mit 20 iDcjimalen^ unb in feiner Schrift: De ArilhmeU'sche «i^ 
geometrische fondamenten van M« Ludolph van Ceulen^ Leid. 
1616. fol mit 32 2)e)ima(fieaen an. Uebrigend fott 2ubi>(p^ jeie 
3a^I bi^ auf 35 3)ejimalett gefunben ^aben. — 9tacl^ ber Sinlet 
tung ju S/ierwi'ns Mathematical Tabies, London 1771, Seite 100, 
unb nad^ Montucla (Histoire des Ma(hemalique8 etc. @. 159) foff 
©d^arp; ein englifd^er ©eometer, ble ^eri))i^erie mit 74 JDeaima* 
len bered^net, unb feine SSerfa^rungöart in feinen mat^ematifd^en Sa* 
fein angegeben ^aben. 3n ber oben genannten Einleitung ©. 111 -' 
loirb ferner gefagt, baf üKac^iin bie 3«§l ^, 6i^ öuf 100 SJejimaleii ,' 
ertveitert l^abe, tveld^e in Jones Sinopsis ' Palmariorum Matheseos 
befannt gemacht njorben fei. — 8a gn^, ein franjöflfc^er @e(e^r^ 
ter (geb. ju S^on 1660, gefi. 1734), berechnete in feinem Memoire 
sur la Quadralure du Cercle etc. . . . <f{e^e M^moires de Tacad. 
dps Sc. de Tan 1719) jene 3a^l He auf 127 3)ejimalfieaen. — »o* 
einem 3Kanufcripte in ber SSoblei'fc^en SSibliot^ef ju Orforb gibt ein 
Ungenannter bie ^ixf^l n mit 156 3)ejima(eu an. — 3n ben Se^ 
ga'fdben !£afeln finbet man bie 3^01 ^ «^it 140 IDejimatfiellen. — 
9loi t^erbient ^ier bemerft ju tverben, bap bie englifc^en ©etel^rtctt 
bei i^ren 9lad^forf(^ungen in Snbien x\\ einem SBerfe ber Sraminen 

3927 

(Ayeen Abkery) bie ^(x^\ % = — - = 3*1416 angegeben faubcn. 

1 
2)iefe SSerl^altnipja^I ift tveit genauer (benu ber geiler ifi < — J 

M bie Slrd^imebifc^e, unb fd^eint aiic^ alter ju fein a(ö biefe. 

So ifl bie fo oft genannte 3^§l 
Tt = 3.14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 
69399 37510 58209 74944 59230 78164 06286 20899 86280 
34825 34211 70679 82148 08651 32823 06647 09384 46095 
50582 26136. 

3n befottbern gdßen behalt mau t)Ou biefer 3«W fo ^'^l^ SJe^i* 
malftellen bei, al6 gerabe bie 3^^^*wiäpi9Wt unb ©euauigfeit bev 
Slec^uimg erforbert. 3n ben meiften Salleu begnügt man fic^ mit ben 
erften brei ober fünf SDejimalftellen , unb fe^t alfo ä = 314159 

. 355 

ober Ä = — . 

113 

* ©ere(6net man bie ^olt^^oufclten na(3^ §• 127, fo (;at man nur bie ^älfte 
^ci^ett; a(0 auf bem geiDo^nli^eu Sege. 
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SlufgaBe« 9(n6 um geaebmen iDtird^mrfffr d ober ^a(6meffer 
r emr^ ihret)e6 Me SAnge (er $eri))l^eTie p in ^af^lm jtt finbrn. 

Slnfldfuttd. Da (|. 141, Swfa^ D Me 3a^t « = 3 14159 . • . 
kn (ir))Oiifiiten Dfd (eft&nMgtn 93er^ä(tniffed ber Jhreidlinie jttm 

ähird^meffcr bcjetd&iif t , alfo ? = « , fo f |i p = d « = 2 r «, 

i, ^v bie Sänge ber ^Perip^eric etne6 Ärelfed n)irb gc^ 
l fnnben, tt)enn mon bie ^affl n (welche geioöl^nlic^ ble 8n^ 
^ boH)ISlif(^e genannt tt)lrb) mit bem SJnrc^meffer mufti^ 
r Mljltt. 

3«f«^- 5lö^ ber ©leld^nng p = d sr = 2 r ä folgt 

3)0 iran - = 0-318309886183 . . ., 

K 

ttnb -L = 0159154943091 . . . , 
fo ifl immer 
, d =r p . i = p X 0-318309886 . . ., 

I unb r = p . -^= p X 0159154943091 . . . 



(^r na^e. 



«. 144. 



SEufgalbe. Sin« bem gegebenen ^atbmeffer r ober 5)nrcl^mef* 
fer d eined Äreifed bie Sänge A eine6 in ©raben, SKtnuten, Sefnn^ 
t)ctt K. au^gebrütften 93ogen6 beffetben Äreifed jn finben, nnb nmge^ 
fe^rt: Sind ber gegebenen Sänge eined 93ogen6, nnb au^ r ober d 
Me Slnja^I @rabe, SRinnten jc. biefed Sogend ju beflimmen. 

^ttf(öfuttf|« 6d [et bie gegebene Slnja^l t>on ©raben = y, 
nnb bie Sdnge A »erbe mit bem ^albmeffer r auf einerlei SWa^ein^eit 
tejogen, fo ifl (na(^ 8* 116) 360" : 9 = P : A, aber bie ?Perip^erie 

P = 2r;r; alfo anc^ 
360^ : ^> = 2r;r : A, ober 
180" : g) = rar : A; 



forgttc^ ifi 



^ - 360- = 1^ = 180* '''' ""'^ 

^ _ 360o^x _ iison _ ^ 1800. 

P r « r « 



Sufa^ 1. SQBenn man bie 3;^eile ber ?perip^erie al^ eine SKenge 
\[)Ott ®raben, SRinuten, ©efnnben u. f. tt). im Sangenmaße barffeDt, 
fo nimmt xaoiXi immer ben «^albmeffer a(6 @inl^eit an , nnb fagt bann : 
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180® fmt) 31415926 . . . ^attmeffer lang, ober, tt>til fflr ben^alb^ 
meffcr = 1 ber ^aJbftftd= jr = are iSO^ tt>M, fo ifi 

«==: 31415. . ., mb 2« = öri?360®=: 6-283...; 
^n := flrc90« = 1-570796, ijr = «rc 45« — 0785398 . . . K. 
3n mftaftt Logarithmen :^ Xafeln finbet ntatt bie Jhreidbogen für 
a«c ®rabc t)on 1*' bi« 360", für nOe 8Rinuten wnb für alle ©efunbcn 
im SäBgenniaf e bed ^albmefferd = 1 audgebrüdft ©o ^at man j. 8. 
nad^ ben genannten 3:afe(n 

tfrc37'' = 0-64577182, 

arc 43' = 01250819, 

arc2 b" = 00012120, 

areSl^ 43' 15" = 0*65840lYl. 
Oben fo fann man umgef e^rt nad) ber gormel q> = — -= - 

V 7C TT 

für r = 1 einen jeben in 3;igieilen beö ^aI6mefl[er6 gegebenen Sogen X 
in ©efnnben anöbrüdten, toenn man i^n mit 206264*8 mn(ti^)li3itt 
2)enn man \sicii bie ^ro))ortion (für r = i) n : k ^ 180** : 9?^ 
ober 31415926 : X = 180.60^ : q>'\ morand 

^ == f , ,'^^,1^' V'.A = 206264"-8 x X, 

^ V 3.1415926 . . ./ 

3ufa^ 2- ©^6^ iwan in ber gormel 9 = bie Sdnge 

r . w 

be« «ogeu« l = r, fo »irb 9 = i^° = i. 180"»= 0-318309886.. . 

X 180" («. 143, 3Mf) = 57°-29578 ="57" 17' 44"-8 fe^t na^t; 
alfo ifi (in Sogen, welcher feinem SDurd^nteffer ber S&nge nai) g((i(^ 
iji, fe^r na^e= 11 4" 35' 29" 6. 



■tVi'ii^ 




Vonitx ^efiimmunfl ber /lScl)enrottmc ebener /ifluren^ Don 
\^tx UerflUi^nnfl , lüermötiblung ttnl> €l|filunfl "btxfelbtn. 
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G 

F 

E 
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^tCIättttt^. Sine glacbe meffen l^eift unterfac^en, mte oft 
bie alt ein^ett angenommene glac^e in ber gegebenen entl^aüen fei. 

8116 gfac^cnein^eit aber nimmt man 
baö über bie Sinear ^ Sinl^eit errid^tete 
Cluabrat an. 3fi namltc^ (gig. 126) 
ab bie Sin^eit für bie (Sröfenbeflim* 
mung ber Sinten, fo ifi baö über ab 
. errichtete Cluabrat V bie SWafeinl^elt 
für bk glac^en. 

8. 146. 



H 

J 



a 



R S B 



^ttf galbe. ^en gtäc^^nin^alt be6 dtt^teä^ A ß C D }u be^ 
red^nen, wenn ba^ Cluabrat V a(6 glad^eneinl^eit angenommen n)irb, 
unb bie anfioßenben ©eiten AB unb AD jur Slnear ^ Sinl^eit ab 
fommenfurabel fmb (^ig. 126). 

Slttfldfltna« 90?an trage bie Sinear^@in^eit ab auf ber ®eite 
AB fo oft auf, m möglid^; man mac^e ndmlic^i 

AP ^ Pg==OR =RS = 8B = ab, 
fo bap alfo in unferer gigur AB = 5 . a b ober aKgemein AB ^ m . a b 
töirb. 9lnn jie^e man burd^ atle S^^eilungöpunfte ^^^araHefen gur 
©fite AD, fo tt)irb unfer Sttiffted AC in 5, allgemein in m fRt^u* 
ecfe AL, PM, QN u. f. n). getl^eilt, weld^e fammtlid^ fongruent 
finb, inbem fle jwei Seiten gleich ^aben ($. 55, ^n\.) ; e^ i|i fonac^ ber 
gläc^eninl^olt be^ gegebenen Äed^tede AB CD, ben n>ir furj iux^ 
ar, AC (area AC) bejeid^uett moHen, 

«r.AC ass 5.arAL = m.ar.AL . . . (1). 
'Slm (äpt fic^ aber bie Sinear ^ Sin^eit ab t)ermöge SBoraudfe^ung 
aud^ auf ber ©eite AD eine befHmmte 8lnja^lma(, j. 93. 4mat ober 
oHgemein nmat genau auftragen, ndmiidfi e6 ifi 
AE = EF ä: FG = GD a= ab, ober AD ^ 4. ab = n.ab, 

unb tomn man burd^ bie 3:^eilungd))Uttfte E, F unb G jur ©eite 
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AB Me EK, Fl unb GH paxaUtl iitf^t, fo n)irb iabur^ bai % 
AL in Me t)ier fotigrnentfn Dnabrate AK, EI, FH nnb GL 
t^ellt (f. 55), nnb iebfd tiefet Keinen Dnabrate Ifi fongment 
ber gldc^eneln^eft V, m\l g. 33. AP =. AE = ab ifl, mitfitn 

nnb biefen SBert^ in bie ®(eicl^nng (1) gefegt, er^&(t man 

ar. AC = 5.4. V = mn.V, 
ober wenn bie gtäd^enein^eit V = 1 genommen toirb, 

ar. A C = 5 . 4 = m . n , 
b. 1^. ber gUd^enranm eined 9led6te(f6 tt>irb gefunben, J 
njenn man bie S3afi6 mit bet^^dlgie beffetben (beibe aii(,.J 
bie 8inear ^ 6in^elt bejogen, alfo burc^^ 3^f)kn an^gebrürft) mnttt' ] 
»)lijirt. I 

©eftt man bie Sinear ^ Sin^eit ab = 1 , fo ifi nad^ nnferer 
obigen ^nna^me 

AB ssrin.ab = m.l nnb AD = n.abasn.l , 
alfo 

ar. A C = m n sfcs (m . 1) . (n , 1) sat [m . 1 ] . [n . 1 ] 

= AB. AD. 
Sttfa^ 1* 3fi AB CD ein Dnabrat, alfo AB t= AD, fo i^ 

bejfen glAd^enraum =AB.AD=rAB.AB==ÄB, b. ^. ber 
gldd^enin^alt eine6 Dnabrateö wirb bnrd^ bie jtoeite 5Potenj einer 
feiner Seiten auögebritrft , nnb ba^er nennt man bie itt>eiten ?poten# 
Jen mit fR^^t Dnabratjal^len. 

3ufa^ 2-^ aied^tetfe tjon gleid^er ^5l^e nnb ©rnnblinie flnb 
bemnad^ einanber gleid^. 
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127. Sei^tfa^^ 3tvei JRed^tetfe ABC D nnb 

, abcd (gifl. 127) t)on gleid^er ©mnblinie 

A ß s= a b' xjer^alten flc^ n)ie i^re ^ö^en. 
äSetoetd. 3Sian fc^neibe anf ber Seite 
. AD > atl ba6 ©tutf AF = ad ab, nnb 
jie^e bie ©erabe FE || AB, fo ifl, Weil t>er*^ 
möge SSoranöfeftnng AB = ab ifi, iai 
SRe^tetf AliEF^abcd^ toeldjed tobe fnrj 
' fo fd^ reiben n)oHen AE c;c ac. @d Wmmt 
alfo baranf an, nnfern ©aft für bie betben 
SRec^tecfe A C nnb A E jn ertt>eifen. 

@« finb ^ier jtt>el gäHe möglich, benn ba^ ffierMltnlß ber ^p 
l^en AD : AF ifi enttoeber fommenfnrabel ober infommenfnrabel^ 

a) 3m erfien gatte t^eile man bie ^bf}t AD mit bem gemein^ 
fd&aftlic^e« SWape AG ber Sinien AD nnb AF in gWd^e 3:^ei(e, fo 



p 



H 
B 



a 
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toirb eilt fo(<j^rr S^ribrng^^nnft getian anf F fallfii, unb inxäf btn 
crflcti ^tttma^puntt G jie^e man 6 H || A B, burc^ b(e übrigen %^tU 
fx^fiptaiHt ahn benfe man ftc^ blop q^araUete Strednt jnr AB ge^ 
Hgen, fo iß, wenn AD s=s m.AG nnb AF » ii.AG gefunben 
»irb, cutc^ ba6 Slec^ted A C = m . ABH6 = m. AH nnb ba6 
Stec^tecf AE «^ n.AB, nnb beninac^ 

AC:ABesm.AU:n.AH=Bm:n. 
i^ ifl aber anc( 

AD : AF SSM m.AG : ii.AG = m : ii, 

aI[o 

_ AC : AE = AD : AF, 
mb n>eU ar. AE ^ abcd = ac nnb AF = ad ifl, fo l^at man 
01(6 

ar. A C : ar. bc =» AD : ad. 

»)) 3P ba6 aSer^&ltnlß AD : AF infommenfurabel unb be^anp^ 
tft 3emanb , e6 fei nic^t «r. A ü : «r. A E == A D : A F , fo mü0te 
ar. AC : ar. AE ^ AD : AF fein. 

Sßare nnn 

ar. A C : ar. A E > A D : A F ober — ^ — - > t^, 

ar, A E A F' 

fo mupte bie \>ierte proportionale }n AC, AE unb AD Heiner ald 
AF nnb j. ». *= AI fein. 3)enft man fidb nun We ©erabe AJ) iu 
»rarere gleiche 3;i^eUe, beren ieber < IF ifi, get^eiU, fo liegt ixou 
f((en 1 unb F n>enigf}end ein folc^er 2;i^ei(ung$))unft L, unb }ie^t man 
nm bnr(( biefen ble ®erabe K L y A ß , fo entfielt ein neued Sted^tecf 
AK, befl^en ^o^e AL jur ^ö^e AD ein fommenfurabied SSer^ältni^ 
$al, unb bemnad^ ift nad^ a) 

ar. AC : ar. AK = AD : AL, 
tinb nad^ ber Slnna^me be6 ®egnerd wäre 

ar. AC : ar.A E == AD : AF, 

a(fo mufte auc^ ble Proportion Statt ftnben: 

ar. A K : ar. A E = A L : AI, 
nnb barand nriirbe A K > A E folgen , well auc^ A L > A I Ifl, wa6 
abfnrb Ifl. Witzln fann auc^ ble ^orau^fe^ung nlc^t wa^r fein, bap 

ar, AC : ar. AE > AD : A F. 

Sßärbe nnn bet ®egnet behaupten, baf bad 93er^4(tnlf ^^\ < — ^ 

Ol, Au Ar 

wAre, nnb alfo }. 9. 

ar. A C : an A E = AD : AM, 
weil ble vierte geometrlfc^e ^Proportionale ju AC, AE unb AD grö*^ 
fer aW AF fein müßte, fo tigielle man wleber In ©ebanfen ble ®e* 
rabe AD In fo ))le(e gleld^e X^elle, baß wenlgflend ein 3;i^el(nngdpnnft 
gwlfd&en F nnb M, tixoa In N fallt, unb jle^e burd^ IN bie ®erabe 
NPy AB, fo Igiat ble ^o^e AN bcö neuen 9led()tecfö AP jur AD 
ein fommenfnrabled SSerl^&Itnif , unb bmtnac^ Ifl na d^ a) 

ar. AC : ar. AP «= AD : AN. 

€laIomcn*< 9(em. ®eom. 4. tlufl. iO 
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JBcrgfeldj^t man Mefe ^xopoxHon mit btx t)om <8fpet otigmotntrinieii r 

ar. AC : ar.AE — AD : AM, 

fo toixht man erl^atten: 

ar.AP : ar.AE = AN : AM; 
unb ba l^irr AN < AM l^, [o müßte an(b ar.AP < ar.AE feit, 
tt)a6 ebenfaHa abfurb ifi. (gd fann alfo bad ffler^dltiiiß AC : AB- 
ttjeber gröf et nod^ Heiner a(d bad »er^aUniß AI) : A F fein , mi 
ba^er ift bie Proportion 

ar. AC : ar.AE = AD : AF 
allgemein giltig, mitl^in auc^ bnrcl^ ©ubjiitntion 

flrr. A C : ar, a c s= A D : a li. 
3ufa^. 9Wan fann AB unb ab a(d bie ^6(fen ber beibe«'^ 
9iec^)tfcfe betrad^ten , unb A D unb « d aW i^re ©runblinien ; bemnadj 
t>er^a!ten fic^ jtpei JRcc^tedte t)on gleichen ^öl^en n)te il^re ©rwnblinien. 

8. 148. 

128. 2e^tia1^. !Die giad^enräume jweier «ec^terfc 

^ D ,E Aß CD unb IKLM (gig 128) flel^en im ju^ 

1 ! 1? fammengefeftten SSer^&ftniffe il^rer ,^o^en unb il^rer 



^ j. A\ V ©runblinien. 



I H-..-i& äSetoetd. 5»an t)erlangere bie Seiten AB 

h\- — 'I. unb AD über ben Scheitel A ^inaud, maä)t 

AF = LM, AH ^ LK, unb giel^e burd^ H unb F jnr AB unb AD 
begie^ungdtveife bie ^araöelen HG unb FG, fo ifi ba6 JRec^iterf 
A G £o K M (8. 55 , 3wf0- Verlängert man nun auc^ bie Seiten 
CD unb GF, M6 jte fi(* im fünfte E burc^fc^neiben ; fo entfielt ein 
neueö SRcc^tecf AE, toelc^^eö mit bem Steckte AG einerlei Sap« AP, 
unb mit bem SRec^terfe A ü biefelbe ^o^e A D l^at 6^ ifi ba^er nac^? 
bem t)origen ©afte: 

AFGH : AFED = AH : AD, unb 
AFED ; ABCD = AF : AB, glfo an^ 

AFGH : ABCD = AH.AF : A D. A B, unb tpeil 
AFGH = IKLM, AH = LK unb AF =t LM, 
fo iji auc^ 

IKLM : ABCD = LK.LM : AD. AB. 
Sttfa^ 1. 3fi IKLM = ABCD, fo ifi anO) LK .LM 
= AD. AB, Da^er LK : AD = AB : LM, b. ^. bei gleict^m 
3ied^te(fen tjerl^aiten fidf bie ^o^en umgefe^rt tt?ie i^re ©runblinien. 

W 
3ufa^ 2 3fi KL bie S&ngenein^eit, alfo « 1 unb ba6 $a^ 

raOelogramm IKLM ein Cluabrat, mithin bie glüd^enein^it == 1 ; 
fo ifi 



'" - ■-=(/")%. 



ar. ABCD : Is» AB. AD : (l ) , b. l 



Ui 

ar.ABCt : i « AB . AD . i, off^ 

«r.ABCD = AB. AD. ' 
!bie (|. 146) flffiiiibtnc Äegcl ßüt affd atic^ «oc^ bann, Wetiti Me Mf 
Im SettfH, obft eine btx^tlbm in ©rjng «ttf ble Wnfjenefnljffr lufom:^ 
■nfitrabel ftnb. 

8. 149. 

Se^tfal^. ^axaMoQxamme über einerW ®ninb(jnle unb jn>f^ 
f(^en benfelbeu ^axaUeUn fmb einanber gleict- 

äSetueid. @d finb ^ier btei SäOe moglid^, benn eutweber if) 
Mc Seite AG be« einen ^araHelogramma jugleid^ 5)taflona(e bed an* 
btrn (gicj. 129; «X ober Me Seite AF be6 einen fctneibet bie ber ge* 
nrinftibaftnc^en Sa^d Aß gegenüber (iegenbe Seite CD bed anbern 
^raBelogromni« jwlfd^en C nnb D (gig. 129, O), ober enblidj^ in 
i|rer aSerrängening (^ig. 129 , c). 3ni * er^eu %aUe ift bad A A C D 
SaABC^aBCE (gig. 61), alfo and) aACD -^ äABC 
= aABC + aBCE, b. i. ba6 ^araOerogramm BD = AE. 

129. 
n. b. c. 

-- vy — 

A B 





3m anbern galfe ifl ba« a ADF ^ aBCE, n)e« AD == BC, 
AF = BE ($. 60) nnb ber SB. i == c ($. 17, 3nfaft 8). «b^- 
hirt man nnn gu beiben JDreierfen ba6 3;rapej AC, fo er^SH man 
AADF + AC = AC + aBCE, b. i. ba^ ^Jaraaelogramm 
bD = AE. 

3m britten gaöe enblicb ifi mi bemfelben @rnnbe, n)ie »or^in, 
bne aADF ^ ABCE, alfo anc^ aADF — aCGF = AliCE 
— aCGF, b. i. ba6 Xrapej ADCG = BEF6 ober DG == GE, 
l)enmac^ and& DG + aabG = GE + AABG, b. t. bad $a* 
raHelogramm B D = A E. 

^tifa^ 1« ^Ifo finb }n)e{ Parallelogramme anc^ gleid^z tpenn 
fte g(ei(be ^5^en nnb gteid^e @runb(inien l^aben. 2)enn benft raan 
fte ftdji an ben gleicbcn ©runblinien anf einanber gelegt, fo faKen fte 
wegen »oranögefeftter gleid^en ^o^e innerhalb berfelben parallelen. 

Stifa^ 2- SWel^rere ^Parallelogramme t)on gleidb^t ^ö^e jtnb 

bemnact einem einzigen Parallelogramme gleid^, beffen ©rnnblinie 

flldc^i ip ber ©nmme ber ©rnnblinien aUer gegebenen Parallelogramme, 

«nb beffen J^ol^e biefelbe \% toxt bie einea jeben ber gegebenen 5paral^ 

.,n lelogramme. 

Sufa^ 8. 5)a (Sifl- 130) bad f(*iefn)in^ 
i> c «^'^ ^*9^ ^araflelogramm ABC^D = EFCD, 
/T 7= /^ ?• Mttb ba^ SRed^tetf 

, i-— /i^ EFCD = CD . DE = AB. DE ($. 146), 

fo ifianc^ «r.ABCD = AB.DE, b. f|. ber 



A £ B 



^(ad^ettraum eine6 (eben fßaraKetogrammed tvixi 
gefunben, n)enn matt fe*ine ®tanb(inie mit bet ^ö§t 
multiplicirt. 

3i<f^^ 4* ^'f^ ^^^^^ 3n)fi ^aradelogramme ABCDtinbabcd 

im jufammengeffftten SBerlgialtniffe i^rcr ^b^m «nb t^rer ©mnblinle«. 
3)entt ba ABCD = AB.CF, unb a b cd = ab . cf (3ufaft 3), 
tt>ettn CF _L AB unb cf J_ ab gcjogcn n>trb^ fo ifl 

ABCI) : abcd =« Aß.CF : ab.cf. 

3ttfa^ 5* Sejeid^net man bemnai^ ben ^(äd^enraum eined 
Parallelogramme« mit P , [eine ^ö^e mit H , unb feine Sajl« mit B, 
unb biefclben ®tu(fe eine« anbern Parallelogramme« mit P; ii nnb b, 
fo i(i P : p = B.H : b.h (3ufa6 4). 

©eftt man nnn a) B = h, unb H = h, fo ifl B.H = *b.h, 
unb bemnac^ aud^ P = P, ober ^Parallelogramme "oon gletdbet ^ö^ 
nnb gleicher 93aft« flnb einanber gleicti. 

3fl ß^ p = ,,^ fo ifi au* B.H = b ,h, nnb ba^er H : h 
-= 1» : B, b. ^. bei gleichen ^Parallelogrammen finb bie ^o^en ben 
©rnnblinien nmgefc^rt pro))ortional. 

3ft y) H = h, fo i^ P : p = B : b, unb wenn B = b, fo 
ift P : p = H : h, b. ^. Parallelogramme i>on gleicben ^ö^en t)er* 
galten fid^ tt)le i^re Safe«, unb ^^JaraHelogramme t>on gleid^en ®runb^ 
linien t)er^alten [id) tt>ie il^re ^ö^en. 

* aifo Wnurn bfgretigte fRaumc einerlei Ouantitat f^abtri, o^ne baß jie fon^ 
gruent finb. 

8. 150» 

^31. Sel^tfat;. 2)er glad^enraum eine« 3)reie(fe« ifl 

c K glei* bem falben ^Jtobufte au« feiner 33af{« in Me ^ö^e, 

/ \" / nämlich e« i|i A A ß C = ^^^ (gig. 131). 

AD « »etiPeid. Wan jie^e CD J. AB, CE || AB, 

unb BE II AC, fo iji ba« ^araUelogramm ABEC = AB .CD, 
naä} 8» 149, 3nfaft 3, aber bie ^Diagonale BC ^alMrt ba« $aral^ 
lelogramm A E ($. 61), bemnad^ iji ta^ 

A ABC = iar. AE = 1. AB . CD = ^.CD = AB. -^, 

3ufa^ 1 . 2lffo i|i iebe« SDreierf bie ^älftc eine« ^ßoralWögram^ 
me«, ttjeldbe« mit il^m gleid^e ©ruublinie nnb gleite §ö^e, ober v^eV 
d^e« mit i^m gleite S3afi« Igiat, unb anjifc^en benfelben ^Paraßelcn Hegt 

3ttfal^ 2- «) SBei\eidbnet man in jtt)ei 3)relfdfen ben glddben^ 
räum, bie ©runblinie mib bie §ö^e mit T, B, H unb f, b, h, 

foiP 

T = -— unb l = -— - 

alfo T : t = ?-^:*^ = B.H : b.b, 
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i, §. Dretede ße^ett im iafammeitsffffttfn 9)er^vl(titiffe i^rer ^ö^cn 
wüt ®nuib(itiieii. 

/)) 3fl B : b = h : H eine ma^te ^^roportion , fo tfl B H ^ b h, 
oJfo auif T = I , b. i. gn>et Dceletf e finb etnanbec gleich , wenn i^re 
$i^n beu ®runb(inien umgefe^rt proportional {{nb. 

y) 3P H = h ttttb B == b, alfo anc^ BH = bh, fo ifi 
T = t, b. ff. 3>reie(fe )>on gleicher ^5^e unb gleichen ©rnnblinien 
fiftb einanber gleic^. 

tf) 3^ H = h, fo ift T : l «= B : b, unb tpenn B = b , fo ifi 
T : l = H : h, b^. 3)rele(fe tjon gleicher ^ö^e t)er^altett flc^ n>ie 
il^re 9afe6, tmb 2)reie(fe t)on einerfei ©runbiinie ))er Ralfen fic^ mie 
j$re ^ol^en. 

3ufa^ 8- äßenn gmei "Dreiede ABC, ABD biefeibe 93aftd 
AB, ober gleite ®rnnblinien j^aben, unb )mtfd^en benfetbeu ^araOe^ 

132. len AP unb CD liegen, mithin Zf)dlt beffelben 

c ^D Streifend flnb, fo finb fle einanber gleid^ (gig. 132), 

l\\^f\ ^«»tt t^te ^ööen CE unb DF finb einanber gleid^, 
LklSJj ttö^ 8- 60, 3ufaft 2. 
A X BF Umgefel^rt liegen gtoei glei(^^e 5)reie(fe tjon einerlei 

©runbllnie atoifd^en benfelben ^JSaraaelen. Denn iflAABC = AABD, 
unb finb C E unb D F i^re refpeftit)en ^ö^en, fo ifi A B . C E = A B . 1) F, 
uab ba^er au($ C E = D F. 9(ber C E unb D F ftnb beibe fenf rec^t 
auf bie ®erabe AB, alfo paraOel, folglich ifi aud^ CO||AB nac^ 
«. 60, Sttfaft 1. 

^niali 4« @d lä^t ftc( alfo immer ein !Dreie(f fonfhuiren, xotU 
dje6 ber Summe ober ber 3)ifferen} jmeier 3)retc(fe »on gteic^fer ^5IJe 

gleich ifr 

3ufa^ S- Sd^neiben {i($ gmei ®erabe L unb L' \rx einem 
^nnfte 0, unb mau }ie^t givifd^en benfelben jmei beliebige parallele 
Strecf en A' B' unb A" B" , fo entfielen burd^ bie SSerbinbung ber 
fünfte A', B" unb A", ß' mittelft ber belben jlc^f in 0' fc^neibenben 
Streden A' ß" unb A" ß' \)ier 5ßaare t)on gleid^en 2)reie(fen , t)on 
loeld&ett jn>ei ^aare, nämUd^ A' A" ß', A'ß'B" unb V A" B", A" B' ß", 
eine Seite gleich, unb bie beiben anbern $aare, n&mlic^) A'B'O', 
A"B"0'.unD A'A"0', B'B"0', einen äBinfel gleidb ^abeu. 

Jttfa^ «. «Öaben jtoei g l e i df; e 3)rclecfe ABC unb Aß' C 
infelBAC unb B'AC gemeiufc^iaftlic^i , ober ifi ber lefttere 
ber Sd(>eiteln)infel bed erfiern, unb man tjerblnbet ß mit C unb B' 
mit C burt^ bie Streden BC unb ß'C, fo ifi BC B'C. — Sffiie 
läft {id^ biefer Sa^ umfe^ren? 

8 151. 

SCttfgalbe. !Den glac^enraum a) eine« 3;rapeje6, 
unb b) eined SIrapejoibed gn berec^inen. 

SCuflofuttg. a) g« fei ab cd (gig, 133) ein 
3:rape), unb jn>ar fei c d || a b. ÜRan gie^e bie !£)ia^ 
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gona(e ac unb oe fenfred(it auf ab, fo tfi ce W gemeiaf(^aft(i(^e 
^öl^e bec Dreietfe abc uub acd. SSeÜ nun ba^ Xuxpti bd « 
Aabc 4- Aacd, aber 

Aabc SB |ab.ce mtb Aacd = |cd.ce, 
[0 iü 

bd = lab.cc + icMl.ce = «jj!iJLjLA!L) ^ 

« 

b. ^. ber gtäc^enraum eliied 3;rapeK^ tji g(et(^ bem falben 9led;te(fe 
aud ber Summe feiner parnllelett ©etteu in t^ren aibflanb. 

134. ^0 ^an jle^e Im 3;rapejotb abcd (gjg. 134) Me 

2)lagonaIe b d , unb fu^re bie ©eraben c e unb a f 

fentrei^t auf bd, fo ift baö 




// 



Aiibd = — —, uub bad Abcd =c — - — 



ba^er bad SSierecf 

abcd = z^abd + -Jbcd = -J- + !ii^ = l bd(af + .^0, 

b. Ö. ber gtac^enraum einer t^ierfeitlgen gicjur wirb gefunbeU; tt>etttt 
man eine beliebige 3>iagonaIe berfelben mit ber falben Summe ber 
Stttferuunflen ber beiben übrigen ©d^eitel beö SSieretfö t)Ott blefer 3)la^ 
gonale muttipüjirt 

3ttfa^ 1- 3ie^t man burc^ bie SWilte \\ ber Diagonale a c el> 
ne« %x(X^tvt^ bd (gig. 133) fg||ab, alfo auc^ fffilod, fo ijl 
ah : ac = bf : cd, unb oh : ac = hg : ab (8-69, S^f- !)• ®^ 
nun ah = hc = ^ac, fo ifi auc^ hf = ^dc unb hg = s «K 
bal^er 

• r I u II I 1 u cd + ab . . - cd + ab 

hf + hg = ^dc+ iab= ^ , b. i. fg = ^ — • 

golglid^ ifi auc^ ba^ 2;ra})ej bd == £^iliL±_5i> = cc.fg, b.^. 

ber Sn^alt eine^ 3;rapeje6 wirb aud^ gefunben, wenn man bie burtfe 
bie Siilte h feiner Diagonale ac geführte parallele fg mit bem 8lb^ 
^anbe ce ber beiben parallelen ©eiten beffelben multiplijirt. 

^Viia% 2. ^\x>t\ %xo:ptyt tJon gleic^jer ^ölgie laffen fid^ flet« fo 
über einanber legen, \i<x^ i^re parallelen ©runblinten jufammen fallen, 
unb umgefe^rt. — 3wei folc^e Xrapeje fonnen fonad^ aW SJ^eile be«^- 
felben Streifend betrachtet werben, unb umgefe^rt ^aben gwel Xra^ 
peje, weld^e JE^eile beffelben Streifend finb ober bie jwifd^en benfel^ 
ben ^Parallelen liegen, gleid^e ^h^va. 

S. 152. 

135. Slttf^ate. Den gladjenin^alt eine« beliebigen 

P SSielecfd ju bered^nen. 

y^i J^B Sluflöfttttd* i) 5Wa« V^'^W ^^^ Säieled A B C D K 

B<^-fM (g{g, 135) {jßtd^ Diagonalen in lauter Dreiede, tinb 

g^ bered^ne jebe« Dreiecf für fic^ (8. 150), fo iji bie Summe 
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13 7. 



3ttr Srleid^teruttfl ber Slrbeit fann man, [0 oft c6 ftd^ t^mi laßt, jwcien 
2)relerfen eine gemein fd^aftfiit^e ©iiuibftnie geben^ ^ief)t mm ndmlicö 
bie @enfred^ten Ah, B b mit) D d bejie^ungdweife anf bie Dtagonaten 
BE ttnb CB, fo tfl bad 
z/ABE=iBE.AH, z/BCE = |CE.Bb, unb ^CDE = iCE.Dd, 

unb babtt 

ABCDE = ^ABE -|- ^BCE + ^CDE 

= iBE.Aa + iCE.Bb + iCE.Dil 
= iBE.Aa + lCß(Bli + D d). 

2) 5)ec glacbenftt^aU bed SBieletfö ABCOBFG 
(^i(). 136) la^t fi* a«c^ auf folgenbe STrt be^ 
redbnen. üRan iie^c eine beliebige ®erabe CG, 
uttb auf biefe fübre man au? ben ©c^elteln ber 
ißoU;gontt)infet bie ©enfred^teu Aa, Bb, Dd, 
Ee, Ff, fo Wirb ba? ganje ^ol^gon in lauter 
5)reiecfe unb 3;raveje get^eltt, mlift elnjeln berechnet unb abbirt wer* 
ben muffen, um ben gläc^enln^aft beö gegebenen 93lefecf 6 ju befilmmen. 

3) Snblici& fann man ben gtad&eninljalt 
be6 qjol^gona ABCDE FG (gig. 137) 
auc^ folgenber 2Raßett befilmmen. 9Ran jie^e 
bie {Diagonale CE, unb burd^ bie ©d&eitel 
ber ?polt)gontt)ittfeI ju i^r bie ^arattelen Ff, 
Hb, Gg, fo wirb bie ganje gigur in gwei 
3)reierfe unb lauter a:rapeje jert^eilt, bie ein^ 
jeltt beredb«^^ »«t^ *n eine ©umme gebradbt, 
ben »erlangten glAd&enin^alt geben. 

Der ?lnfanger wirb gut t^un, mehrere 
berlei ^ol^gone nadb ^^^ »erfc^iebenen ajfe^ 
t^oben mit ^iife be6 t)eriüngten 3Rafftabed wirHid^ gu berechnen, unb 
bie gewonnenen Mefultate mit einanber ju V)ergreldben. Sn^befonbere 
empfehlen wir bem gfei^igen bie ®ered&ttttttg ber .^ol^gone mit ein^ 
fprlngenben SBinfeln gnblic^ W&l^te man eine t)erlängerte Seite bed 
5ßol9gon6 aW Slbfciffenlinie, unb fÄBe au? aOen Scheiteln be? ^ol^^ 
gottd auf biefelbe ^erpeubifel u. f. w. f. 

8. 153. 

Sel^tfa^* ?le^ttUc^e 3)rele(fe ABC unb abc w^alten fidb wie 
bie Duabrate i^rer gleidbnamigen ©eiten. ., ^ . 

9)eliPetd. aRan fÄUe (gig. 82) an^ ben Scheiteln A unb a bie ©enf^ 
rechten AP unb ap, fo ifl ba? ^ABP ^ ^abp, weit ber SQBinfel 
P = p = RutibB=«b \)ermöge aSoraudfe^ung. ®« ip affo 
AB : ab =: AP : ap, unb weit ba? -^ABC ^ ^abc, fo ifl 

anc6 

A B : a b = B C : b c. 
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@e^t matt biefe beiben $ro)>ortiottett jufammett, fp ttffilt man 

ab' : «V= BC.AP : bc.ap. 
9httt ifl aber andf nad) %. 150, B^fa^ 2, 

z/ABC : z/abc == BC.AP : bc.ap, 

folglidti ifi Hxd) @ubfiitution 

z/ABC : j/abc = AB* : äü* = ¥C:bc*= Ac' : ä7 ' 

bftttt e6 ifl 

AB : ab == BC : bc = AC : ac. 
2nfat 3)a nadti «. 81, Sufaft 2, AB:ab = AP:ap, 

alfo andf AB : abs» AP : ap, fo ifl aud^: 

^ABC : z/abc = ÄP : ITp* 
b. ^. AlSinlid^e iDreiede t)er^a(ten fid^ aud(i toit bie Duobtate i^ter g(et(l^^ 
ttatttigftt ^if^tn. 

«. 154. 

Sel^tfa^. «e^nlld&e ^Pol^jone ABCDEF, abcdef (gfg. 91) 
t)fr^atten jid^ tDie ble Ouabrate jweter gleld^namigen ©eitm, ober »le 
bif Cluabrate gleid^namiget !Diagona(en. 

aSetoeid* 3)a ABCDEF -- abcdef, fo iji 
AB : ab = BC : bc == CD : cd = n., 
folglid^ and^ 

1 1 2 2 « 1 

AB : ab = BC : bc = CD : cd = k, 
2)a ferner, mentt an^ ben gleichnamigen @d^eiteln A unb a bie 
^Diagonalen gejogen iverben, nacl) S. 97 ba6 z/ABC ~ ^abc, 
^ACD -- ^acd, z/ADE -- z/ade, unb ^AEF ~ z/aef, 
ifl nad^ S. 153: 

z/ABC : ^abc = AB*: ab* 

^ACD : a^cd = CD* :"7d*= Äß* i'Jh, 

^ADE : ^ade = DE* : Te*= AB*: ab* 

^AEF : Jaef = AT* : Tf* — AB* : ab* 
folgH(^ ifi («. 170 b. 2irg ) 
(z/AöC 4- ^ACD + z/ADE + ^AEF) : (^abc + ^acd 

1 2 

-|- z/ade + ^aef) == AB : ab, 
b. i. 

«r. ABCDEF : ar. abcdef = Ä"B* : Tb* = ¥C : ¥c* =r jc. 
aBeil aber ABCDEF ^ abcdef, fo ifl 

AB:ab=>AC:ac = AD:ad=r A.E : ae, 
alfo and^ 

1 S 1 S S 2 2 1 

AB:Hb8=AC: ac = AD:ad==AE:ae, 
ba^er ifl and^ 

ABCDEF : abcdef = AG*: ac*= AD*: 75*=:= jc. 
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S. 153. 



Sel^rfd^* fabelt )n)fi ^Dreiecfe ABC uitb 

ADB (9ig. 138) einen 9EBinfe( A gleid^ ober 

gemeinfd^aft{i(^ , fo t)er^a(ten ftd^ il^re 3n^a(te, 

n)ie bie 9le(^tfcfe unter ben jenen 9Biufr{ umfd(|{ie^ 

^ fenben Seiten; n&mlid^ e6 ifl 

^ADE : z/ABC = AD.AE : AB.AC« 

a»etoetö. «tan iie^e CD, fo ifi ($. 150, Süfaft 2) 

z/ADE : ^ACD = AE : AC, 
ttnb zlACD : z/ABC = AD : AB. 
3Ufo ifl, tt>enn man beibe fßro))ortionen {ufammenfe^t : 
^ADE : z/ABC == AD.AE : AB.AC. 



%. 156. 

Sel^tfo^. !Der S(&d(ienraum eine6 regulären ^43otvgon6 n)irb ge^^ 
fnttbeu, votnn man feinen Perimeter mit bem falben ^albmeffer be6 
ringefc^riebenen j^:eife^ mu(ti))(iiirt. 

SSetneid. @d fei ABCDEF (gig. 118) irgenb ein reguiared 
. 5ßol9gon »on n Seiten, ^kf^t man bie ^albmeffer A 0, ß , CO,... 
imb bie Streife OG x AB, fo toirb ba6 fßoii^gou in nfongruente 
!Dreie(fe jert^eiU, bereu eined ba6 z/ A B 0. 9iun aber ift ba6 
^ABO =» |AB.GO, alfo ber giädbeuin^dt be6 $o(9gou6 
ABCDEF = n.l AB . GO,. unb iDeil ber Umfang M ^Jßolr)^ 
gond = n.AB, fo ifl, tt)enn wir biefen mit U bejeic^nen, baö ^o^^ 
l9gon ABCDEF = iU.GO. 

3ttfa$ 1. Sejeic^net man ben 
Umfang m ^ol^gon^ ABCDEF 
(gig. 118), wel^eö bem Jtreife 
abcd umf^rieben iji, mit V, bef^ 
fen gt&d^enraum mit F, unb ben 
Umfang be6 bemfelben Ärcifc ein^ 
gefc^riebeneu a^ulid^en ^oh)gou6 
H b c d e f mit u, unb beffen Snl^alt 

mit f, fo iji 

F : f = U .06 : u . Og. 

$lber uac^ $. 135 ift 
U:u = OG: Og, alfo 
y _ u.OG 
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F : f =- 



u. OG 



Og ' 

ba^er ifi burd^ Subfiitution 
: u . Og = ÖG: Ö^'', 



b. 9. bie ^Ih^^nxhnme A^nlid^er regulärer fßol^gone t)er^a(ten ftd^ tote 
bie Duabrate ber ^a(bme^er ber eingefd^riebenen JPreife. 



3ttfa^ 2- 9f»^ b« ^^Jroportloii F : r = Oif: ö/ folgt : 

F : F — f = Ög': OG* — Og, 
unb ^ieraud ftnbet man: 

F— f = ::^ (OG— 0^). 

OG 

®f ftt mau G == a unb g = x, fo iji 

3f gröper tiuit Me ©eUenanja^t » wirb, befJo gtö^rr wirb x, wd^* i 
renb a unt>erdnberlicft bleibt, befio fleiaer wirb alfo ber gaftor (a* — \% Z 

bcflo Heiner alfo anc^ baö ^ßrobnft -, (a* — \% ober bie !Dijferett| 

V — f fann Heiner werben, alö jebe nod^ fo Heine aujebbare ®rope. 
9{un lel^rt nnd aber ber btope S(nb(i(f ber ^igur, bap bad umfc^riebene 
$ol9gon immer größer, bad eingefdb^i^^^n^ ^^^^ immer Heiner fei . 
a(6 ber i^:ei6, unb bap iened immer Heiner, biefe^ aber immer gr(§et 
werbe, j|e größer ii wirb, bap {t(^ bemnad^ beibe ^ol^gone ber StiM^ 
fläche o^ne @nbe nd^ern. ^ierand Uvl^M benn t)on feibfl ein, baf 
man ein regnldre^ ^4^o(t^gon bered^nen fönne, we(c^e6 t)on bem einge« * 
fc^riebenen ober umfdE^riebenen ^eife um weniger unterfdb<^^^n ifl, aM 
jebe no(^ fo Heine gegebene ®röpe betrdgt. SSgl. 8. 140, Swf- 1 »• 2. 

»157. 

Sel^tfa^. !Der ^tdc^enraum eine6 ^reife^ ifl gieic^ feiner $e^ 
ri))^erie, mutti))liiirt mit bem l^alben 9iabiu6. 

SSetoeiö. SWan umfd^reibe bem Greife K, beffen ^erip^erie = P, 
unb bejfen ^albmeffer = K fein foH, ein reguldred ^ßoli^gon, beffen 
gldd^enraum = F, unb beffen Umfang = U fein mag, fo ifl F > R, 
fo grop aw^ bie ^nja^I ber @eitcn bed umfd^riebenen ^o(9gi)nd fein 
mag. @6 fei bemnac^ 

F =. K + X . . . (1), 
wo K eine befidnbige, x aber eine tjerdnberlid^e ®röpe bejeid^net, welche 
bei bem uneubüd^en SBac^fen ber BziUwaxuoifii n olgine (Snbe abnimmt 
9tun aber ifl F = | U.K (8. 156), unb well immer U > P, alfo 
U = P + y, wo wieber P beftdnbig, y aber t)ariabel i|i, unb jwar 
bergefialt, bap y o^ne Snbe abnimmt, wd^renb n o^ne 6nbe wdc^fl, 
fo ifi burd^ @ubfiitution 

F = (P + y) 4"' ^^^"^ 
F = IPR + |y.R . . . (2). 
@e^t man bie beiben för F aufgehellten Sßertl^e einanber gleich, fo 
er^dlt man 

K + X = |PR + Jy.R, 
worauf (3) K « iPR + (|yR — X) gefunben wirb. 
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Dil nun btx Zffcxl (^yR — x) eine ^unfdon t>on n, namtiit 

eine t)on n abhängige &xo^t ift, n aber auf Ht &xö$t K gar feineu 

Sin^u^ f)at, inbem btefe ieMgH(^ t)on R abhängig ifi, uub ba^er für 

ein be^tmmted R nid^t t>erf(^iebene , fonbern nur eiueu unb benfetben 

^ Sert^ ^aben fann, ^o ma^ {yR — x = o, folglich K = ^PR fein. 

i 3ufa# 1* 9ßei( P == 2R« (S. 143), fo 1% n)enn man bie^ 
I fen ffiert^ in bet ®Iei(*nng K = iPR fubflitulrt, K = R».«, b. ff. 
^ber SUctettinbalt einee JPreife^ n>irb auc^ gefunben, 

wenn man bad Duabrat bed ^albmeffer^ mit ber 8u^ 

bo(pbif<^^n d<^H multipiijirt. 

©eftt man 2R = D, fo ifl K = Jf)^;r. 

3ttfa^ 2. 9ejei(^net man bie gidc^enräume )it>eier Greife mit 
K, k, i^re Peripherien mit P, p, i^re ^albmeffcr mit R , r , unb i^re 
3>nrd(imeffer mit 0, d, fp ifi 
K =^ iPR=R« Ä = iD*jr, uub k = ^pr = r^r =1iI-ä; 

alfo K : k = R« : r* = D« : .1*^; 
'\ b. ff. iit 3(ad(ienräume jmeier Greife )?er^a(ten fic^, 
\ wie bie Cluabrate i^rer Siabien ober i^rer iDurcb^ 
r neffer. 

^39 3ufa^ 3* Sefc^reibt mau über ben brei 

Seiten eiiu^ rec^tminfligcn iDreiec!^ ABC 
(gig. 139) bie ^albfreife BAC, ADB 
uub AEC, unb bejeid;net man i^re Sld^ 
c^enraume mit S, s, »', fo ift 

* V-llI V S : 8 : s' = BC': T\f : AcV 

ober S : Fc = s : AB = 8' : ÄC, 
alfo aud& 

S : 8 + 8' = bC : A B* + AC, 

unb mil Fe = AB* + Tc, fo ifi aucti S « 8 + »'. aße» 
ttunS==^ABC-f-m4-n, 8 = M + »i, unb s' = N + n, fo 

ift butä) ©ubfKtntion 

^ABC -f- m + n = M 4- m + N + ii, 

unb bieraud folgt: 

^ABC = M + N. 

♦ 3)ie moubförmigen gflä^cnräume M uub N nennt man bie l^i^j^JO:: 
f'tatif^en SWönb^en, toeil J&ip potrate« (ein flne^ift^et ®eome* 
tet »on (S^io« unb @(^ä(et be« ^j^tl^aöotaö) biefe ©ifleuf^aft jnetfl 
entbecfte. 

«. 158. 

Sel^tfa^« 3)er gldd^enraum eine« Ärei6au6fd^nitteö wirb ge^ 
fnnben, n)enn man feinen 93ogen im Sdngenmape audgebrüdt, mit bem 
falben 9tabiud mu(tip(icirt. 
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»eloei«. 9(u6 S 116 folgt, ^a0 

140. Secl AGB : SecC ACD = arc AB : arcABD I 

i> (glg. 140), unb ^leraue finbet man 

, ; \ Sect ACQ =s . : 

\: ^ arc AHi) S 

:^(. I 3fl n»itt CD feiifrfdjft auf AC, fo i^ SectACD 

\ ** / «^ifreie =i.r«3r, wenn man AC = r tmli 

\. / arc ADD = i qjcrip^erff = ^ • 2tx = Irar' 

^ ffftt; bal^er {|i burc^ ©ubfatution 

SecCACB = i'^^^^'J^^ = ir.arrAB. 

3ufa# 1. iDer Stäc^rntn^alt bcd Stxeieab\i)nxiM AEBGA 
n>trb gefunben, menn man t>om <$<;c^AEBC bad ^lABC abkitf^^ 
mmüd) eö ifi 

S^^m.AEBGA=Äec^AEBC — ^ABC = lr arcAB — AG*C 
ober aiicff * 

Si?^iii.AEBGA = ^r . «rcAB — |AC. BP = 

= ir.arcAB — li\BP = (arcAB — BP).^. 

3ufa^ 2 3i^^t man burc^ ben 3Ritte(punft C bed Sogfit« S 
aCh (gig. 125) bie ZanQtnte AB, »clcfee ron ben, buv* bie Snb* I 
punfte A tinb b bed 93ogrnd gezogenen unb verlängerten Slabten OA 
unb OB begrenjt voxxD , fo ifi ber 3n^alt M 

z/ABO == AB,^, unb 

c o 

Sect a C b = arc a C b . — - , 
9lun ift aber ^ A B > Sect a C b , alfo aui* burc^ ©ubfHtution 

A B . -— > arc a C b . ---, 
unb ^ierauö folgt A B > arc a C b , mithin an^ 

A B 

— > h arc a C b , ober A C > arc a C, 

b. ^. bie 3;angente C A ift größer alö ber Sogen jwifc^ien bem S3erü^^ 
rung^pimfte C unb bem iDurc^fcftnittöpunfte a mit ber ®eraben, totidit 
ben SKittelpunft beö Äreifed mit bem (gnbpunfte A ber Xangente t>er^ 
binbet. 

älfo ift auc^ ber Umfang eine« jeben 5ßoIi?gond groper aW bie 
^erip^erie beö f^m eingefd&riebenen Äreifeö. 

8. 159. 

Sel^tfa^ Sßenn man auf allen ®eiten eined rec^tn)inHigen 

3)reie(fed ABC (glg. 141) Cluabrate befd&reibt, fo ifi ba« Duabrat 

auf ber ^t^potenufe AB ber ®umme ber beiben Cluabrate auf ben 

ftat^eten gleid^, unb umgefe^rt. ©e iji nämltd^ ar. AD = ar, AF + ar. C\, 

— q — q — q 

ober auc^, tt)ie man fonfl ju fd^reiben pflegt, AB = AC + BC, ober 
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<^^ enblld^, mnn bic brel ©fiten burdb Saf)^ 

Im auögebriicft, alfo auf Mefelbc ?infar< 

eindeit bfiogett gebadet mxitn, AB » 

XC + ¥c (8. 146, 3ttfa|> 1), unb Wfim 

Ah = AC 4- BC, fo ifl C =r 90". 

$8tt»eH. 1) 9Ran jie^e C K y A E, 
tuoburc^ bad Duabrat A D tu jtpei Strebt:« 
fcff AK unb BK getl^eUt n)irb, unb bie 
®fraben C E unb B G. SSergldc^t man bie 
!Dieiecfe ACE unb AB6, fo jfigt fi^, bafi AE = AB, AC r:= AG, 
att Seiten berfelben CXuabrate, unb bei 93. GAE =:= BAG, mil 
SB. BAE = 9ß. CAG = ß, alfo audb 

S. BAE + BAC = ggs. CAG + GAB, b. i CAK = BAG; 
»emna* ifi ba« z/ACE ^ ^ABG (§. 37). «un ifl aber baö 
JACE = ^ALKE unb ^ABG = |ACKG (J. 150, 3uf l), 
oJfo ifi andb 4 ALKE = |AGFG, folg«* ALKE = aOKG, 
ober bad JRed^terf A K = beut Clnabrate A f\ ®anj auf biefelbe »rt 
ieiflt man, baf an* ba« JRecibtecf UK = ZXmir. B H fei, ^feraud 
fblat bann t)on felbf}, ba# 

ar.AK -f- B K = «r.AF -f- BH, 
b. l «r.AD -r nr.AF + B«, 

ober AB = Ä'C + Wc. 
2) 3)er umgefe^rte Saft tt)urbe fd^on 8. 87, 3nfaft 3 beriefen. 

2nfat l 9BcU AK : BK « AL : BL (§ 147), fo ifi an* 

AF : BH = AL : BL, 

ober aC* : BC*= AL : BL. 
ailfo "oex^alten fi* bie über ben IPat^eten fonfiruirteu CXnabrate n)ie 
bie anlieflenbeh ©egmente ber ^^potenufe. 

Sufa^ «. 3ebe^ Cluabrat AC (gig. 142) ifi bie 
^älfte beö über feiner 3)iagotta(e B D be f*rif bencn Dua^ 
brate« BE. SDenn im re*tn)inHigett 2)reie(fe BAD 
ifi AB = AD, alfo 

ßI? = ÄB + AD = 2Tb, b. i. «r. BE = 2AC, 
ober ar. A C = | ar. B E. 

3ttf^ 8* ^<^ ^^^ glA*enr&ume a^n(i*er 3}ie(e(fe {{* "otxf^aU 
ten n)le bie Qnabrate i^rer homologen Seiten ($. 154), fo ifi, wenn 
man über ben brei Selten beö in C re*ttt>infligen Dreierfö ABC 
ä^nli*e $o(9gone iVI, N unb P fonfimirt: 



142. 




a(fo an* 



M : N : P = A C : B C% A b'', 
b. i. M : T5 = N t B(f == P : A b', 



•2 



M ^ N : AC +BC = P 



AB* 
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iinb ba A^ = AC -f. bc, fo Ifl ä«d5 

P = M + N, 
namUd^ bae über btx ^^pottnn^c A B fonfhuirtc 3J{efcrf P {fl 6en ä^jt/ 
(ic^fti, über ben ^at^ftrn befd^riebenen ^ol^gonen M nnb N jnfam^ 
men gmommen gteid^. 

9nmerfttn0. 1) SBenn (gig. 141) attd bem fünfte C auf 
We ®ftabe A B baö 8ot^ C L gefäfft wirb , fo ^eff t ber guf pnnft L 
ble iProjection bfö ^unftee C auf AB, CL felbfi f)d^t Wc pro^ 
jfcirenbf ©erabe, «nb t)ftMnbet man einen beliebigen ^nnft A ber 
Oeraben AB — weld^e aW unbegrenite ®erabe gebacjt, audb ^ro/ 
jectlott^are genannt tt)lrb —mit C, fo ^elpt bad Segment AL Wf 
^Proiection ber AC auf AB. 6ben fo Ifi BL ble ^rojectlon bei^ ■ 
©trecfe B C auf A B. 3)a nun bad Cluabrat i ^ 

AF r= Aiü = AL. AE = AL.AB Ifl, 

fo fann man aud^ fagen: 

„!Da6 Cluabrat über einer ^at^ete ifl g(eid^ bem Sted^tede an6 
il^rer ^rojection in ble ^^potenufe." 

eben fo ifi bad Cluabrat über bem ^erpenbifel CL gfeid^ bem 
JRed^terfe A L . B L ber $ro jectionen ber beiben Äatbeten. < 

2) Stimmt man ben einen ©dbenfel a eine6 SSBlnfeM A = (a, 1») 
ald 5ßroiection6are an, unb jie^t nun anö ben fünften H nnb C be* 
©d^enfefö b bie BB' || CC ± u, fo iji Ali' bie qjrojectlon ber 
etrecfe AB unb AC ble 5|?rojection ber ©trede AC, enbll* B'C 
bie ^rojection ber ©trerfe BC auf ble ®erabe a. ©eften tt>lr bie . 
©trerfe AC = m, AB = n, B C = m — n 1, AC = m', AB' ^ n' 
unb B'C = m' — n' = 1'; fo ifl nac^ (8. 69, 3ttf. 5) 

— r^ — = COS A, a(fo in' = m . cos A, n' = ii cos A unb l' = 1 . cos A. 
ni n ' 

b. f). ble ^roiectlon l' einer beliebigen ©trede I auf tk ?lre a ifl gleidb 
bem ^robufte aM ber ©trecfe I in ben ßoftnnd il^re^ 9{e{gung6n)ln^ 
feld gegen bie $ro)ection6axe. 

«. 160. 

Sfufgalbe« (Sin Duabrat ju befcbrelben, njetd^eö mehreren ge* 
gebenen Duabraten }ufammen genommen gleich fei. 

^ufüdfuitg* @d feien a, h, c bie ©elten breier gegebenen 
143. Duabrate. Wan fonfiruire einen redeten 

al c SBittfet BAC (gig. 143), mad^e ben einen 
©c^ientel AC = a, AB = l>, unb gie^e ble 
J&^potenufe BC = y, fo ifi y* = «* + l>'. 
enblic^ jie^e man CD fenfred^t auf BC, 
mac^e CD = c unb jie^e BD = x, fo i^ 
X« = y« -f c« = a« + b« + c«j 
B ' 1 alfo ip X = B D ble ©eite M »erlangten 




•r f 
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D^uatratee. gben fo t>erf&^rt man, n)fitii we^r aM brei Cliiabrnte 
jfgeben finb. 

3ttfti#* ^<^n ifi benmacb aucb im Staube , bie ®eitf eined 
i^^^.nuabrateö ju beflimmen, wcld^eö üwef, brci, t)ler . . . «Wal größer 

aW ein gegebene« ifi. So fei j. ». A ß C D 
(gig. 144) bad gegebene Duabrat Wan 
t)erlangere bie Seite AD bed gegebenen 
Cluabrated, fo ifi au* DE fentrecbt auf 
^—er-zrT'^^^—k -^A C D. »Jadbt man nun D a = C D = A 13, 

^. Ii _ ""^ »!i^^ "^' f^ *<* 

.^ aC'= aD*+ CD = 2. AR 

3^'»nn trage man \\ C i)on D nac^ b , uttb jle^e b r , fo ifi 

- 17C*= bD* + CD = 7C* + C^D = 2 . TlJ + Ä"ö = 3, Äb! 
3:rägt man femer »on D na* c bie ©trerfe bC, fo ift 

S 2 

cC = 4Ali, 
niib eben fo erhält man 

dl;*= 5~AI3* ^*= 6 . ab', u. f. n>. 
^. e« m^ait fi* bemna* 

AB : C~a : Cli% Cc' ; Cd': Ce*: . . . t= 1 : 2 : 3 : 4 : 5 : 6 : . . . 

= (Z) 

. , ®eftt man ^ier bie Seite A B = 1 = ber ?lnearein^eit , fo er^ 

., ^iXi man 

^ 1 :Ca*: Cb* iTTif: c7l% cT ^- . ... = 1:2:3:4:5:6:... 

' unb hieran« folgt bann - 

^ c:a = v/2,Cb = v/3, Cc = v/4=-2; C(l = x/5, Co = v/6n.f.n>* 

993ir beftften fona* hierin ein zweite« SWittel (t>gl. ». 126), bie 
., Cluabratn)ur}eln m^ ben nittürllcben 3^^^^^ geometrif* t>onfommeu 

genau barju^eOfen. 

«. 16L 

^itfgalte. (Sin Clnabrat }tt befdb^<^il^^n, n>e(*ed ber iDifferenj 
}n)e{er gegebenen Dnabrate g(ei* fei (^ig. 143). 

^uflofttttg. <S« feien b unb y bie Seiten ber )n>ei gegebenen 
Cluabrate. SRan ma*e A B = b, erriete in A ba« ^erpenblf el A C, 
unb bef^reibe au« B mit bem ^albmeffer B C = y einen Äreiebogen, 
»efdber bad in A erri^tete ^erpenbifel im fünfte C [*nelbet; fo ifi 
AC bie Seite bed t)erJangten Cluabrate^. 3)enn jie^t man BC, fo ift 

AC =»: ßC — A~B = y* — b^ 
loeil BCs= y tinb AB = b loermöge ber Äonflruftion ifi. 

S. 162. 

Sel^tfa^. 3m ^ A ß C (gig. 145) ifi ba« 9le*terf unter ben 
j»ei Seiten AB unb A C gtei* bem Cluabrate ber ©eraben A D, 




n^efi^e ben t)pit fennt Ceftint ehtgefd^roffetten SBb^ 
fe( l^aI6irt, me ^t beut 9tec(?te(fe unter ben Srameiif' 
ten BD unt) Cü ber brüten Seite BC. <S6 ig , 
n&m(i($ 

AB.AC = ÄD + BD. CD. 
IBeloeid* Wtan befd^reibe um ba6 ^ABC 
einen Stxtl^ , t)erl&ngere AD bid B , unb jie^ He 
^ ®erabe B B. SSeil nun m = u unb 9ß. E » & 

«=r iarcAh, fo iji ba« ^ABE ~ ^ACD, unb ballet 

AB : AB = AD : AC, 

folfllic^ 

AB.AC == AB. AD, 

ober 

AB.AC «= (AD + DE) AD =ÄD + DB. AD/ 

unb weil DE. AI) = BD. CD (§. 123), fo iji burdb Subjiitution 

AB.AC == AD^-f BD. CD. 

S. 163. 

Sel^tfa^. !Da6 fRtdt^ted unter )n)e{ Seiten einee IDreiecfd i^ 
gleidb bem Äe^tecfe unter bem Durcfcmeffer bed umfc^riebenen Äreife6 
unb bem $er))enbife( , ml(i)t^ an6 bem @db^itel M t)on jenen )n)ri 
©eiten eingefdjiloffenen Sffiinfel^ auf bie britte Seite gefätft n>trb ; a ; 
iji n&mlidb, mm (gig. 114) Cl ber !Dur(^mejfer M Äreifed AlBC, 
unb CP fenfrecbt nuf AB i^, AC.BC = Cl . CP. 

SSeloetd. 3){an jie^e bie Se^ne A l, fo ttlfhlt man ba^ z/AGl, 
in welchem ber 2B. C A I = B P C = 90", uub SB. I «= B = ^ arcAi, 
bemnad^ iji ba« z/ ACI ^ z/BCP, alfo 

AC : Cl r= CP : BC, 
unb l^ierauö folgt 

A C B C =5 C [ C P 

Sufa^. SWuItipHjirt man bie ©leic^'ung AC.BC = CI.CP 
mit Ali , fo er^&(t man ^ 

AB. AC.BC = CKCP.AB = 2CI.iCP.AB, 

unb n)ei( |CP.AB = ^ABC, fo iji burdb Sub^itutfam 

AB. AC.BC = 2CI.^ABC, 
unb ^ierau^ folgt 

N^Aor« AB.AC. BC 
«) z7 A D ü t= 

b ^ ber glad^enin^att eineö Dreierfeö tt)irb gefunben, n>enn man bad 
^ßrobuft feiner brei Seiten burd^ ben bopJ)eIten 3)urd(^meffer bed uiti' 
fc^riebenen Äreifed bit)ibirt. 

r%. >^| Aß. AC.BC 

^^ ^' = 2^ABC ' 

b. $. ber 2)ur(^mejfer M ^eife6, n)eldber um ein gegebene^ Shreiecf 
bef^rieben »erben fann, tt)irb gefunben, n?enn mon ba6 ^robuft ou^ 
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%. 164. 

ee]M'<(4- ^n Sl&^ntin^t etiie« 2>refe(t0 1^ g(d(9 feiitew 
Onfonoe naMipMct mit bem ^aJbtn 9laMud bed eingefd^ritbetun Jrrdfrt. 

foetoeid* Statt fd^reibe bem gegebenen ^ABC ben Äreid 
I>EP (Sifl- 117) *^, mbiabe bie $nnfte A, B, C mit bem 9litte(« 
yntfte tmiff getabe Sinien, fo toirb bad ^ABC in bie IDreieife 
ABO, ACOttnbBOC jert^eUt, tmb bie )n ben SerA^tnngd^itnf« 
toi D, E, F geitognten 9tabiett OD, OB, CF flnb bie te^eltitteti 
^i^en biefer 2>reie(fe. 9tnn ift bad 

^ABO = AB.^ = AB.~ 
^ACO = AC.~».AC,~, 
nnb ^ßOC=-BC, ^ = BC.y, 

/^ABO -f ^ACO + //BOC » (AB + AC + BC).-| 

b. L 2^ABC i» (AB + AG + fiC).!-. 

dxfot^ 1- 9ttt0 ber ®Iei(^g 
^ABC-(AB + AC + BC)-L folgt r= -^-^f^iiS-.^ 

K $. bm ^albmeffer bed j^:fife6, totläftt einem gegebenen 3)reiecfe 
fingefd^rieben tottbtn f ann , t^hb gefimben , ttoenn man btn bopptütu 
Sl&d&enranm bed gegebenen !I>rded6 bnrd^ feinen fßerimeter bit)ibitt. 

Sttf^ 2* Se}eid^nen U)ic ben ^albmeffer bed bentfelben SDteiede 
nmfd^riebenen jheife« bnrd^ R, fp folgt aM ($. 163, Sufaft ß). 

AB.ACBC 
'^ 4.Z/ABC ^ 

iemnad^ erj^alten n)iv mit Slädfid^t auf 3nfa$ 1 bie ®Ieid^nng 
^ ab.ag.bg ä.^abg ^_ 

^*"^= 4.^abg * ab + ac + bg' ^"^ 

u ^^ AB. AG.bg ^ AB.AGvBG 

^ ~ 2 (AB + AG + BG) "^ 2Ü ' 

b. 9. ba^ üted^ted nnter bem 9tabin6 bed einem z/ A B C nmfd^riebenen 
mtb bem ^abind M bemfelben iDteiecfe eingefd^tiebenen ^eife6 i^ 
gletd^ bem ^obnfte an6 ben brei Seiten be6 2)reie(f6, get^eilt bnrd^ 
feinen bo)»))eltett Umfang* 

«• 165. * 

S^|irfd#» 2)ad Sied^ted aM ben !£)idgonaIen eined im Jhreife 
befd^ttebentn Stetedd i{i gleich ber @nmme bet Sted^tede nnter ben 
gegen&bet: liegenben ®eiten, n&mlid^ ed ifi 

eatomoit'« Qtcm. Ocom. 4. %nfi. ü 




146. AC.BD»AD.BC+AB.CD ($ig. 146). 

IBetpeid. Vtan ma^t t>tn Soften BBsCP, 

ttnb jie^e AB, fo n>{rt) bet ffi. n =iii^ m^ lll L 

audf * == y = \areAD, fo ifl t>a9 F 

^lABF ~ ^lACD, difo t? 

BF : AB = CD : AC, L 

nnb ^{eratt^ folgt T 

I. AC.BF = AB. CD. { 

^a ferner m = n , alfo aud^ m + p=±n-l-Br 
b l ber 98. D AF = 333. B AC ttttb a = /f = i arc AB, fo ij» F 
ba« 3)reiecf ADF ~ ^ABC, unb bentnac^ I 

DF : AD = BC : AC. ^ 

^ierau6 folgt i| 

II. AC.DF = BC.AD. S 

9(bbirt man enbHc^ bie ®{eic^nngen I. nnb (1., fo finbet man !^ 
AC.DF + AC.BF = BC.AD + AB. CD, ^ 

ober 

AC (DF + BF) = AD.BC + AB. CD, 
b. i. AC.BD r= AD.BC + AB. CD 
Sttfa^. 2)iefer @a^ gibt uM ein 9RitteI an bie ^anb , bie 
S. 128 gegebene 9nfgabe fe^r M^t jn (öfen. !I>enn be^&It man bie 
bort gen)äl^(te Sejeic^nung bei nnb jie^t nod^ bk 6e^ne B I (^g. 114), 
fo er^&It man ein im ^eife befc^riebened SSiered ACBI, be^en eine 
Diagonale C I .=n 2 r = bem 3)urd^meffer ifl. Sinn aber ifl nad^ 
miferem ®a^ 

CI.AB = ACBI + BC.AI, ober 2r.8 = b.BI + a.AI, 
nnb toeil bie !X)reiecfe ACl nnb BCI red^tminflig finb, fo ifl 



ßl = i/c? 
unb A I = i/^l* 



ßC = v/4r- — 



a", 



AC = v/4r«- h% 



nnb ba^er ifl bnrc^ gnbftitn tion; 

2 r . 8 SS b \/\ r* — a 
b 



+ a x/4 r' — b", 



a 



«IfO « = 57 \/4r« - a" + ^v/4r' - b* 

* lOen biefem ^a^e laffen f!^ in bet Xrigonomettie nü^Ii^e flntoenbiraj 
gen ma^^n. 



S. 166. 



147, 




9Lufaaht' Sin gegeben 
ne« 5Pol!Jgon A B C D E F 
(9ig. 147) in eine onbere 
^gnr t>on gleichem anhalte 
in t>em)anbeln, koeld^e eine 
@eite n>eniger a(6 bie gege^ 
bene ^at. 
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tlltfidfmta. 9ftan jir^e eine iSiagpnale, j 8 CB, t)et(&n^ 
gete BG, tmb jiefe bnrd^ bett ^^Junft D bie ®erabe OHgCB, unb 
Vie ^la^onalt BH, fp ifi bad z/CED — ^ICBH, a(fo avL(ft 
^CDE + ABCDBP = z/CBH + ABCEF, b. t. bie ^gur 
A B G D B F » 9ignr A B II E F ^ n>e(d^e eine ®eite n)eniget a(6 bie 
gegebene ^nt. 

3itf^^ 1* ^^ f^^ '^'^ f^ erJ^iaUene ^igur n>teber in eine anbete 
))oit gleid^em 9Bert^e t>ent)anbeln li^t, ml(f)t eine @eite weniger f)at, 
fo fann man bnrc^ SBieberIjlofnng biefed SBerfa^rend jebed ^ol^gon in 
rttt SDrefed t)ptt bemfelben glic^eninlgialte tjerwanbeln. Steffi man j. 93. 
in ttnferer nenen Signc bie !Diagona(e BB, burc^ ben $unft H bie 
jn i^r ^aroUele Hl, M fle bie tjerldngecte AB fc^neibet, nnb bie 
iBiagpnale BI, fo tft, mll ba6 ^BEH = ^BBI, baö «ieied 
ABHEF = AlEF, alfo aud& bie gigur ABCDEF = AIEF. 
3U§t man enblic^ bie IDtagonale A B , gn t^r bie ^araOele ¥G, bie 
f[e bie \>eridngette A B in 6 fd^neibet , unb bie ^Diagonale G E j fo ifi, 
töfUbad^lAEF = z/AEG, ^AEF4-^AIE=^AEG + ^AIE, 
b. i AlEFr^^GlB, alfo aud^ bad ^ot^gon ABCDEF = ^GIE. 
148 S^fak 2. ^at bae IBielecf ein^ 

fpringenbe äBinfel ,n)ieABCDEPGH 

(gig. 148), fo ift te am jtpfrfmipig^ 

fien, bie einf))r{ngenben 9EBinfe( )nt>or 

wegjufdbaffen. 3n unferer gignr ^abcn 

toir jebocl^ juerfi ben einfpringenben 

SQSinfel C ^intoeggefc^afft , unb nac^ 

93ern)anb(ung bed ^lAGH in bad il^m 

gleid^e ^AGi erfl ben einfpringenben 

SBinfel F, nnb enblid^ tourbe ba6 ^DEL in ba6 i^m gleiche ^DLH 

t)emanbett, tt)obur(<) wir bie t)ierfeltige gtgur KiLM erhielten; bie 

mit beut gegebenen $o()^gone ABCDEFGH gleichen ^(äc^enin^aU 

fjai, nnb nun in ein 2>reie(f t)on bemfelben gl&c^eninl^alte t)ern)anbelt 

n)etben fann« 

^itfd^ 8* 3i^^^ nt^n bnrd^ bie 9Ritte ber ald 93aftd angenom^ 
menen. Seite }n einer ber beiben anbern Seiten eined ibreiedd eine 
$araQeIe unb burd^ bie @pi^e bed 3>xtied^ ^ eine parallele jnr 
®rttnbttnte, M« ber JDurd^fc^nitt mit ber erflern erfolgt, fo ifT bad fo 
entßanben^ Parallelogramm bem gegebenen iDreiecfe bem gt&dben^ 
ranme Vidi^ gleid^. @rricbtet man bann in ben (Snbpunften ber 93aftd 
auf biefe fenfted^te ©eraben, welche t)on ber gegenüber fte^enben Seite 
begrenjt werben, fo erhalt man ein Sledbted R, weld^ed mit P alfo 
auc^ mit bem gegebenen ^reiedFe gleichen glac^enraum ^at. Snd^t 
xxQiVi enblid^ jwifd^en ben Seiten a unb b biefe^ Stec^tecfd bie mitt^ 
(ete geometrif^e proportionale A unb fonftrnirt über biefe bad £lna^ 
brat 0, fp ifi 

Da nnn jebed ^ol^gon t)on »Seiten in ein ilgim gleid^e^ Dreied, unb 

11* 
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149. 



Hefe« in ein Ctnabrat wn bemfeI6eit glAc^ttiii^alte tormmitorft wu 
Un Um , fo I&f t fidf ieted ^oh^on fai efai iffm g(ei<|>e6 Clttabrat Mi 
gieid^em gi&d^eiiYauine bnvd^ bt^fe i^mifhrttftion iotxto<mbtln. fBtm 
nennt Mefe Operation ba^ Dnabtiren ber ^ol^gone. P 

(Sin Syrern t>on mehreren Ijfif^er gel^irlgen flinfgaben fie^e to p 
ber gepmetrifc^en 9eif))ie(famm(ung. 

8 167. r 

9Luf^dbt. 93on einem gegebenen ^oh^gone einen S^eil ah^w ; 
fdbn^iben, ber Dem ganjen ä^nlid^ ijl, unb mit i^m in beftimmtm fc 
Serl^&ltttiffe fle^t. 

SIttfIdfunA* (S« fei ))om $0^ s^ 
fijgone A ß CDEF (gig. 149) ei» 
fo((^er X^i( abjnfc^neiben, baf {i<| 
beibe $o(9gone jn einanber ))er< 
l^alten^ toit m : n. iTOan t^eile eine 
@eite bed gegebenen $oIi^gonS 
). 93. A B im USerl^&Itniffe m : n, 
nnb man fe$e e6 fei G biefer 
X^eilungdpnnft , n&mlidb ed fei 
AB : AG sr m : n, bann befdbteibe man aber AB aU iDurc^meffer 
einen ^albfreid, errid^te im $nnfte 6 ba6 ^erpenbifel GH, nnb 
mad^e Ab s AH« 9tun jie^e man burd^ ben $unft A bie !X){ago^ 
naien A C, AD unb AE, unb bann bie @erabe bc || BC, 
cd g CD, de || DE unb ef || EP, fo ifi ba6 erzeugte $o(9gon 
Abcdef-- AB CDEF (%. 97) mithin ba« miangte. iDenn be^ 
jeid^net man bad gegebene ber ^urje n)egen mit P, unb bad eben fon« 
flruirte mit p, f o ifl 

2 2 

p = AB : Ab, ober 

— Ä — • 
p SS AB : AH, ober 

"ab : AB. AG, b. l 
A B : A G OB ni : n« 




P 
P 



P 
P 



P 
P 



gigur 



3itf^ 1* Sßie {{I in loerfal^ren, toenn bie beiben S^^eile ber 
ba^ aSeröäl 



:^&(tnip m ; n j^oben foQen^ namfid^ tomn 
Abcdef : BCDEFfedcb c» in : n fein fott-S 
Sttfa^ 2. ®oa ba« gegebene ^ol^gon ABCüEF = Pftdb 
in bem gefudbten P' n)ie m : n t>er^Uen unb ifl m <: n, alfo aucb 
P < P', fo nel^me man an, e6 fei a' bie mit AB = a ^lomologe 
Seite beö ^ßolijgond P', fo mnf tt>egen P ^ P' bie ^Proportion Statt 
ßnben : 

P : P' = a« : «'*, mithin aud^ m : n = a» : a'». 
5Wan fudbe bemnadb ju ben brei ®röf en m, n unb a bie t)ierte geome^ 
trifdbe proportionale x, nAmlit^ man (öfe bie Proportion m : n = a : x, 
fo mup ivegen n > m m^ x >> a werben. SKan loerl&ngere bent^ 
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Ml| Hc $6lle AB, fo M m : n — AB : AG' »M, ii^ttlU 
tbft A6' (M 3>i»«|imeffet dneii ^Ibftd«, errid^ int (Eiib))itnfte B 
Mc Orbinate B U', \>tthiat>t A mit H', ttub befd(irribe att< A aU Setu 
tnun mit ttm ^albmeffer AH' einen j^re{6b09en, ml^et Me Sttede 
AG' im fünfte B' trip; fo ifl AB' «> a' bie gefnd^te mit AB «» a 
homologe Seite. Denn )ie^ man au6 A bux^ bie Scheitel C, D, B 
©tta^Ien mib buxif B' Me ß'C || BC, CD' || CD, D'E' | DB 
mb E'F'IIEF, fo ifl bad fo flebWbete ißoli^flon AB'C'D'E'F' ^^ ?, 
mib bemnac^ ^nffHt fid^ 

AB'C'D'E'F': P = AB*: Ab'= Aß': Äh' « ÄB* A B. AG' 

= A B : A G' = m : n, 

[ Wd^ ifl 

AB'C'D'E'F' = P' 

hi gefud^te ^ol^gon. 

8. 168. 

9luf^äbt* Den $(Acl^eninl^a(t eine^ Dreiedd and feinen btei 
6etten gn befUmme«. 

SCufldfltttg* (Sd fei ba6 ^ABC ju berechnen, mun bie 
Seite BC = a, aC « b, nnb AB = c gegeben flnb. Der gld^ 
t)matm M Dreierfö fei ber Äörje njegen = T; fo ifl, toenn 
AD ± BC ifl, T == ^BC, AD («. 150). SBeil nnn nad& S 91 

AD = — \/(a + b 4- c) (b + c — a) (a + c — b) (a + b — r), 
. € ^ a 4- b -r c 

Ober = - \/s iß — a) (8 — b) (8 — c), tt>o 8 = — , 

Hx^ Subflitution 

T = ? . — \/(a + b + c) (b + c - a) (a + c — b) (a + b — c), 

pbet 

i . 

T = 7 y/U + b + c) (b + c — a) (a + c — b) (a + b — c) 

4 

= v/s (s -- a) (s — b) (s — c). 

Ssifa^ 1. 3fi ba« Dreierf glelcbfc^enflig, j. 35. b = c, fo ge^t 
ber obtge Sludbrnd über in 

T = I v/(a + 2 b) (2b — a) . a" = • >/(a + 2b) (2 b - a) 



a 



8lu« biefer ©teid^ung folgt 



= I \/4b"— a*» 



ober 



b == vAdTNji^^ ^jjj a == >/2b' T 2 Vb* - 4T", 
« a 



a = v/b« + 2T + v/b' ~ 2T ($. 225 b. aig.) 
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a = b « c, fo 9f^t nnfere aKgemrine gomer Ü6« in 
^ieran« folgt 



^tvtittT ^^tiU 



Stotpnii^t ©fometrie (Stereometrie)« 



%m Ut g^t Ut inti^tn fruit» gegen «hene ^Sd)en, ntCb 
)nt <£betun gegen einander. 



S. 169. 
®vfIdruiiA«n. I- 2:>ci Quillt, in »el$em Hn« ®erabe einn 
i&bent begepet ottx fie kati$f($neib(t, btift%ufpnnXt ober 3)nt(^> 
gang. 3ebe ®nait G, weifte »on einet @t)ene B in jtvei ^a(b bc 
grenjte @erabe G' unb G" get^tUt wirb, but((fi$neibft bie (Sbene E 
üt einem fünfte H, — b{e ^albbegren^iten @ttaben G' unb G" liegen 
olfo anf entgegengefegUn ©ettrn ber ISbene E. — SJtrMnbet man bem< 
naHt jWet $nn(te A nnb B, »cCc^e auf entgegengefet)ten «Seiten bei 
{ibmt E liegen, ivxü) bie @erabe AB, fo muß biefc bfe Sbene batä)> 
fd^neiben. 

(Eine gerobe Sinie ifi fenfiec^t auf eine Sbeitt, wenn fle fettl< 
rec^t If) auf alle geiabe Sinien, bie tn biefet (Sbene barcif bm Snf« 
Vnnft gejogen werben fdaoen. Umgefe^rt t|) etne foEc^e fBbtm avu^ 
\tutxt^i auf jene Oerabe. 3n jebem anbetn gaKe ^etgt bie m^o 
fftnbt fiinie eine fi$iefe oitx genetgle Sinie. 

II. Sine getabe ante ift mit einer fSbene tfaraUel, wenn fle 
nadfi Reiben Seiten ind Unenblidge »erlängett ber e^nfoUö nac^ a((en 
Xit^tnngen etwcitetten (S6ene ni<$t begegnet. 

111. ^tvei Sbenen |lnb paxaüei, wenn fle nai^ aUen 9)ii$tnngen 
150. ind Unenblti^e »etlAngert ni(^t 

^ gufammen fiogen. 

IV. SBenn aufl einemgegc» 
benen fünfte A auf bie @mK 
\ NN titt ^ecpcubifel AB gr« 

-.M fäat wttb, fo ^eift bet gu^» 
(junlt Bbeffelben bie ißroiec« 
tion bti ^mttti A auf bie 
ebene H N. — (Sinen qjunft A 
anf bie dßene MN projici« 
tcn, l)eifit bte $ro)ettion B 
jenes $nnittd in ber @bene H N 
bfftimmen. — aBenn (gig. 150) 



^: 



no 

eine begrenzte ®etat)e AC unter mad immer für einem SBinfel anf 
einer @6ene MN anffle^t, nnb man fallt au6 btm (Sn^punfte A auf 
t)iefe @bene ein ^erfpenbifel AB, fo ^ei^t Me ®erabe BC, toeläft ga») 
in ber «bene MN «egt («. 5), bie ?ßroieftion ber ©trerfe AC, 
ba^ Sot§ AB aber bie ))roiicirenbe 8inie, unb ber SSBinffl AGB, 
welchen bie ®erabe AC mit i^rer ^rojeftion BC mad^t, ^eift bei 
5leiflttnfl6n)infel ber Oeraben AC jur gbene MN. — Die (gbene 
MN ^eift bie $roj[eftion6ebene unb bie @bene ACB bie pro« 
jlicirenbe @bene. 

V. $lu6 ber (grfldmng ber geraben 8inie unb ber ßbene folgt,^ 
ba^, mnn }n)ei $unfte einer (Sbene burc^ eine gerabe Sinie "otxbvau 
ben n)erben, aOe S^l^eüe biefer ®eraben in teuer (Sbene Hegen, tmb 
t)er(&ngert man biefe ®erabe, fo liegt auc^ i^re 93er(&ngemng in ber^ 
felben @bene. ^at ba^er eine ®erabe )n)ei fünfte mit einer Sbene 
gemein, fo liegt fie gauj in berfelben. 

VI. !X)er !X)nrcl(if(l^nitt jmeier @benen ifl eine gerabe Sinie, benn 
er if) eine Sinie, koie f&r {id^ flar ifl, nnb benft man fic^ burd^ }mei 
?ßttnfte biefe6 Durd^ifc^nitteö eine gerabe 8iuie gejogen, fo liegt biefe 
not^tDeubig in beiben (Sbenen }ugleid(i (V), unb faun alfo nur ber 
3)ttrc^fc^nitt berfelben fein. — 3wei fid^ fc^iueibenbe Sbenen befHmmen 
fonad^ bie Sage einer geraben 8inie, unb jiebe biefer beiben Sbenen 
if^tlU bie aubere in gtDei f^alb begrenzte Sbenen. 

VII. 3)urd{i eine unb biefelbe Sinie fönnen nnenblidfi üiele Sbe* 
neu gelegt n)erben. !Denu man fieKe ftc^ "oot, baf eine Sbene fic^ nm 
eine in i^r Jiegenbe Sinie, bie eine uut)eränberlid&e Sage be^dlt, f^extm^ 
betoege, fo tt)irb biefe Sbene unenblidb üiele »erfd^iiebene Sagen er^al^ 
ten. @obaIb aber anfer^alb teuer Sinie nod(i ein $unft gegeben ifl, 
^at bie Sbene eine befiimmte nn»eränberlid{ie Sage, ^ierau« folgt, 
baf bie Sage einer Sbene gegeben fei, fobalb brei ^ßunfte, bie nl^t 
in einer geraben Sinie Hegen, gegeben ftnb. i&aben atfo jmei Sbenen 
brei fünfte gemein, bie nid^t burd^i eine gerabe Sinie ))erbnnben mer^ 
ben fönnen, ober §aben jmei Sbenen }n)ei ))erfd^iebene gerabe Sinien 
gemein , fo Hegen fie aber einanber , nnb bilben a(fo nur eine nnb bie^ 
felbe Sbene. 

!Deuft man fid^ bnrd^ biefelbe ®erabe L beHebig "oitU Sbenen 

gelegt nnb tt)4^H fidj in L einen beliebigen ^unft 0, fo fann in bie^ 

fem ?Punfte in jeber biefer Sbenen ein ?ßer<)enbifel auf L errid^tet »er^ 

ben; ed fann bemnad(» eine ®erabe L auf unj&^lige, ^^ in bemfelben 

^5j fünfte fdjneibenbe gerabe Sinien jugleid^ 

fenfrec^it fein. 

VIII. SBenn ^dj jkoet gerabe Sinien AB 
nnb DE (Stg. 151) burd^fd^neiben, fo He^ 
gen fie in einer Sbene. i>mn man (ege 
nur eine Sbene bur^ bie ®erabe AB, nnb 
einen beliebigen ^nnft D ber anbern DE 
(VII), fo f)at biefe lefttere jtoei fünfte D nnb 




ITI 

C mtt Itiifr &tnt gemein; iin^ Hegt bafftt gattj in berfelben (V). 
^ietaud folgen nnn fblgenbe ®A^e: 

1) 3>itrt^ leben ebenen SSinfet fann eine @bene gelegt toetben. 
[ 2) aSBemi gmet gerabe Sinien AB nnb DE, bie in einer (Ebene 
Segen, »on einet briüen 6E gefc^nitten werben, fo liegt andf biefe 
h berfelben Sbene. !X)enn bie Sefante F 6 f)at mit ber (Sbene B C D 
pü fßmifte H nnb I gemein. 

3) SUfo liegen bie brei Seiten eine6 gerabiinigen 3)reie(f6 in einer 
nnb berfelben (Sbene. 

4) Xnd^ lieaen immer )n)ei $araQeIen in einer (Sbene, nnb totx^ 
ten biefe t)on einer britten gefc^nitten, fo Hegt aud^ bie @efante in 
terfeUen Sbene. 

5) SBBenn man ))ier $nnfte annimmt, nnb bnrc^ brei berfe(ben 
eine ^bene legt , fo mnf biefe nid(it immer bnrc^ ben ))ierten $unft ge# 
^en. Serbinbet man in biefem gaOe bie "oUx gegebenen fünfte bnrd^i 
gerabe Sinien, fo entfielet eine ^gnr, ml^e bie S^anjofen Quadrila- 
lere gaucfie gn nennen p^egen. 

6) €inb }n)ei Sinien anf eine britte ))er))ettbifnl&r, fo folgt ^ieran6 
lod^ nic^t, baf bie beiben @enfred^ten auc^ !|>arallel feien, mil bie^ 
nir bann ber %aU ifi, toenn beibe $er))enbifel in einer @bene liegen. 

S^oei ®erabe im äiaume, n)e(cl(ie feinen $unft gemeinfc^aftttc^ 
^ben, nennen toh ficb frenjenbe Sinien. 

IX. SBerben bnrc^ eine @erabe L }n)ei ))on berfelben ^albbegrenjte 
Sbenen E nnb E' gelegt , fo §eif t ber jtoifc^en benfelben (iegenbe 2:^ei( 
M ganjen nnenbli^en 9ianme6 einfteü ober ein 9(&<$^nn)inf e(, 
jebe ber beiben ^aibbegrenjten (Sbenen §ei|it eine Seite be6 Aeiled, 
mib bie il^nen gemeinfd(iaf[lid(ie ftre ®erabe L bie Aante ober bie 
Scheit ctlittie be« Äeile6. — 3)en Äeil felbfl bejeic^nen tt)ir bnrd^ 
bad Q\fmbol (B, E'). 

3n)ei fold^e, bnrd(i biefelbe @erabe L §a(bbegren)te Ebenen E 
nnb E' teilen ben ganjen nnenblidfien 9lanm in jn)eT Aeile , gerabe fo 
mie jtoei in bemfelben fünfte ^albbegrenjte ®erabe bie ganje nnenbi^ 
lidlft @bene, in »eldfier jie liegen, in jtoei SBSinfel tljeilen. — 3)er 
fteil, toelc^er ben SM (E, EO jnm ganjen nnenblid^en älanme er^ 
g&n}t, Hegt anf ben entgegengefe^ten Seiten ber @benen B nnb E', 
loef^alb loir benfelben bnrdfi C'E, 'E') bejeid^nen tooBen. 

3)enfen koir nnd bie §a(bbegren)te ^bme E in fefler ober nwtt^ 
anberHd^er 8age, nnb belegen bie E' tm bie fire ®erabe L gegen E, 
fo tt)irb ber Äeil (E, E') immer Heiner unb Heiner nnb i)erfd^tt)inbet 
g&n}Hd^ , toenn E^ auf E fällt. !Dre^t {id^ aber E' naif ber entgegen« 
gefeftten fRidftnn^ nm bie fire ®erabe L, fo toirb ber Äeil (E, E') 
immer grofer, nnb fobaib E^ mit E loieber in eine @bene jn Hegen 
fommt, mitl^in bie aber L ^inan6 )[)erl&ngerte @bene E bUbet, fo ifl 
ber Sttil (E, BO ber ^&(fte be6 ganzen nnenbHcl(ien Stanme^ gleid^, 
nnb fonac^ i^ ber Äeil (B, E') = ('E, 'E')- 




X. !DrttIt nutt M M« fbtat SP 
(Sig- 152) üb« MN liegen, nnti jene 
nm bU gnneinf($afilid^e 3)nTctfc$nittd= 
Ihiie SN fi* örweflm, fo bitten befbe 
ffi&enen (gfeii^fam als ©d&entel) an bet 
et^eitellinte HS einen gläi^eif 
winlel. Stimmt mannnn in tei iSc^et« 
tediaie NS einen beliebigen $uidt C an, 
nnl) jie^t in ben ebenen PS unb MN 
lit ®etat)en AC unb ßC fenfret^t auf 
NS, fo eufenit fi($ t)le @frabc AC, 
»aiirenb PS fit^ nm NS bewegt, fn 
btmfelben ^a^t vm bet ®eraben BC, 
ald bte ebene SP ft$ Bon bei ebene 
MN entferttt, obet ber flerablinige SfflinW 
ACB fuitt^ als tat 99a^ befl giäct)enn)fnfel« ober bet Sleignns ber 
Sbenen PS unb H N angefe^en werben. 3f) bei 9Itignngdn>fn[e( jmeiei 
Sbenen itn rechter, fo fagt man, bie beiben Ebenen flehen fenfte<^t auf 
rinanber. SNax begei^net ben 91&c&entsinfe[ ober ben J^eil getsö^nlii^ 
mit »iet fiettetn, unb poat geiBÖ^nlicb fö, ba§ bte beiben SSiit^po* 
ben, bntt^ reeli^e bie ©ttieiteHinfe bejeicbnet wirb, in bie Stitte ju 
flehen kommen, j S. ONSR, obet ONSM, miewe^l i^n Siele aa^ 
mt mit bref ißn^fiaben bejetri&nen, j. ©. QNM, PSR, ober MNP, 
Wenn ^iebntc^ feine 3wetbeuHgfeU veranlagt tvirb. 

äRon fann fonadb ben gl&c^enniinfel al& ben Unterf(^ieb ber Sth^f 
tnngen gwetet bnr* biefelbe @erd>e ^albbegrenjten (Sbenen on(e§en. — 
%ix bie JFttle ober ^IhfiftnninUl lafl^en fi$ gcinj analoge 39e)ie^angeu 
nnb Soligenrnflen anfjleDen, Wie für bie ebenen lESinfel ($. IQ n. folg.)- 
a)ief muffen »ir jebot^ bem niiinblii$en Sßortragr überlaffen unb be? 
merfen nnr nocb, ba$ Weber bie ®ri^e to^ bie Soim ber ©eften« 
PAt^en tbui ^tUtt, alfo ancf) ni^t bie Sänge btr Sc^etttUtnte anf bit 
&K&it btt 9eHti einen Sinfluf |)abe, fonbent ba$ tiefe itbigitclb »i"! 
iKr Steigung ber Seilen^äc^en abbängig fei. 

XL ec^nelbtn «<$ bie brei ebenen A, B, C it berfetkn &tf 
»bet B^ nnb hegt Me ebene B guirc^eo A unb C, fo ifl ofenbar 
bet Sttü 

(A, C) =. (A, B) + (B, C) nnb (A, B) =» (A, C) — (B, C), 
sajicb bie ebene von ben beiben @beneu A unb B in gnef 
tterfc^ebenen, jebodb tiaraHeUn @eraben a unb b buniff^nilten, fe 
btibet jcbe ber eienen A nnb B mit bei ebene C »ter Bläc^emvtnfe^ 
mithin entfielen int tSon^en at^t Aeile, von wilt^eu vier bte ©eiabe « 
mtb bie vier anbent bie ®erabe b gm gemeinfi^aftlt(|en St^eitellisie 
^abnt, unb bie wir auf d^nli^ie 9lrt nnterf($eiben unb benennen fÖUf 
nn, wie bie ebenen Sßinfel ($. 15). eben fo fönnen tpii füi biefe 
a^lt glädbenwinlti gan) analcge fie^rfät»e taäi golgerungen anffleÜen, 
wie för Ne ebenen fflJlnfet (S- 16, 17 unb 18J. 



in 

ffitc mqtfe^Ini bcm f[ri|itgnt HnfAnfler, bief ipfitl^ jn t^mt, 
an fic^ etile ftaie mtb beotltt^e Utberfic^t jn twtfi^affen. 

XII. I)m4f(^titfb(t etne (Sbeiit A eine andere & fn eftifr ®cia<> 
Ictt • trab bewegt ßc( betgeftall fort, bo^ fit i^t Sage grgtti bie @beiic 
B mittcr&nbert beibehält unb Sie fnccrfftsni !©itr*f(6nftte a', i", a"', . . . 
ntt t)cr ebene B bem arf^piüngli^ieB iDnri^ft^nitte a ^rt« i^araOel 
liEetbni; fo fagt man, bie (Sbtat A bewege ffd^ glei((niAf{fl 
ebet fie ((gleite glei^mAffg foTt. 

S. 170. 
Sebi;fii$. SEBtitn bie ©etabe AB (gig. 153) anf jwei getabe 
Huira BC nnb BD, nieli^e in berfelben ßbene HN liegen, in intern 
!tox(^fi$it[tttpttnrte B jaglcii^ fcnfrec^t ifl, \o fft ße an^ anf Hebe 
ature @erabc BE fenfre^t, bie in bei: (Ebene HN bur$ ben ^nntt 
B Snofini Wtrb, b. i. fie Ift auf bie (Sbene HN feibfit fenFced^t. 
133. 
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Mdoei« 3)Ian jie^e bie @etab( CD, VftlAngere bit Sinte 
AB bU F, fo taf BF = AB wirb, nnb »etbinbe bii !)!nnlB C, 
E, D mit A nnb P, fo 1(1, nxil BD fenlretjt anf AF, bo» 
4ABD S ^BDF (|. 37), nnb bo^re AD = DF. 81n« Jbnil. 
*rai (Brnnbe W an* ba« ^ABC g ^BCF, folsll* AC = CF. 
3>a ntn AC = CF, AD ■= DF, nnb CD =. CD, fo tu ba« 
^ACD ^ ^CDF (S. 39), nnb bo^er ber SB. ACD = SB. DCF 
•bn bot ÜB. ACE=S5i. ECF, folalii* anij ba« ^ACE g ,^CEF, 
■nb benna* AE <= EF. aiiiU nnn AE — EF, AB — BF, nnb 
BEiaBE, fo f|i ^ABB ^z/BEF, a(fo ber 36. A 6 B » 8B. B B F, 
foWt4 AB obtt AF fenhecft aif BE, alfo mli fentr««! anf bit 
(Sbrat MN (S. 169, I). 



1T4 

3irfa<t- Smcat ^t^ bU (Sbnt bti rtt^tm SüttfeK ABD ua 
t)ie ftit Sinit AB, fo btfc^teibt btc Sc^enftl BD w%fitb biefa 
Stwegung bfe avf AB cbtt AF fcnfrec^te dbim MN. (Denn finui 
bie ebene ABD j. S. in bU Sage ABB, nnb ti tvütbe BD nidK 
in He 9{i($tung BE fallen, fo w&tm in ber @bene ABE in bemfel* 
ben fünfte B anf bie ®txQ.bt AF {wei Senhei^te sejDgen, mat 
abfnrb i|i. 

$. 171, 1 

<5i- «e^irfah- aSJenn btei ge/ 

cAbe Sinien BC, BD nnb BJ 
(gig. 154) ^d} in einem *pnnB( 
B ((tineibfn, nnb tS if) ettk 
»i'itte @et«be A8 ouf jene btd 
tm $unfte B inglei^ fenhetH 
fo liegen biefe in einer nnb 
berfeiben (anf AB) fenftec^tei 
«bene HN. 

f8tt0eii- 9nnn lege bur($ 
ben fBitiftl EBC eine @bene 
M S. SBArbe nun B D ni($t in 
bcr ebene MN liegen, fo möfite 
fle unterhalb ober oberhalb ber* 
felben faden. Wtaa ne^me ea, 
tS Itege B untert)a(b M N, nnb 
lege bur* b(n Sßtnfel DBA eine ebene AD, mlUft ble (Sbene II H 
in ber anf AB fenhei^ten Stnte BP fi^netbet. 2)a abet »etmöge bei 
9Sorau0fepng aattf BD ^tntxt(f}t auf AB ifl, [o wären bann in ber 
ebene A D anf ble ©ernbe A B jroei ©enfrec^te in bemfelben »ßnnRe 
B gejogen, wa« nnntögüc^ if). Sllfo Eann BD niäft nnter bie @bene 
M N faUen. ffiben fo jefgt m«« ««et , baf B D nti$t oberhalb bet 
ebene M N liegm (5nne , baß fie bemnat^ not^wenbfg in bie ebene 
H N felbft faUen muffe. 

3ufti$- 3Qenn bemnac^ auä einem $unfte einer ®erabat L 
beliebig siele Strahlen a', b', c, A', ... auf L gejogen »erben, fo 
liegen a', b', t', ,l', . . , fflmmt[i(^ In einet nnb berfelben ebene. 

S. 172. 

£e|)vfa^. I. 9Iuf eine gegebene ebene [ann son einem außer 
brtfeiben gegebenen $un(te nnr ein elnjigeS $er)>enbtFe[ gef&Qt werben. 

II., an bemfelben fünfte einer ebene fanu auf biefe nnr eine 
©enfre^te errichtet werben. 

SelveiS. I. m fei (gig. 154) AB fenlre(«t anf bie. ebene 
MN. StitmU man von A nodb ein $er))enbitel AG auf bie @bene 
MN fätten, fo »dre ber SB. AGB = SB. ABG = R, waS ob* 
lurb Ip. 




II. Sare fan $ittirte B ntbfk AB iiod(f eine anf IN &mU 
xttSftt B6 mbiliät, nnb matt legt bttrd^ ben SEBinfel AB 6 eine 
ebene AI, loelc^ bie NN bi btx (Stxabtn Bl fc^nriDet, fo müfte 
kr S. 6BI » Sß. ABI » R fein, m^ ebrafaUd abfurb i% 
l»ett ber SB. GBl < 9&. ABI. 

«. 173. 

SeM'a^. 5)er »flfliiiifl6tt)ittrel ACB ($. 169, IV) ber ®f. 
mbtn A C jttr (&bmt M N (gig. 150) ifl ein 9R{nimum , b. i. er iß 
Kehter ald lebet anbete äBinfel ACD, ben bie ®erabe AC mit 
einet Stnie CD btlbet, bie iti bet (Sbene MN bnxäf ben Snf))nnft C 
gqogen n>{rb. 

SBemeid. 3»an benfe A B fenfted^t anf M N gejogen , ma(^>e 
CD — BC (bet ^toieftion ))on AC), nnb ))erMnbe D mit A nnb B. 
3kl nini fan re^üDinfligen aABD bie ftatl^ete AB < AD, femet 
AC — AC, mib BC = CD; fo ifi bet SB. ACB < ffi. ACÜ 

(«• 51). 

Siifaft« ^a bet SBinfel ACB ein 9Rinimum ifi, fo mn$ not^^ 
n^enbig fefai @ny!|>Iement A C F ein SRarimum fein. 

$. 174. 

Sel^tfa^. 3f» eine ®etabe A B (gig. 153) fenfred&t anf eine 
ebene HN im $nnfte B, nnb in biefet (Sbene bie ®etabe BB pet^ 
)»enbifnl&t auf eine anbete ®erabe CD in betfelben @bene, nnb man 
»erbinbet einen beliebigen ^unft A be6 ^etpenbifeie mit bem $nnfte 
E bntc^ eine ®etabe AE; fo ifl anäf biefe feuftec^t anf CD nnb nm^ 
gefe^tt. 

SBetpetö. 1- 9Ran mad^e EC » ED, nnb jie^e bie ®era^ 
ben AC, AD, BC nnb BD, fo ifi, loeil BE fenfted^it auf CD, 
mb CE r= ED ifi, ba6 aBEC ^ ABED, alfo BC r= BD. 3)(i 
nun abet A B fenftedl^t auf bie @bene M N , alfo fenftedbt auf bie 
®etaben BC nnb BD; fo finb bie tedb^toinfUgen SDreiede ABC unb 
ABD fongtnent (S. 37), nnb bemnac^ AC » AD. Sllfo finb audb 
bie Dteietfe ACE unb ADE fongtuent ($. 39) , folglidj bet 
SB. AEC = SB. AED, unb ba^et AE fenftec^t auf CD. 

2. Umgefe^tt: SBenn AB J_ ;i/. MN (fenfted^t auf bad Planum 
obet bie @(ene MN), unb man jie^t )[)on einem beliebigen fünfte 
A Wefed 8otl^e6 bie ®etabe AE fenftedbt auf eine beliebige, in bet 
(Sbene HN gejogene ®etabe CD; fo ifi aucb bie ®txaie BE, n)eld^e 
bie beiben 5)ntc^ginge B unb E »erbinbet , fenfred^t auf C D. ibenn 
man maäft CE » ED unb t)erbinbet bie fünfte C unb D mit A 
nnb B, fo ifi AACE ^ aADE (j. 37), alfo AC «=* AD, mit. 
I^itt Ifl audlf aABC ^ AABD ($. 50), folglich BC = BD, unb 
I^ietau6 folgt n)iebet , baf ba6 a B C E ^ a B D E (s 39) ; a(fo ifi 
bet SB. BEC = SB. BED = R, foIglid{> BE _L CD. 
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SitfaJ 1. SDfo ift tit 9mU CD fenfrei^t ottf Ne <ftette ABB 
im ^mttt E ($. 170). 

Sttfo^ 8- 3i^§^ ntan tenmac^ tmtäf hm Sttr(9gatta B einer 
f(^iefen (Berobm A E attf i^re $tojeftion B B ein $er))ettb{rel C D fg 
Der @6enf MN, fo fle^t t)iefe6 aud^ (otl^red^t auf Me fd^efe 9emN i 
AE, uttb «mgefe^rt: (BUf)t eine ©erabc CD in bet @6ette MN fenf^ w 
red^t auf eine [d^iefe ®erabe A E im S>urd^gange E , fo fle^t bie Sisie ^' 
CD aud^ fenfted^t auf bie qjroieftion BC jener fc^iefen Sinie AB« : 

3ufa$ 8* 2)iefer @a& gibt und ein Mittel an bie ^onb, aa 
einem anper^alb ber @bene MN gegebenen fünfte A anf biefe Sbem 
ein $er))enbifel ju faOen. 3Jtan jiel^e n&mlid^ in ber (Sbene MN eine 
beliebige ®erabe CD^ (ege burd^ biefe nnb ben $nnft A eine (Ebene 
ACD, nnb jiel^e in biefer bie Oerabe AB J^ CD. ^ieranf errid^b 
man aud^ in ber Sbene MN auf bie ®erabe CD im $nnfte B ete 
®enfredbte EB, lege burd^ ben SBinfel ABB eine @bene, loeb^ 
bie MN in ber ®eraben BE fd&nelbet, nnb f&Ke in ber Sbene ABB 
and bem fünfte A auf BE ba6 ^txptnbiUl AB; fo tfl biefe €k^ 
rabe aud^ fenfred(it auf bie @6ene M N« — 3fi fc^on bie (Sbene A C D 
fenfred(it auf MN, fo fäUt bie ®erabe AB mit AB jnfammen. 3>er 
9en)eid er^eOt unmittelbar au6 bem @a$e feibfL — ffiie I&ft ftd^ 
biefer ©aft anal^tifdb bereifen? 

«. 175. 

2e^tiat* 3W man (gig. 155) 
au6 einem fünfte A ber auf bie 
@bene MN fenfrei^ten Sinie AB 
mehrere gerabe ginten AC, AD, 
AE, AF, . . ., fo finb 

I. aDe Slnien, bie gfeidb tDeit 
\>om 9u$e B bed $er))ettbire(d AB 

.^ entfernt, bie (Sbene MN treffen, 

-^ -- - — A einanber gleid^, nnb umgefe^rt. 

IL 3ene Sinie, ml^t weiter üom 2)urc^gange B ent^t tR, 
ift audft größer aW iebe anbere, bie nä^er bei B bie MN trifft, nnb 

nmgeejr,^^^ ^ßer^enbifel AB iji bie fürjefie unter aUen 8inien, 
n>elc^e t)om ?Punfte A jur ebene M N gejogen n>erben »nneit 

»^toei«. 1) e^ H BC = B F, fo ifi, mll au(^ AB — AB, 
nnb m ABC = SB. ABF = R, ba« aACB ^ aAFB, aifo 
AC= AF. (Sben fo beweifi man, baf BC — BF, n>ettn AC = AF 

«""'TasÄr m ABC = R, fo ift äB. ACB < R, alfo fein 
®u^»)Iement SB. ACD >R, folgli* AD > AC (« 47). (Sben 
fo bett)eifl man, baf BD > BF fei, ^^tt» ^D > AF if»* 

3) 3m re(^tn>inHigen 3)reie(f e A B C ifi bie ^^»jotenufe A C > A B. 




m 

Unfall 1* 9(fo btfUmmt ia^ ^txptnhiUl AB Die entfernnng 
bcA <ßunfttd A wn itx &ent MN. 

3nfa# 2. !Die $ntifte C, E, P, . . ., bie g(fi($ toett t)om 
!ßmifte A be6 $fr)>etibi(f(0 AB entfernt ftnb, fielen ancff g(ei(^ weit 
mi beffen gnfe B a6^ nnb liegen bemnacb in ber $eri))i^erie eine6 
ftreife«, beffen SRitter^nnft B nnb beffen ^albineffet BC iß. (Denn 
h bell ret^ttDinnigen SDreieden ABC, ABB, ABP finb t)ermöge 
ter 9Botait0fe$nng bie ,!^9))otennfen AE, AC unb APeinanber gleidb, 
nb bie Jfat^ete AB iß genteinf(l|;aft(ic( , alfo ßnb jene 2)rete(fe fon^ 
(cnent, unb ba^et ifl BC = BE = BP. 

3itfa<^ 8- 3^^^^ ^oli^gon, n>e(c&ed einen SRtttelpunft ber 
gigiir ^ot, b. L jebe6 SSieled, nm n)e(d&e^ ftc( ein Jfrei6 befctreiben 
üft, ^ot bemnad^ bie (Sigenfc^aft, ba$ bie Scheitel aUer feiner SBin<« 
M von iebem beliebigen $nnfte be6 ^erpenbifeld , n)f(c^e6 im Witte(^ 
yanfte ber ^gnr auf bie @bene bed ^^olt^gond erric^^tet n>irb, gleid^ 
»etf abfielen, gemer if} einleudfiienb, baf, n>enn bie (Sden eined $o^ 
t^gone Don einem fünfte einer auf bie @bene be6 ^olpgond errid^iteten 
Senfrec^ten gleich toeit abfielen, eben biefe @(fen t)on allen fünften 
iener €enfred^ten, alfo aucb t)om $u$e berfelben gleid^ u>eit entfernt 
feien, b. L baf bad ^ott^gon einen SRittelpunft ber gigur ^abe, unb 
)toar ietten $nnft, in mldftm bie genannte @enfrecl(ite bie @bene be6 
$ol9gone trifft. 

3ufa# 4* €inb bie ®eraben AC, AE, AP, ..., tiotldt 
tat $un{t A anferl^alb ber @bene MN mit ben (Situ C, E, P, . . . 
le« $o(9gond CEKG in btefer Sbene »erbinben, einanber gteicb; fo 
$at a) bad Sielecf CEF 6 einen äRittelpunFt ber ^igur, nnb b) ba6 
Ott« A anf bie @bene M N gefäUte ^erpenbifel A B ge^t burdb biefen 
SHttelpnnft — Diefer ®a^ ifi für ^(fi et)ibent. 

3iifa# 5* 2>a aOe $nnfte be6 ^erpenbifeie AB gleich vveit 
entfernt finb wn ben fünften ber $eri^^erie CEP, fo fann man 
leicht and einem gegebenen $nnfte A ein ^erpenbifel auf bie (Sbene 
HN f&llen. Denn man jie^e nur aM bem $unFte A brei gleiche 
0erabett AC, AB unb AP, befc^reibe burd^ biefe einen Jfreid in ber 
(Ebene HN, nnb t)erbinbe beffen Wtttetpunft B mit bem gegebenen 
$nnfte A, fo ifi AB fenfrec^t auf bie (Sbene MN. !X)er 93en)ei6 er<« 
fftUt and bem Sor^ergel^enben. 

«. 176. 

9lnffidbe- iDurc^ einen $unft B ber ®eraben AP auf biefe 
eine fenfredbte (Sbene ju fäl^ren (gig. 153). 

Sbtfiidfttna. 9Ran lege burd^ bie ®erabe AP jtoei beliebige 
(Sbenen A P C nno APD, unb erridfite in biefen auf bie ®erabe 
AF in bemfelben fünfte B bie ^erpenbifel BC nnb BD, fo ifi 
bie burd^ ben Steigungdtoinfel G B D gelegte Sbene H N fenfrec^t 
anf A P (J. 170). 

•alomott'« aUm. Ocom. 4. Wufl. 12 



af &if Qtbtne CHI. 3)a tnili^ C un& EP oiif »erfelben (Sbeiir 
i H l (fufrrcbt fielen, fo ifi Cl) || BF (1). 

^lafa^ t' 3^ eine (Sbenr 6 H I fenfrei^t anf eine ®erabe A B, 
» ifl fü att(^ fintrcc^t auf t^ie mit A B '4}araaelen CD nnb B F. 
Dean i^ GUI {tnUtäft auf AB, fo ifl and) AB normai auf GHI, 
qit uoeil CD tnib BF paiaüel mit AB, fo finb ouc^ CD nnb EF 
^crpeubjfal&r q|if Me @bene GHl, unb nmgefel^rt GUI fenfrec^t auf 
BD wxb fiP. 

ä^ia<^ 8- 3f^ ^^^ <^^^ne Q H I auf meutere ®etaben /CB, 
CD, EF, . . . auflleld^ fenfredjt, fo flnb biefe Linien unter ft* pa* 
tollet , obddd^ %t riu tterfc^iebenen (Sbenen (iegen. 

3ttfa# 4- ®oa ballier (9ig. 156) im '^Junfte B ber (Ebene H N 
onf biefe ein $erpenbife( errid^tet loerben, fo ne^me man au^et^alb 
ber Sbene M N einen beliebigen 4ßnnft C an , fälle au6 biefem auf 
Me ebene MN ein ^erpenbifel CD (i. 174, 3ufa» 3), lege butd^ 
Mefed nrnb ben ^utift B bie Sbene BDC, unD gte^e in biefer @bene 
He ®ecabe BAJCD; fo ifl AB ba6 mlangte ^rpenbifel, toie au6 
tem Sor^erge^enben oon felbfl einleud^tenb. 

%. 179- 
I8e]^rfa<). SP eine ®erabe AB (^g. 158) 
ouferj^alk ber (Sbene MN )>arane( mit einer 

?inie CD, bie in ber ebene MN liegt; fo 

ifl bie ®erabe A B mit ber (Sbene M N felbfl 

paracet; fo ioie ancb mit j<bet anbem ®era^ 

ben BF, bie in berfelben (Sbene MN paraOel 

}ur C D gebogen toirb. 

^^^ SBemetd* 1) aSBare AB nic^t paraUel 

™- ^ ^ jur ebene M N, fo mü^te jie, ^inreic^ienb i)er* 

Ubtaert, bie @bene treffen, unb ba bie ®eraben AB unb CD in ber» 

felben Sbene AD Hegen ($. 169, VIIL 4), fo Fönnte Aß ber @bene 

MN nitr in bem !X)ur(^fcl(initte ber (Sbenen MN unb AD, b. i. in ber 

i)erl&ngerten CD begegnen, koad nid^t möglieb ifl; toeil AB || CD oor^ 

onegefebt loirb; alfo fann A3 mit ber ebene MN nic^t jufammen 

treffen, folglic^^ ifl A B ^yaraWel mit M N. 

2) 3fl BF II CD, fo muß; ba vermöge 93oraudfeftung au(b 
AB fl CD ifl (na(b §. 178, 3ttf«b 1), not^itenbig aud& AB || EF fein. 
3ufa$- ffierben Hi^ mt\ in einer ebene M N gezogene ^a^ 
raOelen CD unb E F unb burcb einen $unft A außerhalb biefer ebene 
jn>d ebenen ACD nnb AEF gelegt, fo ifl i§r 3)ur(bf(^nitt AB mit 
ben ®eraben CD unb BF paraOeL 

S. 180. 

Sel^tfat^. aaSenn jtoei parallele ebenen MN unb PO (Sifl* 159) 
t)on einer britten .®beiie gefcbnUtcn mrben, fo flnb tiie $)nrcb.^nitt^^ 

Unicn AB nnb CD paraOel. 

12* 





IWm AB «Bt CD nttfct paraVtl , fo 
mü^lni fie ^Hifihigli* »rrlängfrt ft* 
f^Brit™, »eil fie fa tftfelbea ebene 
ABC (irgeB, nb i^ a)iird&f*ni»ö»)unri 
tvän bann aaä) ben ebenen HN unb 
PO, in tteli^fB jene Sinira tirgm, ge* 
mein, irab bentna^l tv&re HN nict>t 

, ' ptnatttl mit PO, toai ber SSoraafl; 

fr^g jniDibrr iß. 

3nf<a$- B« @aj ip an4 »o* gitrig, weini mehrere patatStlt 

dbnm B« etafr anbmi flef^nittni »erben. 

S. 181. 

SeMa$- ®nn« ftae ^abt Shrie AB (?fg. 158J pataüel 
mit einer Sbent M « ifi , nnb man legt bnrc^ 6ie «erabe A B eine 
dbrat, bit bie ebtne H N ta ber @traben CO fc^ufibet, fo ift biefe 
a)im»fcfeniit«lfnie paxaütl mit AB. 

a^etvci«. aBären AB nnb CD, bie in bfrfftben ebene AD 
liegen, ]il(()t paiaM, fo mäfte AB bie CD verlängert f(^nttben. 
nnb alfo maßte AB bie Sbene MN treffen; folglich »äre AB ii{(^t 
(MroOel mit MN, xoai gegen bie 9oxan&\tlfanQ i% 

%. 182. 
XthtfHe. I. Sinb jWfi ebenen MN nnb PO (gig. 160) 
«nf Wefelbe @erabe A B fenfreijt , fo pnb beibe ebenen parotfet , b. t. 
fie fto$tn in'0 Unenbllt^e verlängert nit^t jnfammen. 



L 




'^fl (fne ®crabe AB auf eine von jwei tKnaHefen ebenen, 
'V fenlre^t, fo if) fit im4 fenTrec^t auf bfe anbere PO- 
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SBemeid I- 9B&ren beibe (Sbenen ttid^t paxaUü, fo müptett 
{le ^inlangü^ t)er(angert ftd^ [d^neiben, ttnb man fe^e, e6 fei C ein 
^untt ber gemeinf(^aft(i4en 3)urc^|'ci^mttd(inie; Derbinbet man nun 
ben $unft C mit A unb ß, fo märe, meil AB fenfred^t auf MN 
fein fott, aas. ABC = R, unb ba Aß md^ \entxt^t auf PO, 
SOS. B A C = R , unb bemnadj »aren im a A B C jmet redete SBinfet 
A unb B, tt)a6 abfurb tfl 5 folflli* muf P parattel mit M N fein. 

Semetd 11. äRan jte^e in ber (Sbene MN eine beliebige Sinie 
BE, {ege burc^ ben SB. ABE eine @bene, meldte bie (Sbene PQ in 
ber ®eraben AD fdbneibet, fo i|i AD || BE ($. 180), unb ba 
AB J_ B E, fo ifl aucti A B X A D. gegt man burd^ bie ®erabe A B 
nod^ eine jtoeite @bene ABG, fo {inb auc^ bie 3)urd^fc$nitte BG unb 
AF !|>araael, unb toeil AB auf bie ©bene MN, alfo anif auf B6 
fentrec^t , fo ifl A B X A F. SOSeit nun A B auf jwei jidff fd^neibenbe 
gtttiftt AD unb AF ber (gbene PO fenfrec^t ifi, fo ifi AB auc^; fenf^ 
red^t auf bie (Sbent PO (*. 170). 

3ufa# h ^(fo fann eine unb biefe(be ©erabe auf jtoei ftdb 
fdbneibenbe (Sbenen n[(ift ^ug(eic$ fenfrec^t fein. !Denn wäre biefi ber 
%aU, fo mußten beibe @benen i>aral[el fein, unb fönnten fid^ bemnac^ 
nic^^t fcbneiben. 

^ufa^ ?. ®inb awei @benen M unb N einer brttten Sbene L 
parallel, fo ffnb fte auc^ unter fic^ parallel. Denn man benfe flc^ in 
einem beliebigen fünfte ber Qbene L eine ©enfre(<?te P erridbtet ($. 178, 
3ufa$ 4), fo mn^ biefe, nöt^igertfallö verlängert, axnif fenfred^t fein 
fomo|l auf M al6 auf N, unb bemnac^ ijl U parallel mit N. 

$. 183. 

^nf^ahe* "Durd^ einen gegebenen $unft A jur gegebenen 
gbene MN eine parallele Sbene ju führen (gig. 160). 

Sfufloftinj)« "^c^n fälle aud bem ^Junfte v auf bie gegebene 
ebene MN ein 5ßerpenbifel AB ($ 174, Sufaft 3), unb lege burdb 
ben ?Punft A eine Sbene PO fenfrec^it auf Aß (§. 176)} fo ifi ixe 
Sbene PO mit ber gegebenen MN parallel (§. 182, \). 

3ufa^. 2ltfo fann burd^ benfelben 5)8ttnft A jur Sbene M N nur 
eine einjige parallele Sbene PO geführt »erben. 3)enn man ncl|fme 
an, e6 fei au* bie Sbene RS, toelcbe bie l'O in ber dkraben Hl 
fdbneibet, parallel jur MN, unb fälle aui bem ^ßunfte A ber 3)urd^ 
fdbnittelinie HI ber Sbenen PO unb RS auf bie Sbene MN ein ?Per* 
penbifel Aß, fo müßte AB an^ fenfredfit fein auf bie Sbenen. PO^ 
unb RS (S. 182, »), tt>a6 unmögltd^ ift ($. 182, 3ttfaft. 1>. 

§. 184. 

Selitfa^. $arallel(inien jtoifc^en parallelen Sbenen f{nb einan^ 
ber gleid^. 

aSemeid. S6 fei (glg. 159) AC||BD, fo liegen biefe bei^ 
ben ®eraben in berfelben Sbene BACj unb toenn bie Sbenen MN 
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wut) PO paxaüet fhib, fo Ifi (t«(^ AB |I (^ D (§. 180), fölgfid) tfi bic 
gigut ACDB «in ^ataBefogramm , unt) ba^er AC==ßiy (§. 6i&y. 

3fifa$. ^ßaraUele ebenen fte^n alfo in alTiJrf i^teii ^hiitften 
^leic^ tt>eit ab^ benn finb bk ©etabett AC un» BD iü^lAdf j^trfrec^t 
■auf P «nb MW, nnb alfo an^ efttahber paxaüü , fo fbib« ^e' nä(f} 
imfevem ®a^e aud^ gleicf. 

8. 185. 

Sel^tfd^. äßettn bU 6($eii« 
fei jtoeier ggäfnfel B^AG imb B D-P 
(gifti 161) , ttjefd^e tti($t in berfeU 
ben Siene Hegert, nftd^ efttertet ober 
en^geng«fe^teti Stid^tunlgeii pdxaU 
(et laufen, fd finb 
I. bte betreu aSBtnlel einaRlber 

tiilti^, unb 
H. fkb i^re Sbenen )>atal{^l. 
IBeliiei«. I. @d fei AB | DE 
unt^ A C II D P. 9Rac|t matr attc$ 
A B «= D E , A C = D P/ imfc 
Bie^t bie ®etäb*n BC, EF; AD, BE unb CP, fo ifl f^iooi^l bte 
gtgur ABED, alfo aud^ AC FD ein ^araöelogramm, ba^er CF # ÄD 
uttbBE#AD, folglid^ antf^ CF#BE} alfo aud& BC#EP. 3)a 
nun bie 2)teie(fe ABC unb DEF toec^felfeittg gleic^feitig ftnb, fc^ finb 
fie tongruent, unb bemnad^ ber SB. BAC := 883, EDP = F'DE'. 

IL SBdre nun bie Sbene B A C nid^t <>araael mit ber ebene DEF, 
fo fönnte man ju i^r burd^ ben ^ßunft A eine paiaUtle ©bene führen, 
unb man fe je , e« fi^neibe biefe bie @bene A B E D nic^t in ber ®era^ 
ben AB, fonbera in Ab, fo mü^te bann Eb = AD fein («. 184); 
unb toeil na<^ I; bie ginie B E = A D , fo müf te aud^ B E = B E 
fein , tDad abfurb ifi. 3llfo iß bte Sbene PO be^ 9B. B A C paxaütl 
mit ber e^ene H N bed 98. E D F. 

3ufa$ 1. SBerb^n bemnat^ jtoei pataüele &bmn MN unb' 
PO gttd^nUten öon jtt)e{ anbern ebenen AE unb ÄF, welche ftdb in 
ber ®erabett AD fd^neiben, fo finb bie oon ben 3)urd&fd^ntttdHniett 
AC, AB, DE unb DF in ben paxaUtUn ebenen gebilbeten SSinfet 
einaitber gleid^ , benn ed iß A B i) D E nnb A G || D F. 

3]tfa$ 2. Sterben bteenbpanfte breier gleid^en^ ^oraKelen A D, 
BE unb GF burc^ gerabe . hinten ))erbunben; fo finb bie bäburc{F 
entfiel^enben 2)reiede ABG unb DEF fongment .nnb i^re ebeiTen pa* 
xaUtl 3)enn ba AD # CF, fo iß aud& AG # J>F, unb mil 
AD # BE, fo ifi aud^ AB # DEj alfo nac^ unferem ©afte 
SB. BAC « ffi. EDF, unb bafier MN ^jaräBel mit PO (H), unb 
ba« aABG ^ aDEF (§. 37). 

2)a«felbe gilt au(^ t)ott ^ßot^gonfen, bie entfiel^en , töenji bie ent- 
tifte mehrerer -gleid^en^oraHelett burd^ gerabe Sinien Derbunben n)er^en 



.W4«t 
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Sufa^ 8* 8&Ut man in bn (Sbene PQ aM bxei ^4{unrte A, 
B, C, bie nic^t in geraber Sinie liegen, auf bie @t>ene MN üßerpen^ 
Mtl AD, BE nnb CF, nnb Mefe ^erpenMfel ftnb einanber gleich, 
f» ftnb Ue ebenen P nnb M N pataUtl 

3ttfa^ 4* ^ unferem Sa^t er^eUt femer )>Qn fe(bf) , baf 
t^ glcict^giltig fei, in mlc^em fünfte ber 2)urd^fc^nittd(in{e NS 
(gig, 152) ber Sbene PS mib HN bie ^ßerpenbiW errichtet tt>erben, 
nm ben 9teignng^n)infe( beiber (Sbenen jn beflimmen. Slu(^ if) für 
fUlf tlax, baf bie Stebenminfel tmltt @benen = 2R, unb baß bem« 
«ac^ aud^ jmei 9(&(^enn>infe(, bie fic^ an ber @c^eiteUinie entgegen^ 
flcfe^t finb, einanber gleid^ feien. 

3itfa^ 5* SBerben jmei paxaütU Sbenen t>on einer britten ge^ 
f(^Uten, fo entfielen aä^t 91&c^enn)infe(, nnb ed gehen räcffic6tlid(i 
berfelben bie n&mli^en 9Ba^r§eiten, bie in Sejug auf bie ebenen 9Bin^ 
W ertDiffen metben. 

Sttfo^ 0. 3ß AGB (Sig. 152) ber 9leignngdn>inf et ber Sbenen 
MN iittDNO, alfoACiSN nnb BC J.NS, ba^er S N X W- AC B, 
«nb man 2^^ in ber Sbene bed 9{e{gnng^n)infe(d bie ®erabe A ß J. B C, 
fo Iß B G bie $roi(ftion ))on A G. !X)enn jie^t man in ber Sbene M N bie 
(BcrabeBD | SN, fo ift, weil SN l^pl \CBift, an* BD X p/. AGB 
». 178, II), alfo auc^ BD X AB, mithin ifi umgefe^rt AB X BD 
ttub ABXBG, atfoBCXW. MN} folgtt* HG bie ^projeftion t>on 
AG iit Sfgttg anf bie Sbene MN, unb ber 98. AGB ber Steigungd^ 
«»tnfel ber ®eraben AG gegen bie Sbene MN. 

3ltfi^ 1* d^^¥ ^^w "W" in ^^^ Sbcue M N eine beliebige ®t* 
tabe CD bnrd^ ben ©d^eitel G bed Welgungöwinfeld ber Sbcne MN 
mb NO, fo ifi ber SBinfel AGB < ACD ($. 173); folglich ifi ber 
Xeigungdminfel jweier Sbenen Heiner aW jeber anbere SBinfel, beffen 
6(^eite( G in ber gemeinfdpaftlic^en Durc^fcbnitt^Iiuie NL unb beffen 
einer @(^enfel G D in ber Sbtne M N unb beffen anberer A C in ber 
ebene NQ liegt 

Sitfo^ 8* ^i^ !X)ur(4fcl^nittd(inie jioeier Sbenen füe^t bemnac^ 
auf bie Sbene i^red 9teigungdn>infeld immer fenfrec^t, utib umgefel^rt 
üe^t bie Sbene be^ Steigungdn>infeld ^miex Sbenen auf bie gemein^ 
f(^aftli(4e IDnrc^fd^ttttMitnic biefer let^em immer lot^red^t. 

8. 186. 

Sef^tfo^. 3n>ei gerabe Sinien Aß unb GD (gig. 162) jn>i* 
fcben ixoti parallelen Sbenen MN unb RS tDerben t)on einer britten 
parallelen Sbene PQ proportional gefc^nitten. 

fl^etoetö. ^aw jte^e bie ©erabe AD, n>el(^e bie Sbene PQ 
im fünfte F fc<|tteibet, unb benfe fit^ burd^ biefe ginie unb bie ißunfte 
ß nnb C bie Sbenen ABD unb AGD gelegt« !Die erflere f(^neibet 
bie Sbenen MN unb PO in ben ^araßelen BD unb Bh, bie lefttere 
aber fd^neibet bie Sbenen RS nnb PO in ben pavalleleu Sinien AC 




^^ABD mb ^DGf ^ ^ACD. 



AUcanS folflt nnit 

AE : AF = AB : AD ==> EB : PI), nnt) 

AF : CG — AD : CD = FD : DG. 
St^t man tiefe ^rctpcrlion jnfaminni , fo tr^äll man: 
AB : CG = AB : CD ^ EB : DG. 

». 187. 
Stlftfa^- äW man aai tinm ^unßt S (gig. 163) gu Hnci 




ebene MN me^Mte ©tro^lm SA,SB, SC, ...,iinti ffl^rt man 
tmx0> einen (»rifbigen $unft a btr Sinfe SA efne Sbene KL ijaraUel 
tu HN, trel(^e jene Strahlen in ben $nnfren h, b, o, . . . f(^netbet; 
fo werben 
I. jene Stra^lrn proportional geffbnitten; 
11. menn mau bie IJurctfctinitMpitiifle jener ©midien mit ben S6eneu 



m KL nnb MN inx^ gerabe Linien "otxbinbtt, fo fhib Me tahnxi) 
f nitßani)fttftt ^gnreii AJ^ttHc^, n&mlic^ AABC~Aabc unb 
DEF6 ~ detg, mb fttblidd 
li/. joft^altftt fic^ bie ^lii^tnx&uxat biefer Big^^^^ ^^^ ^^^ Ouabrate 
t§rer Sntfernnngen t^om fünfte S. 
ä^ellietö. 1- 3)ie ©eraben ab^ bc, ac^ de, ef, . . . flnb, 
aW 2)urd?f4)ttitt«Itniett ber (gbeneti SAB, SBC, SAC, ...tntt 
bex ebene KL, paxaM ben iDurd^fc^nittdlittien A B, BC, AC, DE,... 
t)erfelbeti' Sbeneti mit ber (Sbene HN (S. 180), alfo ifl ba^ 
ASab~ASAB, ASbc~ASBC, ASca ~SCA, ASde~ ASDE 
u. f. tt>.; folglid^ ifl 

SA:Sa = SB:Sb = SC:Sc== jc, unb 
SA : SB = Aa : Bb ^ Sa : S b = k ; 
SC : Sc == SP : Sp = SA : Sa c= jc. 
11. Sln^ ber Sle^nlic^feit ber in i. genannten !Dreie(fe folgt aud^ 
AB : ab = BC : bc = CA : ca, unb übetbief ifl ber 
». CAB = SB. cab, SQ8. ABC = SB abc, SB. ACB = 2B. acb, 
tt>eil i^re ©c^enW paxaUtl laufen ($. 185, I), alfo flnb bie giguren 
ABC unb abc a^nlicb^ benn fie ^aben ade @eiten proportional, unb 
aOe SSSinfel ber Drbnuug nad^ gieic^. @ben fo bemeifi mau auc^, baf 
DEF6 ~ defg fei» 

HL 3ie^t man bie ®erabe S P fenfrec^t auf bie (gbene M N, atfo 
ottd^ auf bie @bene KL, unb in biefen Ebenen bie ®erabett C P unb 
cp, fo ifl, toeit z/SCP ~ z/Scp, SC : Sc = SP : Sp, bem^ 
mif aud^ 

SP : Sp = SA : Sa » AB : ab = BC : bc = k. 

unb 

1 • 1 2 2 S 2 2 

SP : Sp = SA :Sa = Aß : a b = BC : bc = ic. 
»un ifl aber ^ABC ^ z/abc (H), alfo 

^ABC:/i/abc=3Aö:ab =ic.; 
folgtid^ au(^ 

i/ABC : ^abc == SP*: Sp! 

eben fo aeigt man, baf DEFG : defg = SP*: Sp*fei. 

2)er fleißige Slnfänger bemelfe biefe SAje an^ für ben gall, 
ioeutt ber 5ßuttft a in ber über ben ©tra^Ipunft S l^inaud t)erlanger^ 
ten ®eraben AS angenommen tt)irb, mithin ber Stra^lpunft jwif^en 
ben paraDelen ebenen MN unb KL liegt. 

3ufa$. älfo ifi z/ABC : ^abc=DEFG : defg. SBare 
nun zlABC = DEFG, fo müßte ^abc = defg fein. 

«. 188. 

Sel^tfa^ Sine ®erabe AB, bie jn>ei parattele ebenen MN 
unb P burc^^brlngt, ifi ju biefen ebenen unter glei^^en aEBiirf ein geneigt 
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i<i4. l&ewtH. @« fei (3t9 164) 

bie mau HM iparaOet mit PO- 
9liM eineifF ielieU^en ^mUt A btt 
@etabm AB jfe^e' man bÜff Sinie 
AC fettfec^ «uf P0, ^ ift AC 
ati^ f«ifr(4it auf iWN («. 182^ [»)- 
Scgt nan nmt iMit) itn Winftt 
BAC eine €BeM, |» fc^neibet biefe 
bie ebenen H N uitb r in ben 
^ßatattdeir hc ttib BC ($. 180)i 
nnb beinnat^ if) S. Abc = S. ABC. 9I6fr Mefe MnUl flilb bie 
^leigungdtvinfel ber @trabAt AB ju bell ebenen HN unb PQ 
(S. 169, iVX alfo ifi 5er anfgefteüh <5a^ giltig. 

Snfai 1- ®ln1} bAmia# ^ei ^tntm Ab unb D E varaDei, 
fo ^atKil {ie jn berfelben (Stielte MN gl''^«^ ^Befgttn^. 2)enn jie^t 
man DF fenfte*t nuf MN, fo ip BF |f Ac (S 178, I), uiib «eil 
au* DE H Ab, f» tfr SB. rOE ^ ffi. bAc ($. 185, 1)- nnb 
neu ölerbteg 9B. DFE = W. Acb =±= B, fö l|i ntK^nwnbig 
m. DEF ca 98. Abc. 

9ufa^ 2. SlKo 9a6«i tf' Varalleflliiien AB nntF DB aüü) an 
ben )>arallelen (Sbenen PO unb MN gleite Dielgungen. 

2^fa^ 9- Sinti fci« bftben ©frAbeti AC nnb ae (gig. 152) 
tiaraHel, (» ^aben fie ju ber etxne HH gleite Sleigungen (3<if(i{( 1), 
unb pe liegen in berfelöen ffiltene NO, wefcfce bie eßeiM MH in bet 
©eraben Cc ober SN butiif^neibet ; ber ^tefgungörointel bet @6ette* 
MN mtfr NO fei ^ ACE *= Beb. 2)iefe ©etabe 8N aber ip fenf* 
red&t auf bie üUnt AGB, unb au* fenfreAt auf bie Sbene aeb 
(8. 185, 3uf. 8), unb baßet iß bie ebene ACB || p/. acb {$. 182, 1), 
foigii* nn* ßC||bc (§. 180). ©inb alfo jroei ©erabe AC unb ac 
pataHel, fo finb an* i^re Sprojeltionen BC unb bc auf biefelbe ©beut 
HN (laraUel. 

«. 189. 
£e^rfa$. Senn bfe £>urct!f*nittdlinien HN nnb PO jweiec 
(Sbenen MS unb PR mit tiner biitten @bene NE ^ataHel finb, unb 
ee (labeit jelte ISbenen tia* berfelben 9{f*lung gleite Steigungen gm 
ebene NE, fo finb bie ebenen MS unb PR patattel (Sig. 165). 
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m bet Stent NE M. Slnie BE X MN, B« 1.9. tat* k™ »nW 
ABE rtK «tmev i«M( «t «™e " i" '" S"«'" "" f*"* 
M «Tn«r»N (.nWI »Hf M. 8S.n^ *¥ (, 170) mt 
POIMN »«««a. Set 18ot<ra9(.st.i.9; f '^''•^'V^TZ T' 
He Stme ABE (J. 178, II), unb ba?et oK* finfte«! auf Ht (Bt. 
rlf "d unb DE; pm m »'' «"M ABB,"»» «^Bf «' 
Ä««««lnltl btt »inä MS «nb PK |»t «beW IjNEl, nn tjt. 
3 b?t Sot.nSfttm.9 IP nm. ». ABE - ä8. «DE M abe. 
AB «nb CD h. etfelbeil B»ene ABE mjen,- ^ i» A« 1 CR, nnb 
tmS ^»f™ ble ®<8<nlel b„ äBMef AB If «nb C D ,„,*!, 
«1(0 Sib aui ittt «benen MS nnb PR »ataUel »■ 185, 11). 

äof..». Sl<«en alf. in.ei Sbenen auf blefelbe Witt ebene 
fttllte* nnb lanfen bie Selben Sut(tf*nil«lmien pataUel, fo Bnb 
itne jlbt) «broen ttlbfr »ai'aUtl. 

». 190, 
186 8ehtfo*.a!!tniltine@i. 

tabt A ß flnf bit (Sbtnt ffl N 
CSI9. 166» jtnlie*t i(i, fo 
ift an^ (ebe but^ AB ge* 
It9tt Ebtnt FAG ftntititt 
anf HN. 

meUeii 8« f<l FG ble 
2)Bt*fc^ltt8thitf bti? <Sbe' 
ntn FAG unb JIK. 3ieilt 
man nnn (n btt (SbtneMN 
biittl) Den funtl B blt (gf 
tobt C D _L r G, fo 1(1 A B 
ftnfität ouf CD unb FG 
(S. 170), nnb btt Ä ABC 
Ifl in SttijnnjSTOinftl Kr »tntn FAG nnb «"«ISS, X). aber 
SB. ABC =. Bi alfo fltft ptFAG (tnfie*t auf MN. 

3uf<t 1! Ste en bie btei ©etobtn AB, CD unb FO (enl 
rt*t onf itoUbtt, fo U itbt bitftt ©ttobt» ftnttt« m.f b < «btnt 
berbttttnonbetn, nSKiH* A B X M S; ßC J-/AG nnb FG X CAD 
unb bit btei etlntn MN, AC unb AG Hub «n* nje*felfilti8 f'"'' 

.in. I??„l6.n, MN n.9tnbt Sttabe FG, fo WH'»«* f'""'* 
.mf bl. «brat MN. Bra« b» bi. CBetibe FG fenfte* W ««f "' 
ebene CAD, fo iU n«« nufetnt SaeMebe but* FG 9*Bl« 'Sb.n. 
(,nlt.*t «nf CAD; nnb n,eil MN «"< "•'(«. »'«J *' °,S, 
MN fenfceil ouf CAD, nnb alfo to* nmutttttt CAD ftntttibt 

""' "sufoS 8. äs™» M< Iui*(iJ«lll«linit *B iiotittebtntn AC 
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mb A6 anf He (Ebene NN \tnht^t tß, fo finb anc^ bie Ebenen 
AC mib AG fenfte((t auf MN. 

3ttf<^^ 4. ®te^t Die Sbene CAD fenfrec^t anf MN, mb man 
liefet in in erfient eine ®ttaht AB fenfrec^t anf bie !X)nrdbf(^niüd« 
linie CD, fo fie^t AB anf bie (Sbene MN felbß fenfrec^t. (Denn man 
ikf^t in ber (Sbene MN bie @erabe BF X CD, fo iß SQ. ABP— R, 
ipeil et bet Sleignugdwinfel ber fenfred^ten Ebenen M N nnb CAD 
ift. »(fo ifl A B anf B C nnb B P jnaleic^ fenfrec^t, folglich anf bie 
@bene MN felbfl. 

^ttfaf^ ^. iDnrc^ eine ®erabe a, totläft fc^ief anf einer Sbene 
E anffüeft, laft fid^ nnr eine einjige (Ebene £' fenfcec||t anf E fuhren. 
Sßarnm 



8. 191. 

Selirfo^. I. @te^t bte @bene CAD fenfrec^t anf ber (Ebene 
H N , nnb man fälli aud einem $nnfte A ber erfiem anf (entere ein 
$er)>enbif e( , fo (iegt biefed gan) in ber @bene CAD. 

11. (Errichtet man in einem fünfte B ber !Durd^fd^nitt0linie C D 
jtoeier anf einanber, fenfredjten (Ebenen MN nnb CAD anf erflere 
ein $erpenbife(, fo liegt biefed gan) in ber (entern @bme (gig. 166). 

Semeid. I. ^äUt man in ber @bene CAD anf bie ®erabe 
CD and bem ^4^nnfte A ein $er)>enbtfe( AB, fo ifl biefed an^ \tnU 
redbt anf bie gbene M N (§. 190, ßufaft 4), nnb ba and bem ipunfte A 
auf biegbene MN nnr eine Senfred^te. gegogen tverben fann cH72, I), 
fo mn^ bie auf M N fenfrec||te Sinie A B ganj in ber fenfred^ten Sbene 
.CAD liegen. 

IL Sßurbe bad im fünfte B auf MN errtd^tete ^^erpenbifel nid^t 
in ber Sbene CAD Hegen, fo fönnte man bod^ in biefer Sbene bnrdb 
beu qjunft B eine ®erabe BA J. CD gießen, bie jugleld^ auf MN 
feufred^t ift (K), nnb bemnad^ tt)4ren im fünfte B ber Sbene MN auf 
biefe an)ei ^erpenblfel errichtet, n>ad abfurb iji ($. 172, 11). 

3ttfa^ 1* 9Bir fönuen nun bie Slufgabe: „3n einem fünfte B 
ber gbene MN auf biefe ein ißerpenbifel ju erri^^ten," aud^ auf foU 
genbe 8lrt löfen. «Wan jie^e (gig. 166) burdb ben 5ßunft B in ber 
@bene MN gtoei ®erabe CD unb F6 fenfrec^t auf einanber, lege 
burdb CD eine beliebige (Ebene, unb gie^e in biefer bie ®erabe 
IB XCD. 8egt man nun burc^i ben SB. FBI eine (Ebene, fo ift biefe 
fenfred^t auf MN (§. 190, 3ufaft 2), unb bemnac^ ifi bad in ber 
@bene F B 1 burc^ ben $unft B auf B F errichtete $ert>enbifel B A gu« 
gleicb fenfred^t auf MN. 

^ufa^ 2- ®tttl^ ölf^ Jtt)ei ebenen AC unb AG auf biefelbe 
britte (Ebene MN (gig. 166) fenfred^t, fo iil aucb bie 3)ur4)fcbnittd^ 
littie AB |ener Sbenen fenfred^t auf IMN. 2)enn bad im 5|3unfte B 
auf bie Sbene M N errid^tete 5|Jer^)enbi{el muf fotoo^l in ber (Ebene A C, 
M aud^ in ber @bene AG liegen, nnb muf bemnac^ mit ber Dnx^f 
fc^uittdlinie AB gufammen faden. 
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3uf(^ 3- ®lf^t flffo eine ebene M N auf jwei anbere fi* 
f*nfi^f^ee ebenen ACD «nb AFG jugleit^ fenfre^t, fo ifl fle an* 
anf ble ajun^fdjnittöHnie AB tiefet fcelben ebenen fenfce^t, unb lann 
als bie (Sbene be« Kefgnnflöwtnlelff bet belben onbera ebenen ange» 
fe§en merben. 

3ufrt<j 4. ©taf A', B', C, 0', . . . bfe «ßrojemoBen ber 
Ranfte A, B, C, D,..., tttftc^e fämmdi* in betfelben Oetaben 
L au^nbalh einer ebene E liegen, in biefet ebene, fo liegen au^ 
jene «ßrojelHwen A', B', C, U', ." . . in einer nnb betfelben ®etas 
ken h', mlcfft bie *]BtiJie(tlonen ber ©traben L in ber ebene E bejeftlf* 
nef. — 3)« anfanget »irb gut t^un, tiefen ©aß nmPÄnbii^ ju 
eröttetn. 

g. 192 
fiebrfilft. SBenn fi($ (gig. 167) jroei gerate Sinien ßC nnb 
DE f^neiben, nnb man fü^tt iuttf) bie beliebigen fünfte K nnb L 




berfelbrn bie ebenen PS nnt QR bejie^nngeweife fenfret^t anf fene 
©traben, fo muffen fl(^ 

I. tiefe Ebenen f(^nefben, tntb 

11. tf) bte 2)ur4fc^nitt6[inie Gl tiefer beiben ebenen feitlre^t anf 
bie ebene HN bet ®erabtn BC nnb DB. 

fBtt»ti9 I. ^a ber Sotau^fetjung gentüß PS ftnfre^t auf 
AB ift, nnb QR fenfitc^t auf AB, fo \ft anc$ SK X AB, nnb 
LR X AE. Seil fl$ nun tlt Sinftn KS nnb LR in itgenb einem 
^nlte I fct^neiben mäffen, tvtnn fie hinlänglich »trl&ngert tvetben, fo 
mäffen fi($ anc^ bfe ebenen PS nnb OR f^netben, unb jwar in ter 
©etaben IG. 

n. S)a tfe ebenen PS nnb OR fenfte^t fhib auf bie ©traben 
AB ttnb AB, fo flnb fie and& fenfrectt anf bie ebene MN ((. 190, 
3ufa$ 2), nnb bemnadli ifl au^ i^re 2>ut(^fc$iiftt«linie IG ftnhtc^t 
auf ble ebene MH ($. 191, Sufnö 2). 



Von >eti 'kixpttliditn Winkeln aiev >en fcSriurltd^rn Cikrn 



itnb 3 in btx &€xaitn a ,t)nr(j(f fd^nei^e n , fo t^f Uen :^e ben ganjeii uu^ 
enMid^en 9taum in t)ifr ^XJ^eilt, bereit je jtDei einander Qltidf jini), ober 
fo entpe^eti t)ier gWd&entt)!«! el , natnlid^ (A' BO, (A'^BO, (A'', B'') 
(A', B'O, totnn tt)ir bie inx^ bte ®erabe a ffalb begrenaten 3;^etle 
t>on A bnrd^ A' unb A^' unb jene "oon B burd^ B' unb B" begeid^nen. 
»o» btefen t)ier Äeilen ftirb (A', B') rnib (A", B''), eben fo (A', B") 
unb (A", B') aW ©(Zettel ^ glfit^enwinfel eteanber gleid^ ($. 185, 
3ufaft 4)- — gerner fuib (A', B'> unb (B', A") 3lebenfläc^ettn>tttfel, 
eben fo (A', B') unb (A', B"); (B', A") nnb (A'', B"), enblid^ (A', B'O 
nnb (A", B")^ nnb gvoei fot(^e SWebentoinfel t)erl§ialten fid^ gerabe fo 
gn einanber, n)ie i^re ref)>efttoett Steignngdtotnfel, n&m(id^ e^ iß 
(gtg. 165)- 

SQ8. RPOE : ®. RPOM = m CDE : CDB, 
toenn bie ®eraben CD nnb BE anf bie Sc^eitellinie PQ jugleid^ 
fcnfrwjt flrtb. 

2) Sd^neiben fld^ brei ebenen M, N nnb tP , fo xvt^tffm /buei 

3)urd^fd&nitt6liniett., nnb jnxir bejeiti&ne % Ä ben ®nr($fd&nitt ber 

ebenen M n ttb 'H, eben fp W, P bi?n 2)ftr^fi36|iitt :ber ßimv^V trnb P, 

unb mbti0^ N., i P i^n feer gfeetiett M ;gnb P. ^e^t nii««i4e^ne P 

tntd^ bie @erabe W; N, fo fiitb jene brei S)nrdbfd&nitttMinie» ib«nt{fd^, 
Im entgegengef^ftten ^^ a&erfirtb jene » brei iP nr tl^ftl^nit t^Iiniett ent^ 

nj^ber <>aarn)etfe ^axaM, nÄmltd^ M,, 'NJ M, P J| jj, P, ober ji eje^en 

bnrd^ einen nnb benfelben ißunft, b. ^. bie brei !Dnrc^fd^nitte ^, N, 

M~f nnb iN, f tqjegnen ild^ im ^Jwnfte loed^felfrttig. 3n bem 
iet^tern gaKe fd^eiben 1^d^ alfo bie brei t ebenen :^M, N nnb P in >dnem 
einigen fünfte O.^üäf, ober jene bvei e&«nen ^aben nnr ben 
?ßunft gemein. 

3) eben fo fonnen n)ir nn^ ))orf}eIIen, baf i>kx ober nod^ mel^^ 
rere ebenen fid^ in einem einjigen $unfte S burd^fd^neiben, tt>o bann 



• • *f 



191 

€bcu fo triele 3)ar(6f(MH^iinieti , atö (Sbenen i^ot^anbrn finb, fid^ im 
*4>unftc S \)eretni9ftt. 

4) 5)et RaHm, weld^ft jwffc^eu brri ober mehreren in ctnem 
ttnb bcmfelben $utl!te S f{((^ [(^neibenben, ^a(b bfgrtn)teii Ebenen M, N, 
P, . . . liegt, wirb Äötperwinfel — förpeiltd^er SBin* 
fei — f6r<)er»n<^e Scfe — geuannt (ber ;\um fjanjen unenblid^en 
äiaume in einem befiimmten 93er|ä(m{ffe ^tffi, obgleich er felbß tin^ 
begretigt, alfo aiienbltdb ift); bie Ebenen M, N, P, . . . |^ei|len bie 
Seitenflächen ber (Scfe, ber gemetnfd^afilid^e ^ßnnlt S Me ©^i^e 

ober ®d& eitel ber Sefe nnb bie iDttrc^fc^nittöIlnien «7^ n7P) 
welche in S ^ufammentreffen, toerbenifanten — Seitenlinien 
genannt. !X)ie Sraängnna einer förperlid^en @(fe jum ganjen nnenb^ 
liefen 9ianme ifljelbfi rine Scfe, nnb tolrb bte Siuf enecfe itx er^ 
^em genannt. Seibe Scfen toerben ))on ben entgegengefe^ten Seiten 
ber Seitenß&(9ett gebUbet. 

ttm eine (Scfe jn benennen, loerben n)ir enttoeber b(o|l ben Suc^ 
ßabeit am S(|ieite( onfc^reiben, ober, n)enn e6 bie !DeutIic^feit erfor^ 
bett, alfe Seitenß&d^en benennen, fo aber, baf ber Snc|ißabe am S4^ei> 
tel ßetd ben erßen $(a$ einnimmt. So j. 33. werben toir bie brei^ 
fantige Sde , xoti^t t^on ben brei @benen SAB, SBC unb S C A ge^ 
bilbet »itb, enttoeber bie gcfe S, ober bie Stfe SABC nennen. 

.5) SBenn bie Sbene einer beliebigen Seitenflä(|^e ern^eitert ge^ 
bad^, ben ftirpertoinfel nid^t fd^neibet, fo ^eipt bie (Scfe fonfaü 
ober 9 0^1, im entgegengefe^ten ^alie fon)>er. !Die fonfat>e Sdte 
i|i (fetaer .ald i^re I8n|iette(fe, bie fom)ere (Sde aber großer M i^re 
Snpenede. 2)ett{en mir nnfer Singe im Staume fo gefteQt, baf bie 
@eitenfl&(^en ber (Scfe fidb bemfelben gieid^fam no^em, fo erfc^eint rni^ 
He (&dt fonfat), anf ber entgegengefe^ten Seite aber font>er. So ). S3. 
erfdbeint nn^ bie oon brei ©renafTSc^en eined 3iwimerd gebildete @dfe, 
t)om 3nnem *ed ßiwtmerd an^ betrad^tet, fonfao, oon einem ^rnifte 
anper bem i^mvc in ber entgegengefe^ten äitd^tung angefe^en, fon^ 
"Ott. S&|it man bie ifanten immer na^er jufammen rädfen, bid f!e enb^ 
lic^ in eine einjige ®erabe jnfammenfaUen, fo entfielet bie ^^uTIecf e, 
beren Sdtfmedb alfo ben gangen nnenblic^en Stanm einnimmt nnb Ue 
Soli rd e ^annt mecben fann. 

S)ettft mtan ^ bte Konten einer (Sde nm bie S))i^ berfelben fo 
lange 'gebrt^t, U^ ^e \xi eine nnb biefelbe @bene faUea, mitl^in and^ 
aBe SeitenfUc^en., fo tt)itb bann ber gange nnenbiidbe 9laum in ju^ 
l^(db begrengte 33^ei(e get^eitt , beren jleber eine g e ^ r e df t e @dte ge^ 
nannt n>irb. 

SBenn ^ier unb in ber golge öon Äörpertoinfeta fd^Ied^ttoeg bie 
Siebe ifl, fo tootten toir flet6 foHfat)e t)erfianben toiffen, e6 müpte benn 
bad ®egettt^eit andbräcfßd^ erinnert i^erben. — Seber ^(ddbentoinfel 
einer ftld^nSde, n&mlidb ber 9{eigung6n)infe( je gtveier Seitenfiddben 
mup bemnac^ < 2'K fein. SSirb bemna((; bie fdr))erli(^e @de ))on 
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bret (Sbenctt gebilbet, fo ifl Mc Summe brt btel %lh(Sftntt>Mel btt* 
felben < 6 H. 

6) 3)ic Kr^)erUcl^e (Stfe l^elft ferner brei^, t)ier^, me^r* 
ober »lelfantig ober t)lelfeitlg, ober ein fixpttlläfti 
Drelerf (anple trißdre), SJierecf (angle tetraSdre) u. f. n>. alP 
flemettt Wr^jerüd^e« SJielecf (angle polyedre), je ua^bm fie brcl, 
»ier ober mehrere Seiten ober Äanten f)at 

2)er öon jtoei, in berfelben Seitenpäd^e ber (gcfe Kegettben Äot» 
ten gebilbete SBinf el ^eif t Äantentoinfel. 

7) S((fo toirb bie UxpcxÜ^c @(fe oon lauter ebenen 993infe(tt ge^ 
Mlbet, bereu nJenigfiend brei fein muffen. 

8) Sei einem breifeitigen Äörpertofnfel fommen bemnad& netm: 
Stöcfe in Setradb^ung , nftmlldb bie brei Äantentoinfel, bie brei gl4* 
dbentoinW, unb bie brei S^eigungötoinfel ber Äanten, jeber einjelUÄi^ 
gegen bie gegenüber Itegenbe Seitenpädfie. 

@ln a;rieber toerbe oon ben brei ebenen SBinfeln cc, ß, y gebil* 
ttt , unb e6 Hege ber SQBinf e( a in ber unbegrenzten @bene A , /} k 
ber unbegr. (gbene B, unb y in ber unbegr. @bene C. 3)en Dnr^ 
fd^nitt ber (Sbenen B unb C n)oIIen toir burdb »^ ienen ber (Sbenen A 
unb C burd^ b, unb ben ber Ebenen A unb B 6urc^ o bejeünen, toeldje 
!Durd(ifd^nittdanien im Sd^eite( 0, n)e((^en bie brei @beneu A, B unb C 
gemelnfdfiaftlid^ ^aben, in bie Igialb begrenjten glnlen a' unb a", b' unb b", 
c' unb c" get^eilt werben 5 fo ifi offenbar ber Äantentoinfel (b', c') =«, 
(a', eO = /8, (aS b') = y, mW bie breifeitige (gcfe Oa'b'c' bil> 
ben 5 femer (b", c") =«' = «, (a", c") = ß'= ß, (a", b") = /=xy, j 
t)on »eld^en bie ber erfiem @dfe Oa'b'c' am Sd^eitel entgegengefetie '^ 
Oa"b"c" gebilbet toirb. aiußer biefen jn)ei ®cfen bilben bie brei un^ 
begrenjten Sbenen A, B, C nodb folgenbe (Sdfen: 

Oa",b'c', eingefd^Ioffen oon ben SBinfeln a, % — ß, x — y 

Oa'b"r/. 



Oa'b'c", 
a' b" c", 
Oa"b'c". 
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Sc^neiben fid^ alfo brei uubegrenjte Ebenen im 9taume in bemfelben 
fünfte 0, fo n)erben ac^t breifeitige @(fen gebilbet, ober ber ganje 
unenblid^e 9taum toirb in aäft Xf^eiU get^eiit $Bon biefen 8 @(fen 
finb )e jtoei einanber am Scheitel entgegen gefegt, b. 1^. bie Aanten^ 
toinfel ber einen (SdFe finb bie Sd^eite(n)infel ber brei ebenen SSinfel, 
t>on toeldben bie anbere @d(e eingefd^Ioffen toirb. ^mi fo(d^e däen 
toerben toir in ber $o(ge furj S^eiteiecfen nennen. 

S. 194. 

2e1^tfa1i* 9Benn ein fdr))erlid^er SBinfel S t)on brei ebenen 
aaBittfeln ASB, BSC unb ASC (gig. 168) gebilbet toirb, fo ip jeber 
biefer Sßinfel Heiner a(^ bie Summe ber beiben anbem. 



les 



$Beloe{d. @d fei 93. A S C bet 

atofite ber aenanttten btei ebenen fflinlel^ 
fo tji SB. ASC < SB. ASB + SB. BSC. 

3)etttt ba t)ermöge ber JBotau^feftnng 
SB. ASC> SB. ASB, fo fann man 
r>om SBlnfel ASC einen a:^eü ASD =« ASR 
abfd^neiben. SWan nel^me nnn anf bet 
Äante S B einen beliebigen ^nnft b an^ 
mac^e S d = S b, nnb t)erbinbe bie 5ßunfte 
b nnb d mit einem beliebigen ^ßnnfte a 
ber Dnrc^ifdbmttöHnie AS, W f^netbet 
bie burd^ bie ^nnfte a, b unb d gelegte 
d^bcwt bie ©eitcnflod^en bet Stfe S in 
bell ©etaben ab, bc nnb ac. 9?ntt ifi ^abS c^ z/adS (§. 37), 
bemnad^ a b *= a d, unb »eil im 2)teiedte a b c bie Seite ac<ab + bc 
(«. 48), t t ad + dc.< ab + bc, fo ifi and) de < bc. 3)a 
ferner in ben ©teieden cSd nnb bSc bie ©eite cS =cS, dS =bS, 
ober de < bc, fo ifi SB. cSd < cSb (j. 51)5 bafjex an(i) 
SB- cSd + SB. dSa < SB. bSc + aSb, 

b. i SB. aSc < SB. aSb + bSc, 
obet SB. ASC < SB. ASß + SB. BSC. 




«. 195. 

2c^tfa^. 2)ie Summe bet Äantenminfel , weld^e eine Ht»>et^ 
lid^e (gcfe bilben, i|i immet Helnet al6 t)ler teerte SBinfet. 

169 SBemeid- S3etrad^ten tt)it einen 

Ä5r^)ertt)infel S (gig. 169), bet t)Ott 
II Äantettn)inf ein ASB^a, BSC = /J, 
CSD= y, DSE= * nnb ESA = s 
u. f. tt). gebilbet wirb, unb fugten butd^ 
einen beliebigen 5Pun!t A bet Äante S A 
eine ebene E, tt)eld^e f&mmtllc^;e ®ei^ 
tenffäd^en bet Stfe S bnr(^f(^eibet , fo 
bilben biefe Dütt^fd^nltteitnien ein ^ofi^ 
aott t)on n Seiten , beffen innete SBinfel 
bet Dtbnung nac^ a, b, c, d, . . ä 
ßeifen fotten, unb bie Summe biefet SBinfel fei « s. ^^^^ ^\V^^\^ 
tilbet mit ben Seitenfiat^en be6 gegebenen Jtör^ettoinfele n bteifeittge 
eden A,B,C,D...Z, iebe biefet (Sden f)ai einen Ämitennmifel 
in ienen in bh Sbene E liegenben netfe, unb bie betben anbetn Äon-» 
tentt)in!el liegen in jtt)et benad^barten bteifeitigen Seitenfiad&en. »^ 
jeic^nen toix nun bie beiben SBinfel be« ^SAB an ^^^^^ »«1*^ ^ B 
butd^ a* unb< jene bed^SBC an bet S3afl6 BC butd^ /3' unb ß , 
jene be6 ^SCD an bet ©tunblinie CD butd^ / unb y" u. f. f.j fo 
loitb bie (Sde A gebilbet t)on ben btei Äantenwlnf ein ft', <»" unb aj Mt 

eatomon'0 <5lem. 0cDm. 4. «uil. 
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<Sif( B von btn tvct SBinfrln a", fl' uat b; fit (Sit C oon btn irti 
ibam SBhifflii ß", / tutb r, fcie 8d( D Bon y", ä' mtib d, n. f. ic. 
Kitn iß ain (l. 194) 
»"+«'>», a"+^'>^ /3" + y'>c, /' + «'>iJ, n. f. vo. 

l)(«'+«" + /3' + r + }'' +/" + «'+<!"+. ■. + o'' + <o")> 
(a + b+« + <l..+i)=.8 = n.2R — 4R(».23, Snfaf H. 
gmi« ifl « + a' + «" = 2 B, ß * ^' + /," = 2 R, j- + y' 4- y" = 2 R, 
d + i'-f (^' = 2R, n. f. f., ba^et 

II) a +a'^a"+ß+ß'+ß"+y+y'+r"-\-8+d'+&''+ . . . ^ n . 2 R, 
Kitb wenn von bieftr ®lel(^nng btc Ungleti^^tit I) abgtjogcn n>irb, 
fo erl)<i(t man tit StclaKon: 

o + /» + y + * + ..-. + «<4R. 



Se^rfit^. SBrnn bit brri ffantrntoinfel eine« btcifeiHgen Stöx' 
pnwbtMß bft Orbnung nacfi gifid) finb btn btei flantenminleln ein«« 
anbern XüititxS; fo flnb bdbe (öqjeTlli^e ffitnfel longment. 3ft ndra« 
li(» (3ig. 170) !^. ASß_j= asb, B.SC ~ bsc nnbASC ^ a».-, 
fc mu^ au^ bie ©de S (V s fem. 





9}eU)ri9. %an f<&ntibe auf aQen ffanten »on ben Spißen aut 
gltii^e @tü(fe ab, nAmlic^ man mai^e 

SA = SB = SC = sa = 8b = sc, 
tinb (cge buri$ rie fünfte A, B, C nnb b, b, c bie @benen ABC 
nnb ahc, fo fft nac6 (J. 37) 

z/ASß ^ ^atib; ^SBC co ^sbc »üb ^SACes»'^«»«, 
alfo AB =• ab, BC = br. nnb AC = ac, forglt* ba« ^ABC 
^ ^ a b c. 2)i( one ben ©pi&en S nnb s anf -bte Ebenen ABC 
unb nbc gefäDten ^eipenbifel SO nnb so mäffrn beninä($ bnrib bie 
aHitt({iJnn(te nnb o ber um bie Dretecfe ABC unb a b c bef^riebt» 
Iten «reift ge^en ($. 175, 3uf. 4); «jeti aber ba« ^ABC £* ^al>c 
iß, fo mu^ au(( AO » ao fein, unb ba SA = sa, fo tß M 
«♦önlnfltge ^AOS^^aos, folglich SO — so.; 



3>eiift man jt(^ mm btn Stixptx snbc in SABC fo gf^eUt, 
ta$ ba^ z/abc mit ^ABC anfommenfafft , fo fäUt anc^ ber ^mtt 
D in O, mib ' ba in auf bic (Sbtm A B C nnr ein l^ot^ m6g(id|^ ifi, 
fo f&at o8 in bie Shd^tung Os; aber ed ifl 8o = 80, mitl^in f&Ut 
btr ?Pnnft » anf S, nnb ba^er muffen au^ bie Seitenfldd^en SAB 
ntb sab, SBC nnb sbc, unb SAC unb »ar nufammenfaffen , ober 
ed ifi bie (Sät S ^ 8*). 

3nfa^. aSBenn bemnact bie btei j^antenioinfel eined Uiptt^ 
lid^m 2)reiecfd S ben Äantenn>infel eine« anbem Xri^berd 8 ber Drb^ 
rnmg na^ einseln genommen QUid} finb, fo muffen auc^ bie btei ^I&d^en^ 
koinfel be« erfiem ben S(&c^enn)infel be« (entern ber Drbnung nad^ 
gleich fein, ober fo finb anc^ bie 9Ieignnadn)infe( ber @eitenß&cl^en, 
loeld^e gleiche ebene äßinfel enthalten, toec^felfeitig gleic^. 

S 197. 
&ttl&tnnfen 1) SEBenn bie ebene BSC (gig-lTl) in ber 
$a9ierebene liegenb, nnb bie ifante S A oberhalb berfelben gebad^ft toirb^ 
fo nennen toir SA bie anfße^enbe ifante. 

171. 





2) !Denfen wir nn« bie Sbenen bed ÄörpertoinfeW SABC über 
ben ©(^eitel S IJiinan« verlängert, fo liegt bie Äante SA' unterhalb 
hex ?Pa}>ierebene^ in biefer aber bleiben bie Äanten SB' unb SC^, 
nnb ed entfielet ein neue« Uxptxll^e^ iDreietf SA'ß'C, beffen Äan# 
tenn)infe( nnb Sladb^tttoinlei offenbar ibentifd^ finb mit ben Aantenn>in<» 
lein nnb gldd^enwinfeln be6 i^m am Sd^eitel entgegengefeftten a;ri6* 
berd SABC. ^n^ leudbtet ))on felbfl ein, baf beibe Xrieber g(ei(|ie 
St&nrne nmfdbliefen, b. i. gleid^e aber unbegrenzte 3:^ei(e bed ganjeh 
unenblic^en Ülaumed 

3) ©tetten toir un6 nun t)or, baf fld^ bie f6r<>ertid^e die S A' B'C 
nm ben ^unft S fo breite, baf bie Äante SA' unterhalb ber ^aptex^ 
ebene ber 6bene BSC immer nä^er rüctt, ffe enbli^) burd^fcbnelbet 
mib fid^ bann in berfelben 9tid^tnng oberhalb ber $a))ierebene fo lange 



*) a)tffer gang an^tmeint f&emi« tfl von $ertti ^to^tlS^x %\)Lmmt\.. 
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\ottbmtii, M bU mne B'S'C mit btt mm BSC jnfammrnfant, \ 
mb jwac sc äbtt SB unb SB' üdci SC jn Iftgtn fommt, fo wM! 
bann Mc ffante SA', wntn btt SBinFel a ni(^t glt[c(i b tß, nii^t orit> 
bet Stantt SA' jnfflmiiKnfaUfn löniini, fonbetn, wen» a <: b anflöl 
nemmra toitb, nAQtt bei bn Aante SB Ittactt, aii bU @rrabt SAj 
3)le titlbm Iti§6er SABC nnb SA'ß'C finb otfo »TOat gltlt^, ab* 
nif^f [ongcnetit. iPonflrufim tutr etnt breifefttgr fötfierlfc^t IScft aib^ 
tvel<^ VDn bell tbmen SSÜnFeln « = a'=-a, ^B=b'«l>ii>t 
y e> c'»cgebf(btt wirb, fo iß bit etfcsabc ^ SA'B'C (S- 196)1' 
obft e« ifl bet ÄörpenoinW SA'ß'C == SABC, olfo ffl atu^ bk: 
ddc s a b c = S A B C. 

Diffe btfben Qcten aabc nnb SABC ^abcn alle %l&<t)tnxiybäA, 
itnb aQe j^antenU)infeI tn bn umgrfe^tten Orbnmtg gld^ , btuB btt. 
SBtnW a liegt — »om Stb^K«! *iu8 bettnt^tet — re^t« »ob ber Äonte 
8a, n)A^T«nb ber f^m gleiche ^ntti a bei bei anbern (Sit Utltt vn 
ber itanU S A liegt ; eben fo ^aben bit glei^^en JffiinM ß nnb b cnt» 
gegtngefttfte Sagen Tä(fftc^tl{i$ bei Konten s a mtb SA, 

4) 3ii*'i fo'c^)' tßPptxÜ^t @cfen S mtb s, welife iWor von glct« 
i$en j^antenivinfetn gebilbet roerben, btt aber bei bet einen @(fe ta 
bet nntgefe^tten Otbnung auf elnanbet folgen, ttie bei bet anbem üdt, 
Reifen ftimmettif d^. — 2>af S nnb s von beliebig vielen €eiten' 
p&d^en gebilbel ntetben fiitnen, if) fAt ^ä) einleui£tenb. 

5) Smei fi^mmettifc^e j^ötpetwfnftl ^b alfo elnanbet glel^^ ober 
nidbt tongtuent. 

S. 198. 
a3ei bn bteilantigen fSit SABC (gig. 172) fei SB bie auf- 
fle^enbe JPante gäden wft nnn ani einem beliebigen fünfte B bei 
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Mffle^iibni StmU ha9 ^erpfttbifc ( ß D auf b(f (S6f ne A S C niib t^m 
Hnben ben IDmc^gmia D mit bem ®(^citc( 8 buxdf btc ®crabf 8D, 
fo tfl 9B. BSD bei ^dgmtfldminfel ber anffie^cnbeti Xantt SB gegen 
fete dbene ASC. SU^en »tt fetn« DA J. SA, DG X SC, unb 
ftgett bttrd^ bie 9BinfeI BOA unb B D C Sbenen , fo f{nb biffe Sbe neu 
tiid^ fntftec^t auf bie ebene ASC; fetner ifi SA X plABD unb 
«C J_ pLBCD, arfo auc^ SA ± Aß, SC X BC, nnb mll enb* 
fldb BD JL AD nnb BDXCD, fo ifi ber 9B. AOC ber 9teignugd^ 
lobifel ber anf bie JFanten S A nnb s C fenf rechten Sbenen A B D unb 
BCD. Semer ifi Hat, baf ber 9ßtnfe( BAD ber »elgnngdmtnfel 
»et edtenfiäc^en SAB nnb ASC, nnb ber 9B. BCD ber SVeigung^^ 
\»Mtl btt 6eitenp[&($en B S C nnb A S C fei. 

Sltfa^ 1* 3m Sierede ASCD, weiche« gau) in ber (Sbene 
be« A^ntettn>infeM ASC ^ a (legt, finb bie äßinfel bei A unb C 
teerte ffiinfel, alfo i{} not^menbig 

SB. ASC + ADC = 2R. 
fllfo iß bei einer breifantigen Sde jeber j^antenmin« 
fei ba6 ®u)))>Iement be6 9{eigungdn)infe(d ber beiben 
auf feine ®(1^enfe( fenfred|;t geführten @benen. 

3ttfa$ 2* SA^rt man burdt; einen beliebigen $unft P ber 
etterfe BD bie gbene FEGII X SB, mithin aucb nacb (S 190, 3«^ 
faft 2) FEGH X pL ABSunb FEGHX pLBCS, fo i^B JL GB 
mib SB X GH, nnb bemnacb ber SB. EGH ber 9?eigung0tt>ittfel ber 
etiten^cbcn ASB unb BSC. ä8ei( nun bie Ebenen EFGH unb 
ABD jngieicb auf bie @bene ABS fenfred^t flehen, fo ifi and^ ibre 
gemeinfd&afUid^e 2)ttrd&[(^nittdanie EF X pK ABS ($. 191, 3uf. 2), 
alfo FE X EG nnb FE X AB. — gben fo folgt aud^, baf 
FHXplBCS, alfo FH X HG unb FH XBC fei. — 2»an fle^t 
bentnatb/ ^<if ^^^ 9B. AEG ber 9Ieigung6n)infe( ber (Sbene ABD 
gegen bie (gbene FEGH, unb ber SB. C H G ber 9?eiaungdn)infel ber 
ebene ßCD gegen biefelbe gbene FEGH fei. 3m SJiererfe SAEG 
aber ifi SB. SAE = R = EGS, alfo ifi aud^ 

SB. AEG + AS6 == 2R, 
unb eben fo finbet man im SSierede S C H G 

SB. CHG + CSG = 2R. 
eben fo flnb in bem SSierede AD FE bie SBinW bei D unb E 
redete SBinfel, nnb im 93ierecfe CD FH ifi SB. CDF = R = FHC, 
a(fo ifi aud^ 

SB. DFE + BAD = 2R, unb 
SB. DFH + BCD = 2R. 
SBir ^aben bemnad^ ^ier eine för^)erlid&e Sdfe FD EH gebifbet 
t)Ott ben ebenen SBinfeln DFE, DFH unb E F H , bei weld^er SBtn^ 
fcl ■ A D C ber gieigungöminfei ber ©eitenpäd^en D F E unb D F H , ber 
«8. ABG ber Steigungen) Inf el ber Ebenen DFE unb EFH, unb 
ber SB. CHG ber SReigungeioinfel ber ©eitenfläd^en DFH nnb EFH 
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a^, uni tiefe (rei Keignttgötoinfel f^btn Der Otbmiag nadf bit Stan^ 
teiiU)lnfeI ASC, ASB onb BSC ja il^ren ®]t)>t>(emeiileii. 

Sllfo [inb l)ie i(antentt)ittfe( einet jeben bxtifan* 
tigen @(!e S He ^nppltmentt bet Sleignngdminfel 
bet eeitenfUd&cn einer anbern bteifettiflen 6<fe F, 
beten Seitenflächen be jie^ttttflett)eife fenfred^t flehen 
auf ben Äanten bet grfe S, nnb nmgefefttt etganaen bic 
ftantenwinfel bet btetfeitigen @(fe F bie Steigung^ 
tt)infel bet @eiUnfI&c^en be^ i(it)>etk9tn(e(^ S )n )ti>ei 
Sterten. 

S93ei( jid^ nun bie itantenkpinfel unb glAd^eninl^att bet (Sden S 
nnb F tt)e(^fe(feitig etg&njen, fo nennt man lebe biefet Sden bad 
@u)^)>(ementate(f obet fc^Ied^tmeg bae ® n )> )> I e m e n t bet anbetn. 

3ufa$ 8« ^(^^ ®npp(ement einet bteifantigen (Sde S n>itb 
bemnac^ bnt^ JFonfitnftion et^alten, mnn man au^ einem beliebten 
fünfte B bet auffle^enben J^ante SB auf bie (Sbene bet beiben an^ 
betn Jfanten ein $et)>enbife( BD f&at, unb butd^ einen beßebigea 
$un{t F biefet Sot^ed auf jebe bet btei JFanten eine fenftec^te Sbene 
fü^tt, Yottm ndmli^» FAB x SA, FBC X SC unb FEG X SB 
i^, fo ift bie bteif antige (S(fe FDEH bad ^uppUment bet Mt SABC. 

!l>af jtcb biefe ^onfituftion auc^ an btx @)>i$e S bed gegebenett 
«ötpetwinfetö SABC auöfü^ten läft, tfi föt ficb Hat. 

3ttfa$ 4* e« feien A, B, C bie btei »leigungöwinfel bet 
©eitenpacben eine« bteifeitigen Sbxptxtointü^ , unb a, h, o bie btei 
Äantenwinfel be« ^n^plemmt^ jener (grfe, fo et^alt man nad^ (3ttf. 2) : 

A + a = 2R, alfp A < 2R, 
B -f b ^ 2R, „ B < 2R, 
C + c = 2R, ,, C < 2R, 
fo(gUd^, mnn man foiDo^l biefe btei ®(ei($ungen aie an^ biefe btei 
Ungiei^^eiten abbitt: 

A4-B + C4.a + b + c = 6R} 
»eil abet a + b + c<4R(S^ 195); fo et^dlt man butd^ ®ub^ 
ttaftion biefed Slu^btuded "oon bet legten ®(ei($ung: 

A + ß + C > 2R . • . (1), 
unb 

A + B 4- C < 6R . , • (2). 

:©ie btei 5Weiguiig^n)infeI bet ©eitenflac^en obet 
bie btei ^fac^enminfei einet bteifantigen $(fe ju^ 
fammengett ammen finb a(fo immet gt5fet aU itotl 
ted^te 98tnfei unb fleinet aU fed^e teerte SßiufeL 

S. 199. 

2ektia1^. 3^ei bteifeitige fötperlidEie Sßinfel ftnb fongtuent, 
n>enn fte imi eb/ne 993tnfe(, bie in beiben @(fen gleid(i flatt )U einaui» 
bet geneigt finb, tt)edi)felfeitig gleid^ baben. 

IBetpeiö. (Sd fei (gig. 170jS3. ASC-^asc, aß. ASB »asb, 
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mb ber SteigntigdtDinfel bet @bfnen A8B unb ASC glfl(^ bem 9{d< 
gmigdiDinff ( ber Sbene n a 8 b itnb a d c SRan bf nf f ft^^ nun ben f ör^ 
fitll^tn SBinfel s fo in ben UtptxU(f^tn äßinffl iS gffc^oben, baf 
B. 80 c bm 9Bin(f( ASC bede itnb bie Aante sl) über bcr (Sbfne 
ASC Meibt, fo ntu^i, tDeU bie @benf asb jut Sbenf aAc biefclbe 
Steigung f^at \oU bif (Sbtnt ASB, jur 6benf ASC, bte ßbene asb 
ti Ue 66ene ASB fjaUen, nnb n)eU9ßinfeI a^b ^33. AsB t)oraudgf^ 
\tift n>irb, fo ntnf anc^ bie Santt s b über S B faflen. !Da f nblic^ « b 
Ober SB nnb sc üb« SC fäflt, fo ifi andtf SB. bsc = SB. BSC, 
unb temnadb f^Oen Me (Sdtn » unb S mit il^ren ®ren}en übet einan^ 
ber/ b. l bie beibcn (gden flnb fongrnent ($. 196). 

Anfall 1- ^abcn bie g(eic^en 99Sinfe(paarc bei beiben förper^ 
lid^en ßtftn eine entgegen^efr^te ia^e, n)&^renb bie Steigungdivinfrl 
t^er (Sbenen gleid^ finb, fo finb bie beiben (Scfen f^mmrtrifc^ girid;. 
3ft ttÄmlidb (S'fl. 171) ber SB. c — y, a = «, nnb bie gläc^en^ 
toinUl (a^ c) = (a, y), fo ftnb bie (Scfen SABC unb «abc f^m* 
netrifcl^ gleid^. 

Sitfai 2. 6inb bei einem JErieber Sabc (gig. 168) jwei 
Santenminfel einanbet gieid^, n&mlid^ aSb = bSc, unb man ^a(bitt 
ben btitten ÄantenwinW a S c burd^ bie ®erabe S t\ 5 fo t^e ilt bie burcti 
ben ®inW bSd gefegte @bene baö gegebene JErieber in jtt)ei brei* 
fantige @den Sabd nnb Sbcd, unb gmat {!nb bie brei ßantenkoin^ 
fei ber Qde Sabd ben btei JPantentioinfeln brt anbem @(fe Scbd in 
ber nmgefe^rten Orbnung gleid^; folglici^ finb bie beiben (Sden Sabd 
nnb Sbcd f^mmetrifd^ gleidb ($• 197, 5), nnb ba^et ^aben bie Sbe^ 
nen aSb nnb hSc jur Sbene aSc and) einerlei Sietgung ($. 197, 3). 
€inb alfo bei einem bretfeitigen Äörp erwinfei jwei 
Äantenn>infel einanber gfeicb, fo finb and) bie 9fei* 
gnngdiDinfel il^rer Ebenen gegen bie Sbene bed brit^ 
ten ff antentt)infeU g(eid&. 

SlifÄ^ H* Umgefe^rt: SBenn bie ©benen jtt)eiet ffantenwin« 
lel aSb unb bSc eineö för^jerlicben ÜJreiecf« Sabc gegen bie Sbene 
be« britten Äantentt)infeW aSc einerlei Steigung ^aben, fo flnb jene 
ftantentoinfel felbfi einanber gfeic^. Denn todre bie^ nidjit ber gaß, 
unb j. 8. ber SBinfef aSb > bSc, fo fonfiruire man gur Äante Sa 
in ber gbene aSb einen SBiufel aSg = bSc, unb lege burd&Sg unb 
Sc bie (gbene cSg; fo er^AIt man ein neueö ürieber S a c ^, mld)e^ mit 
ber breifantigen (Sde Sabc nad^ (.3n\aii 1) f^mmetrifd^ gleic^ fein 
müßte, wa« offenbar abfurb ifi. (S6 fann alfo aud^ nidjit aSb > bSc 
fein, unb eben fo bemeifl man aud^, baf nldjit aSb < bSc fein 
fönne, folglid^ muf aSb = bSc fein. 

3nfa$ 4* @inb a(fo in einem breifeitlgen ffor^)ertt)infeI bie 
brei ftantniwinfel einanber gleid^, fo flnb and) bie brei 9?eigungd^ 
tt)infel i^rer Seitenflic^en einanber gleich, unb umgefe^rt: ®tnb bie 
brei ©eitenpÄd(>en einer f6rj)erlid^en Sde gleich fiarf gegen einanber 
geneigt, fo Pub aud^ bie brei Äantentt)infet einanber gleich 



3tlf«$ 5* 9ßeiitt bei iYotl üoti gteid^ t)ieleti Seitetifldc^eti ge« 
6i(bftfii ^otpttxoinUln alle J(qnteiin)infe( unb aUt g(a(^entt>infel in 
berfelben Otbnung tüec^felfeüig gleich flnb , fo laffen ftd^ beibe ßcfen 
[0 in flnanbet (egen, ba# i^re ®ren$ß&d^en jttfammenfallen , t. ^. bif 
beibett @(!en finb fottgtuent Umgefebrt muffen )n>ei fongruente (Säen 
aQe J(antenn>infe( unb aOe g{&cbenn)infel in berfelben Otbnnng f}ü6 
»etfe gUidSi ^aben. — SBir empfel^len bem fleiptgen Anfänger blefc 
belben S&0< andfä^r(i($ nad^jun>ei[en. 

|. 200. 

Stuf galbe* Sine breifeitige (Scfe jn bilben, bie mit einem gege« 
benen fdrpemd^en !£)reie(fe fongment ifi. 

Slttftdfuttg« 9Ran [(fneibe ))on ben btei JFanten bet gegeben 
nen @tfe S (gig» 170) g(eid^e Stade ab, n&mli$ man mac^e 
SA=:SB»SC, nnb Derbinbe bie @nb)>nnfte bnrc^ Me @eraben 
AB, fiC nnb AC» 9tnn fonfhnire man ein ^abc c^ ^ABC, 
umfti^reibe btefem ziabc einen Streik, beffen 9KitteI))unft in o fein 
fpQ. 3n biefem fünfte errichte man o« j. pl-abc, ma($e biefe^ 
iotf^ gleict» bem ^erpenbifei SO, totläit^ auA bem Scheitel S auf bie 
(Sbene ABC gefaßt mirb, nnb lege bnrcb ben $unft s nnb bie @et^ 
ten be6 ^ a b c bie @benen sab, ü a c nnb 8 b c , fo erhält man ben 
A'ivperkDinfet sabc, n>e(d^er fongment iü mit ber gegebenen breifan^ 
tigen Scfe SABC, n)o))on man fi$ anf folgenbe $ltt übetjengen fann. 

9Äan benfe fidb bie (Scfe s in bie ®cfe S fo gefieüt, baf bie ®ren* 
Jen ber fongruenten 3)reiede abc nnb ABC lufammenfaUen , fo mu^ 
auc^ bet ^mtt o in 0, unb ba« 8ot§ oa in bie SRid^tung OS faHen, 
n>ei( im fünfte o anf bie (Ebene ABC nur ein $er))enbifel möglich 
ifl. 9?un ifl aber ber ßonfiruftion gem&f os » Os, a(fo f&Ot auc^ 
ber $unft s auf S: unb ba^er muffen anc^ bie @eitenflä(iben asb 
unb ASB, »sc unb AS C, bsc unb BSC. jufammenfaUen, tt)ei( 
burcb eine ®erabe unb einen $unft auf er ibr nur eine (Sbene mög^ 
ÜH) i^, folglich ifl aucb bie (Scfe s ^ S. 



f. 201. 



173. 



Slnfgalbe* (Sd 

finb brei ebene 9Bin^ 
ifel gegeben, t)on tt>tU 

'"- dfen je gttjei jttfam* 
mengenommen grö^ 
fer a(e ber britte 
finb; man foK eine 

^.^ förj)erUcbe (Srfe fon^ 
firniren, tt>elc^e biefe 

^- brei aSinfel ent^att. 

^ ^ Slitfidftttta. (S« 

\SB, BSC nnb CSD (gig. 173) bie brei gegebenen Söinfel 
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in ber ^opimbeite A S U. Wan mac^e S A — S D, giel^e A B J. S B, 
ttnb D C J. S C, fo tnäffni fic^ bUfe beiden ^ttptnblM ))etlätigfTt im 
^nnfte E fd^tteiben (,%. 17, Sufa^ 6). 

3m $ntiftf B ertic^tf man auf Me Sbme A8D bie &tnhtä)U 
BF, benfe {{db bnr(^ A unb BF eine @bene gelegt, mib befcbreibe in 
liefet and bem fünfte B mit bem ^albmeffet B A = B F einen Stxti^f 
bogen, n)el(^et bad im $unfte B errichtete $erpenbife( in F fd^neibet. 
Segt man nun bnxä} ben $nnft F unb bie ®eraben SB unb SC bie 
<Sbenen SBF nnb SCF, fo i^ bie ))on ben ebenen Siinfein BSF, 
BSC unb CSF gebilbete @(fe bie verlangte. 

!X)enn e« ift bie (Sbene AEF fenfrec^t auf bie Sbene ASD 
i%. 190) unb bie ®erabe SB fenfrecbt auf bie gemeinfcbaftlid^e !Durd^# 
fc^nittdlinie AB jener fenfrec^ten ebenen, aifo ifl SB auf bie (Sbene 
AEF felbfl fenfredfit (». 190, 3ufa$ 4), unb bemnad^ SSB. SBF = 
9B. S B A = R. !£)a nun bie rec^tminfligen !Dreiede SBF unb S B A 
bie ifat^ete SB==SBunbBF^BA §aben, fo fmb biefe beiben 
35reiede fongment, unb bemnad^ SB. BSF =. SB. BS A. eben fo 
ben>eifi man and), bad 2B. CSF = SB. CSD fei 5 alfo entölt bie 
Iörj)erlfc^e ede S bie brei genannten SOBinfef. 

Daf bie brei gegebenen ebenen üBinfel Heiner aW t)ier redete, 
nnb jkoei berfelben größer a(d ber britte fein muffen, erhellt an^ 
%. 194 unb 195. 

etnfadber li^t flc^ bie t>orfle§enbe Slufgabe auf folgenbe Slrt auf^ 
Ufen. @eien a, ß, y bie brei gegebenen 9Binfe(, unb (Voar fei 
a -^ ß 4-y<4Runba + ß7> y- 2Wan trage auf ben ©d^en* 
fein biefer brei SQSinfet t)on ben @d^eiteln aud gleiche ©trecfen 
a' = a" - b' = b" = c' = c" auf, unb \)erbinbe bie enbj)unfte be* 
jie^ungöioeife burd^ bie ©trecfen », b unb c, n)ie bief früher fcbon im 
f. 52, gig 61 gefc(ie^en ifl, ^ierauf fonfiruire man mit biefen brei 
©trerfen bad iDreiedf ABC, umfc^ireibe biefem einen Äreid unb erric^^te 
im 3»itteH)unfte bie ®erabe Z J, pl. A B C j enblid^ lege man 
bnrc^ biefed Sot^ unb ben ©c^eitel A bie ebene AOZ befdbreibe in 
biefer ebene auö A ald Sentrum mit ber ©trede a' aW Stabiud einen 
Stxti^, mldfn ba6 f)alb begrenzte ^erpenbifel in S burdbfdbneibet, unb 
lege burc^ bie brei ©eiten be« 2)reiecf« ABC unb ben ^ßunft S bie 
ebenen SAB, SAC unb SBC, fo ifi ba« fo gebilbete Srieber bie 
»erlangte breifeitige ecfe, tt)ot)on man flc^ auf folgenbe Slrt überjen* 
gen fann. 

SBermoge Äonfiruftion ifi SB = SC==SA = a' = a"= b'«... 
(g. 175) unb bie ©eite BC = a, fonad^ ^SBC ^ z/ (a, a', a") 
(». 39), folgli(^ ber aBinfel BSC = (a', a'O = a. eben fo folgt, 
ba^ ber SB. A S C = (b', b") = ß unb ber SB. A S B == (c', c") = y \et 

3ufa^ 1* !Daf SB. FBB ber 9{eigung6n)infel ber ebenen 
FSB unb BSD, SB. ECF aber ber 9leigungdtt)lnfel ber ebene 
CFS jur ebene CS B fei, ifi für fld^ Har. 

2)er 9leigung«ioinfel BBF toirb in ber ebene ASD auf fol 



genbe SItt bff(l()rieben. Vtan aif^e att6 bcm fßttnfte B mit bem ^alK^' 
nteffer B A in ber Sbf nc A S D einen iheidbogen , tpeidb^t bem idf ' 
qjunfte E auf ble ®erabe AB errid^teten ?lJer»)enbifeI BG im $m*e ! 
6 begegnet. 3*^1^* tnan nun ben ^albmeffer BG, fo ifi ber SSinMl ] 
G B E bet Sfteigung^minfel ber @bene BSP unb BSC. 2>enn tt>eqti " ' 
BG = BF = BA, nnb BE = BE, ifi ba« red^toinflige ^BEG^ ■ 
^BEF, fo(9lid^ auä) 993. EBG » 9B. EBP. 

3itfa^ 2. ®inb bie Sleigung^minfel A, B, C ber Seiten* 
Pid^en einer breifantigen @cfe S gegeben, unb man foB mit ^ilfe 
berfelben t)ie Scfe felbft fou^ruiren, fo t)erfa^re man auf fotgenbe 2lrt. 

SRan fuc^e bie @u)>^(emente ber brei gegebenen 9{eigungdn)infe( 
A, B, C, tt>elc^c n)ir a, b, c nennen motten. 3Rit biefen brci 
®inWn a, b, c fonfiruire man nun, toie oben, eine @de s, mlif)t 
ba« ®u<)j)lement ber gefud{>ten Scfe S fein tt)irb, tt)ie au« %. 198, 
3uf. 2) er^ettt, unb befiimme nacl^ (3uf. 1) bie 9leigungdtt)infel ber 
©eitenpdd^en biefe« @u<)<)lemented s, »elcbe bann bie brei Äanten^ 
toinfel ber gefachten Sde S fein woerben, mit welchen bie ÄonjimWon, 
n>ie oben, auögefu^rt »erben fann. 

S. 202. 

Slnfgabe. @d finO ^toei ebene 9Bin!eI nebfi bem 9leigung6' 
tt)infel il^rer Sbenen gegeben: ÜÄan fott einen breifeitigen för^)erlid^en 
SBlnfel fonfiruiren, ber bie gegebenen ©tücfe enthalt 

Slufldfutts* 66 feien bie ffiinfel AS B unb BSC (glg. 173) 
bie gegebenen ÄanteniDinfeL aWan lege burdb einen beliebigen $unft B 
M gemeinfd^aftltd^en ©d&enfelö BS eine (Sbene AEF fenfrec^jt auf 
BS, toelc^e bie Sbene ASC in ber ©eraben AE fd^neibet, unb nun 
befcl^reibe man in ber Sbene AEF einen 9Bin!el E B F = bem gege* 
benen SWgungdioinfel, unb mad^e BF = AB, enbli($ jie^e man 
bie ©erabe S F unb lege burc^ biefe unb bie ©eraben SB unb SC 
bie (gbenen BSP unb CSF, fo ifi ber t)on ben (Sbenen BSP, BSC 
unb CSF eingefdbloffene förperlid^e SOBinfel ber gefud^te. 3)enn ba 
B S fenfredbt auf bie gbene A E F, fo ftnb bie SBinfel S B P unb S B A 
xtäfte SQBinfel, unb ba BS = BS, unb BF = BA, fo ifi ba6 
2)reie(f BSP ^ ^ASB, folglich SB. BSP = SB. ASB. äBeil 
nun B S bie gemeinfd^aftlld^e !Durc^f(^nitt6linie ber ebenen BSP unb 
BSC ifi, unb bie'©eraben BF unb BE in biefen ebenen auf jene 
©erabe fenfred^t fielen, fo ifi SB. FBE ber 5Reigung6tt)infel jener 
(gbenen, toeld^er bem gegebenen 5Reigung^tt)infel gleich ifi. 2llfo ent^ 
f)hU bie bei S gebilbete Scfe bie gegebenen ©tüdfe. 

eine anbere Sluflöfung ifi folgenbe: 9Kan t)erjeid&ne einen SBin^ 
fei BAC = ö gleich bem gegebenen ' 9leigung6tt>infel , errichte im 
©c^eitel A auf bie Sbene BAC ein ^er^jenbifel AZ unb lege bur(b 
biefe« unb ieben ber beiben ©djienfel A B unb A C eine Sbene. hierauf 
fonPmire man in ber Sbene BAZ in einem beliebigen ^ßunfte S ber 
A Z ali Scheitel jur ©eraben S A al6 ©c^enf el ben SBinf el A S B = « 
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if btm einen gegebenen i(antenn)tnfel, nnb in itx (Sbene CAZ in 
felbtit qhtnfte S aM ®(^eite( jnc S A a(d e^tnUl ben aSlnfel 
C s» /), n&mlidb iM^ bem anbem gegebenen Aantentt)tnf el , nnb 
I enUidb bnrc^ bie ®eraben SB unb SC bie @bene BSC, fo iß 
fo etjengte Xri^ber SABC ebenfaDd ber ))frlangte bteifeitige Stix^ 
minfel. 

2){e biefer 9lnfI5fnng entfpted^enbe ${gnr n)ttb {{($ ber Slnf&nget 
te Sdbnoierigfeit felbß t>txitiii)ntn fönnen. 

3afa^. 9Bie fonßmtrt man in ber (Sbene ASC ben britten 
infeTcSFT 



Crklarnng mtf <[^tntl)etltin0 itt /läd^tn nn) $kStptt. 



i. 203. 

^tflätunti. 2)er timm^ Staum fairn auf ^x mannig« 

faltige 8lrt begtenjt »erben, bafftx gibt eö mannigfaltige geometrifd^e 
Äörjjer. Dlefe finb rücf^c^)tll(^ l^ret Oberfläche entweder erflgc 
ober runbe, je nac^bem t^re Dberfl&c^ie aM lauter Sbenen ober 
auö fruntmen giddjien bejie^t. ®anj ruub f)el^t ber Äör^jer, wen» 
feine Dberflad^e eine clnjlge frumme gfadbe Iji. ^efUf)t aber bteOber^ 
fläd(ie t^eUd aud ebenen, tl^etl^ au6 frumnien Stachen, fo nennt man 
ben Bbxpex nur jum 3;^ eil runb^ 

!Dle ganj ecflgen Körper finb rücfft($tllc^ ber jte begrengenben 
Sbenen enttoebcr reguläre ober Irreguläre. 

2)rel ßbenen fönnen ben 9taum nld^t t)ollfiänblg begrenjen^ bemi 
fle fönnen blof ein f6r^)erll($eö 2)rele(f bllben, uud [oK ber bajtolfc^en 
Ilegenbe Staum t>otlfianblg begrenjt fein, fo tolrb notff eine t)lerte 
@bene erforbert 3^^ Sllbung elneö ecflgen Äor^jerd ftnb alfo wenige 
penö t>ler Sbenen nöt^lg. 3n SRücfficbt ber Slnja^l ber ßbenen, oon 
loeld^en ber Körper begrenjt tolrb, f)ei^t er entweber olererflg 
(Tetraeder), fünfecflg (Pentaeder), fec^^ecftg (Hexaeder)^ K. aH^ 
gemein olelecflg (Polyeder). 

S. 204 
©rfläruttg. 3)le Sbenen, t>ott toeld^en ein Äörij^er begrenjt 
lotrb, nennt man Seitenflächen, ©renjfläc^ien, unb ble 
3)urc^fd^nlttöllnle je jtoeler Seltenflad^en nennt man Seite — 
Äante — beö Sbxptx^. 3ebe ©erabe, welche ble nld^t an berfetben 
Rante llegenbcn ©d^eltel jtoeler gcfen elned ^ßot^eber^ oerblnbet, ^etßt 
3) l a g n a l e ober 9i e b e n f e 1 1 e. 2)le ©eltenfläd^e, über welche man 
ftd^ ben Söxptx glelc^fam errichtet benft, nennt man ©runbfläc^e, 
SafU. Säuft mit ber al« Saftö betrac^^teten Seitenfläche eine jwelte 
@bene paxaM, fo fagt man, ber Ä6r^)er f)at jtoel paxaUeU Orunb^ 
flädben. !Der Slbflanb blefer belben paxaMcn @runbfläc^en ^el^t bann 
ble ^o^e bed ^bxpcx^. 5)le Summe aller Seitenflächen nennt man 
ble £)h^rii?i(he be« Stbxpex^. 
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I. 205. 
&tfl&tnn^tn' 3fl ein geometrifd^er j(it)>et (egtfitjt t)on }U)ei 
ebene« . gera Wteigen , HKirattelett «irb loiiflrttfiitc» ©nmbpad&en, unb 
t>ott fo t>ieleii ebenen ©eitenfläd^ett , ald eine btx ©tuntpi^en @e^ 
ten l^at, fo ^etft Wcfer Äor»)er ^rt^nta. — S?ad^ bcr 2lnjal^I Mefct 
©etten ^eift ta^er bad ^ri«nta brelecfig, t){cre<ffg . . ., ^ieU 
e rf i fl ober btdfeitifl , »terf eltig . . ., tJielfeWg. ©t€|eii bie ©eitcn 
bed ^rtdma, alfo aut* ble ©eitenpÄd^eii beffelben (j. 190) fmfreifft 
auf btx Otttnbjiddbf, fo ^eift ba« ^riöma ein fenfted^te*, ober 
ßerabeej fonft ein fc^i^fee. 3fi bie »afl« be« ^ri«ma ein 5ßa^ 
rattelogtamm, fo ^eift bann biefe« »Ictecflge 5Pri«ma tnebcfonbere ^(u 
ralle(e))i))ebuntt 

(5inb bie ©ninb^iäc^en bed fenfred^ten ^araaelepipebnmd füt^u 
tit, fo ^eift bae ?PataaeIet)i<>ebum red&ttt)ittfUg, nnb bann flnb 
alfo alle Seitenflddben beffelben 9led(>tecfe- Aat bad re($ttt)inflifle ißcu 
raaelepij^eb aUe ffanten flleidjf, fo ^eift ed SBürfel, «nbn«. 

2nfat h S>ie ^5^e bed $tidma bleibt immer biefelbe , and 
n>a« immer ^r einem ^nnfte ber einen ©mnbflddfe bad 5ßer)>enbifel 
auf ble anbere gejogen tt)erben mag (S. 184). 

3ufa$ 2. 9Ran fann {{($ ein ^ridma 
ABCPGK (Sig. 174) iaiuxdf entfielen 
benf^n^ baf fid^ bie ©mnbfläcl^e, nämlid^ 
bie gignr A B C D E Idng« ber ©eite A F 
immer in iparaüeler äiid^tnng gleic^fori» 
mig fortben>egt, o^ne baf eine ^re^nng 
nm ben $nnft A ©tatt finbet, fo baf 
alfo an(Jb iebe einzelne ©eite lo&^renb bed 
oleid^maf igen gortfc^reitend mit i^rer ur» 
n)rünglid^en i^e paxaütl bleibt. 

Sind biefer (Srfl&rnng folgt nnn bott 

felbfi, baf , »^nn ein ^ridma paxaM 

mit ber ©i^nnbßäc^e t)on einer @bene ge^ 

fd&ititten tt)irb, bie lDnrd(|f(J^tdttSlinifn biefer (Sbene mit ben ©eiten^ 

P&d^en bed $ridma eine $ignr bilben^ n>eltbe fongment mit ber ®rttnb^ 

^4e bed 0ridma i% 

9ufa^ 8* 2)er Srf l&mng bee $ridma gem&f ifi A B # F 6, 
BC # GH, CD # Hl, n. f. to., ba^er ifi and(i AF # BG, 
B6 # CH, CH # DI, n. f. »V alfo pnb aO< ©eiten bed $ridma 
unter {id^ ^KtraOe^ nnb ba fie )n)if(|en )>arallelen @benen liegen, fo flnb 
fie and^ einanber gleid^* IDie ©ettenfl&d^en bee $ridma jinb olfi^ 
$araEe(ogramme. 

Sllfo ift beim fenfred^ten ^ridma bie ^o^ ben ©eiten beffel^ 
ben gleic^. 

Strfit^ 4* Scgt man burd^ je )n>ei ©eiten B 6 nnb E K bed 
^^m äne @bene BK, fo ^ift ber babnrd^ entße^enbe ©d^nitt 




206 

) 
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B 6 K B ü) t a ti a ( f d^ n i 1 1 , itnb bie Diagonale timi feieren SdgnMe« ; 
l^dft and) bic 2>iagonaIc bed $tidma. 

Sufa^ 5. 3)a BG || EK Oufaft 3), unb BE || CK «. 180)/ f 
fo tfl ber SDtagonalfc^nitt ß K bei jebem ^rt«ma ein ^araffelogramm. i 

S. 206. i* 

®tfl&tnna. 3eber Stixpex, beffe» eine ©ettenflScI&e tt)a« tmm« !' 
für ein ^Pol^gon Ift, unb beffen übrige ©ettenjläd^ett fSmmttld& bnr^' ;, 
benfelben ?ß«nft ge^en, mithin lauter Dretecfe flnb, ^efft fjUv; tarn tbe, 
bad genannte ^ol^gon bie ® tun b flicke, jener a8ereinfgung«»)ttÄtt 
ber ®<)f$en aller bretfettigen ©eftenflad^en bte 6^)i$e ober ber ©d^et i 
t e l ber ^ß^ramibe , unb baö aM ber 6>)f$e auf bte ®tnnbflh^t atf \ 
fante ?pprj)enbffer ^eif t bie ^ 6 ^ e ber ^ß^ramlbe. 

aaSirb eine Sßi^ramibe parallel mit ber ©runbpäd&e gefdfniöe», 
fo ^eift ber jwifc^ien beiben parallelen (Sbenen enthaltene 2;^eU abge* ^ 
flutte ober abgefürjte $^ramibe (Truncus). gftttt man hi einet i 
SeitenflÄd^e au« ber SpH^e auf bie ©runbfeite ein ^erpenbifel, fo §eift - 
biefe« ?ßer»)enbifel 8l^)ot|em. !Die 3)urd6fd^nitt«Iinie ie jmeier (Sei* { 
tenflad(ien (bie ®runbfl&d^e nic^t mitbegriffen) ^elft €eite ber ^ ' 
ramibe. 8Hfo ^at Jebe ?P^ramibe fo t)iele Seiten, unb fo Diele Sei* 
tenfl&d^eu; a(d bie Safid @eiten ober äßinfe( f)at !X)a^er §eift eine 
^^ramibe brei*, oter^^, fünffeitig Jc , ober bret^, t)ier^, fönferfig, je 
nac^bem bie ©mnbjlid^e berfelben brei, t>ier, fünf ic. 6etten ober 
@(fen ^at. 

SBerben bie ©eitenßac^en einer gegebenen me^rfeitigen @(fe übet 
bie @^)t6e S ^inaud oerlängert, fo entfielt eine neue @<fe, toeld^e mit 
ber erftirn f^mmetrifd^ ip ($. 197), unb »enn bie ©eitenpidben beiber 
@(fen burc^ jtoei paxaMe ßbeneu; tt)e(dbe gleid^ mit oon ber @pi^e S ent* 
fernt flnb, gefd^nitten »erben, fo entfielen jtoei ^^ramibenSAßCD... 
nnb SA'B'C'D' . . ., mlttft aüt Sden in ber nmgefe^rten Drbnmifl 
ft^mmetrifdb gleich ^aben unb bef^alb felbfi f^mmetrifc^ gleid^e 
?P^ramiben genannt »erben. — ©old^e ^^ramiben ^aben bemna(^ 
äQe ®ren}p&d^en in ber umge!e^rten Orbnung fongruent, unb bef{^ 
aud^ g(eid^e ^d^en. 

@inb bei einer $)^ramibe bie Seitenlinien einonber gleid^, fo 
^eift bie ^^ramibe fenfred^t ober gerabe, fonfl fdbief. — ailfo 
l^at bie ©runbflid^e ber fenfrec^ten ^P^ramibe einen 3kltttlpntdt ber 
gigur, ober nm bie Saflö ber fenfred^ten ?ß9ramibe fann ein ihei6 
befd^rieben »erben (8. 175, 3wf^i 4), unb bie aM ber ©^>ifte auf bte 
Sajid gefällte ©enfredbte ge^t bnrdb beren aWittelpunft. 

3fl bie ©runbflÄ^e einer fenfrec^ten ^ß^ramibe ein reguläre« $ol^ 
gon, fo ^eift bie ^^ramibe gleidbfeitig. !Die gleidbfeitige $)^ram{be 
ifl alfo begrenzt t>on einem regulären 93iele(fe unb t»on fo t^ielen fom 
gruenten gleidbfdbenfligen !Dreie(fen, al« bie ®runbpädbe Seiten ffat 
Stnb aber bie Seiten ber gleidbfeitigen fßi^ramibe audb ben Seiten ber 
©runbpäc^e gleidb, fo ^eift bie gleicfifeitige fß^ramibe regniär. 



9((fo iß bie regul&te ^^ramibe \>on einem reguIAren ^I^g^ne nnb t^on 
fo t)ie(en fon^ruentett gleic^fettigen Dreieden begrengt, atö bie ®r]tnb^ 
flache (Seiten ^at 

8. 207. 

@r¥Iärungett. 1) SQBenn eine gerabe Sinie im 3lanme ft0 fo 
benjegt, baf jte ftet6 bnxiif bie auf einanber folgenben ^ßunöe itgenb 
einer frummen Sinie ge^t unb babei immer ju einer gegebenen pren 
©eraben )faxaÜei bUibt, fo nennt man bie fo befc^riebene $(äd^e eine 
c^finbrifdbc — »aljenfärmige. — 2)ie flc^ betoegenbe @e^ 
rabe ^eift bie @rgengungd(inie ober befd^reibenbe Sinte 
(Gen^rairice), jene flre ®erabe aber bie 81 re unb bie ertofi^nte bellen 
btge Stnrot bie SRidfitungölinie (<lirecirix). 

!Daf J^ier bie @rjeugungd(iuie unb bie Slre unbegrenjt gebadet 
toerben , oer^e^t ficb t)on felbfi. 

2) 3)a cö unenblidb 'ohU frumme 8inien gibt, jebe Auroe aber, 
mag {ie eine ebene ^uroe ober eine ^uroe ))on bOfipelUx Shrummung 
fein , b f). mag fit i^rer ganjen Slu^be^nung nadb in ^iner unb ber^ 
felben @bene ober in t)erfd(iiebenen (Sbenen liegen , a(d 9ii(^tungd(inie 
betrachtet werben fann, fo gibt ed unjä^Iig oiele t)erfc^iebene c^Itn^ 
brifcbe gläcben, bie aber ba6 gemeinfame d^arafteri^ifd^e SRerfmal 
beft^en, baf fit t>on jeber iniö) bie 9Ire gelegten @bene in geraben 
jur 2lre paxaMtn Sinien gefcbnitten toerben, ba jeber folc^e !Di;r(^^ 
fcbnitt ald eine befiimmte ^ofition ber ©rjeugung^Iinic anjufelgiett ifi. 
3ebe fotd&e 2)urc^fcbnitt«Iinie nennt man eine Seite ber S^linberflät^e. 

3) 3fi bie SMc^tung^linie eine Äreiölinie, fo entfielt bie befon^ 
bere cijlinDrifcl^e ^l&dtft, n>eldbe aßein in bad ©ebiet ber Slementar^ 
©eometrie gel^ort. 2>enfen toir un6 biefe befonbere ci^ttnbrifcbe ^l&dft 
burdb i^^i @benen, bie parallel jur (Sbene ber 9ii(^tung6Iinie fiiib, 
begrenjt, fo erhalten mir einen "ooÜxq abgefd(iloffenen 9iaum, ben tt>ix 
einen S^linber — eine SBatje ober eine Säule — im engem 
Sinne Reifen, unb ben loir immer ))erftanben miffen tooUtn, n>enn in 
ber Solge oom S^finber fcb(ed{ittt)eg bie JRebe ifi. 

!Dle frumrae ©eitenflat^c biefed ß^linber« nennt man bie 3Ran* 
telfläd^e ober f(ble($tn)eg ben 9Rantel bed S^^linberd, unb jiene 
jtoei ^)arallelen Sbenen, oom SRantel oöllig begrenjt, bie beiben pa^ 
rallelen ®runbflädben. 3>er Slbfianb ber beiben ®runbfl&d(iett 
^eift bie ^ö^e bed (S^linberd. 

6« ifi Har, baf bie c^linbrifd^e glätte in eine ebene glid^e fiber^ 
ge^e, wenn bie 9lid{>tungdlinie eine ®erabe ifi. 

4) 2lu« bem bereit« ®efagten er^ettt oon felbfi, baf bie £)ber# 
fliege be« S^linbere t)on icber burcb bie 2lre unb oou jeber burd^ eine 
Seite gelegten (Sbene in einem ^aralletogramme gefd^nitten n>erbe. 
Denn bie frumme gl&c^e toirb in }n>ei ®eraben gef^nitten, toelc^e 
iJaraßel aur 9(xt, alfo audb unter ftd^ paxaUtl flnb, unb »eil biefe 
parallelen att>ifd^^n j)arallelen ©benen liegen, fo finb fie auc^ einanber 
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ftWd^i , mttl^ ntöffe» ait(9 Me 3>ttrd&f(^ttftt«nTtiett bcr fd^ne fbenben 
(Svenen mit ben beiben !|)araaelen ©nmb^äe^ien fe(bf} eitianber gleid^ 
ttttb ))ataac( fein, folglid^ ifl bet @d(init't ein ^atanelogramm. 

5) SUfo finb bie (Seiten bed (S^Hnbetd gleich unb )>ataOel mit 
ber 8ljce, unb bie beiben ©runbfldc^en jlnb jtt)ei ^)araKeIe unb fon^ 
fltuente Jhei«fl&c^en j bie bnrc^ bie SWittelpnnfte {euer Äteife ge^enbe 
@etabe fann alt bie Slre be6 ßi^Hnberd angefe^en merben. 

6) SBitb bemnac^ ein 6i^linber bnrd^ eine (Sbene )>araDe( snt 
öaP« gefdbnitten, fo ifi ber ©dEinitt not^tpenbig ein Äreiö, ber mit 
ber ®mnbfl&d(>e longment i^. 3fl aber bie fd(;neibenDe Sbene Weber 
jnr ®mnb^&(^e noc^ jur Slre bed @)^(inberd !paraUeI, fp iß il^r 3)urdb^ 
f($nitt mit ber ct^Iinbrifd^en %{h<S)t eine frumme Sinie, n>eld^e t)on ber 
Äreidlinie t>erfd&ieben ifr 

7) ©te^t bie 8lre fenfred^^ ««f ^tx ©mubpSd^e, fo ^eift ber 
©^linber felbji fenfrec^t ober gerabe, im entgegengefeftten gatte 
aber fd^ief, unb bie Slre be« geraben S^linberd ifi augfeic^ bie ^5l^e* 

3ft enblid^ bie 2lre be« geraben ©^linber« bem iturd^meffer ber 
®mnb^d^e gleidb, fo n)irb ber (S^Iinber gleid^feitig genannt 

8) S3ei jebem geraben ©^Hnber ifi bemnad^ bie Seite unb bie 
^il)t ber SlUe gleid^j benn ed finb ^er^enbife( gtoifd^en )>araae(en 
Sbenen. 

(Snblid^ finb alle fenfred^t auf bie Saftd geführten @d^nitte 9ted^t# 
ede, bie |)araUe( jur 9Ire finb. 

9) ©(^neibet eine gur äre ^jarattele Sbene ben ß^Iinber, fo »irb 
biefer in jtt)et Steife get^eilt^ bereu ieber t\vi ci^Hnbrifd&er 9i^ 
fd(initt genannt toirb. 

©dfmeiben fldj jvoef Ebenen in ber Slre be« Si^Iinberd, fo ^eifit 
ber )n)if(bcn jenen )n)ei ^afbbegrenjten (Sbenen Hegenbe %^t)X ber SGBalje 
ein c^Hnbrifd^er «indfd^initt* 

10) ^m Um fld^ bemnadb ben ©^linber aud^ baburd^ erjeugt 
l>orfleBen, bo^ eine ihei^pddffe ^d& fo bett^egt, ta^ fle mit ber ur^ 
fisrunglid^eft $o{{tion flete ^aralTel bleibt, unb i^r .Zentrum bie ftre 
nie Derlaf t. 

11) 3)en fenfred^ten ß^Iinber Um man ftd^ enblid^ bntd^ bie 
Umbrej^ung eined SRec^tedö ma eine feiner ©eiten, bie eine unt>erini» 
beröd^e 8age behält, erjeugt beuten, unb bann ^eift biefe flre ®erabe 
bie Umbre^ungÄare, ober 9lotation«are. Die mit ber 9fto^ 
tationdare ^)araBele ©eite be« erjeugenben Üted^ted« befdjfreibt bann 
bie 9RanteiP(be be6 S^linberd, unb bk beiben anbem !|)arafle(en ©ei^ 
ten bed äied^tedd befc^reiben bie beiben fre{6f5rmigen auf bie Site ftn& 
redeten Sl&d^en. 

12) Sie^t mon bnrdj einen beliebigen 5Punft M ber $erii>^erte 
ber @runbfl&d^e bie 2:angente MT, unb legt butd^ biefe unb bie burd^ 
ben Setä^rung6!|)unft M ge^enbe ©eite MN eine dbene^ fo l^at biefe 
ebene mit bem SKantel M (^^(inberd nur bie ®erabe MN gemein^ 



ic^aftlid^, nab toixb be^^alb etne Sera l^cnngd ebene ober eine 
tangirenbe dbene bet o^Iinbrifc^en %l&äft genannt 

S* 208. 

&ttl&mnatn. l) 93en>egt f{d^ eine nnbegrenjte ®erabe im 
Stanme fo, baf ^e ßetö bnrd^ einen firen $nnft nnb bnrd^ bie anf 
eittonber folgenben $mifte itgenb einer im 9tanme gegebenen ^rot 
V¥i f^ befd^reibt fie eine ttnmmt Stäche, ml^e man eine fonifd^e 
— fegelfärmige — glAdfie nennt. 

3fne ben>eati(l^e ®erabe ^eift bie (Srjengnngdlinie ober be^^ 
[(^teibenbe ginie (G^nerairice) , jene Stm^t bie 9lidb*ung6^ 
ilttie, iittb jener pre ?ßnnft ber ©(^eitel — bie ©pi^e — ber 
flegelflAd^e. 

2) (Sd gibt olfo nnenblid^ "oieU t)erfd^iebene ^egelfläd^en , toeil 
ed tntenblid^ "oltU Sticbtnngdlinien gibt^ aber aQe fonifc^en ^läd(ien 
(abtn bai d^arafterifhfc^e ^erhnai gemein^ baf jie t)on jeber, bnrdb 
ben @(te{tel nnb einen beliebigen $unft ber Stid^tungdiinie gelegten 
ebene in geraben Sinien gefcbnitten koerben^ benn jeber folc^e Surd^«' 
ft^nitt ifi eine beßimmte ^ofition ber (Srjeugungdlinie. !I)iefe ^nxdt^ 
fcbnittdlinien Reifen bie Seiten ber Aegelfl&d^e. 

3) !Da n)tr nnd bie befd^reibenbe Sinie über ben ©d^eitel ^inand 
o^ne @nbe )>er(&ngert benfen fonnen^ fo ifl fiar, baf btefelbe iebedmal 
))oei am ©d^eitel entgegengefe^te fonifd^e ^l&d^en befd^reibe. 

4) 3P bie Slic^tungdlinie eine Äreidlinie, fo ifl biefe befonbere 
ffegelfldd^e biejenige, woeld^e in baö ©ebiet ber (Slementar^Seometrie 
gehört, nnb bie mit ber @bene jener ^ei^Unie einen 9iaum ^DoQig be^ 
grenjt, n>e(d^e man einen Aege( jn nennen ))flegt. 

3ji bie 9iid&tung«linie eine ©erabe, fo ge|t bie fonif^e gläd^e 
in eine ebene gl&d^e über. 

!Die fottifc^e glÄc^e toirb in biefem gatte toieber bie 9JlanteI^ 
flÄdbe ober ber SWantel beö ÄegeW genannt, jene iheiöflad^e aber 
bie (Brunbfläcbe. 3)ie ®erabe, woelc^e bie ®^)ifte mit bem6etttmm 
ber ©runb^iäd^e V)erbittbet, ^eift 21 re, nnb baö aud ber @j)ifte auf 
bie ®mnb^&dbe gef&Ote Sotl^ , bie ^ o ^ e bed J(egeI6. 

5) 2)er Äegel ^eift gerabe — fenfrec^t — ober fd^ief, 
je nad&bem bie 8lre fenfred^t ober fd^ief auf ber ©nmbfläd&e auffielt. 
3fl bie Seite beö geraben Äegelö bem SDurd^meffer ber ©runbftä^^e 
gleich, fo ^eift ber Äegel gleid^feitig. 

6) SBirb ein Äegel burd^ eine ßbene paxaUel jur ©runbfläd&e 
gefd^nitten, fo ^eift ber ^wifd^en ben beiben jjaraUelen ©ruubfläc^en 
enthaltene JEl^eil be« Äegelö ein abgefiuftter — abgefürjter — 
jfegel, ober S^runfud. 

7) Sebe ebene, tt)eld&e burc^ eine Se^ne ber Sajid unb burd^ 
bie @^)i$e gelegt toirb, t^eilt ben Äegel in jmei Steile, bereu jeber 
ein Äegelabfd(>nitt — Äegelfegment — genannt tt>lxi. 

ea(omon'9 (Sttm. (»ecm, 4. STuff. ^^ 
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QäimxVtn {td^ jmd Sbene» in bet ftre bed Ste^tli, fo l^ei^it ber jtDifd^ l 
xf)mn entf)aUmt %f^til M SttQM einifegelait6fd^nitt , 

8) ^itfft man in bn Sbene bet ®runt)fl&d^e buxäf einen bette« V 
bigen 0unft M bet ^erip^erie eine 5£angente M T inm Stxd\e, wxb m^ [ 
binbet ben SSeru^tnngdpunft M mit bet @))i$e S bed Aegeld, fo fol , 
bte bnrdEi ben Sßinfel S M T geregte @bene mit bet SRontelfiadbe m 
bie ®etabe S M gemeinfd^aftnd^, unb n)itb bef^alb eine Setul^tnngf^ 
ebene obet tangitenbe @bene bet fonifd^en ^laä}t genannt. 

9) Wlan Tann jtc^ bemnac^ ben getaben Aegel babntd^ entfUfml 
benfen , ba^ jtc^ ein te^ttDtnfligeö 3)teied nm eine bet beiben Äat^eta , 
a(d Site bemegt; too bann bie ^^^ot^ennfe benSRantel unb bte avbm 
Äati^ete bie auf bie Site fenftec^^te ©tunbflÄc^e befd(>teibt. 

(Sben fo fonnen toit und einen abgefhijten fenftec^ten Äegel ta* 
butdb entfielen benfen , baf flc^ ein 3;ta^)ej , bei loelc^em eine to 
font)etgitenbett Seiten fenfted{>t auf bie beiben pataBelen Seiten Pe§t, i 
um biefe fenftec^te ©eite ald Site bewoegt j bann befd^teibt bie anbete ; 
ttidi^t )fataütU Seite ben SRantel , unb bie beiben paxaUekn Seiten i 
befd^teiben bie auf bie Site fenftec^ten paxaMen ©tunbfladben. ; 

10) Setoegt jid^ ein fpi^winflige« 2)teie(f um eine feinet Seite» 
obet ein flumjjftoinfliged 2)teiedf um bie bem fium))fen SBinfel gegeiM 
übet liegenbe Seite ald Site, fo befd^teibt Jebe bet beiben anbetn Sefc 
ten a unb b eine fonifd^e glac^e , n)eldbe jid^ in bem t)om Sd^eitel M 
SaSinfelö (a, b) befd&tiebenen Steife k butc^fd^neiben. 3)et oon befc 
ben fonif(|en gfäd^en begtenjte Äot^et ifl bemnad^ bie Summe jwelet 
fenfted^ten Äegel, ttoeld^e jene Äteiöfläd^e jut gemeinfd^aftlic^en 8afi6 
^aben. 

Sett)egt jid^ abet ein fium<)fh)inHigeö 2)teie(f ABC um ben 
einen Sc^jenfel c beö fiumpfen SQSinfelö A aW Site, fo befc^teiben bie 
Seiten a unb b jtt)at aud& fonifd^e Stächen, ml^t jid^ in bem »oin 
Sd{>eitel C befd^tiebenen Steife butd^fc^neiben , aHein bet t>on ibnen 
gebilbete Roxpex ifi Die Diffetenj jwoeiet getaben Äegel, beten gemein* 
fc^aftlid^e »afl« bie (Sbene feneö Äteifeö ift 

11) 3ebe butd^ bie Site eine« getaben ÄegeW gelegte @6ene 
fd^neibet ben SWantel in jwei ©etaben, bie mit bet iDutc^f^nittdlinie 
in bet ©tunbflad^e ein gleid^fd^euHigeö 2)teie(f bilben, tt>et(^e6 bem 
bo^Jjelteu (Stjeugungöbteiede gleich ifi. 

@nbtid^ ifi jebet butd^ bie Site eineö gleid^feitigen ÄegeW gefü^tte 
Sd^nitt ein gleic^feitiged 2)teiecf. 

3ebe anbete Sbene, njetd^e toebet butdb bie Site nodb butdb bie 
S<)i^e bed Äegeld ge^t, fd^neibet bie fonifc^e gldd^e in einet ^t»e. 

8. 209. 

®ttl&tün^^ Semegt fid^ ein ^albed tegutclted ^ot^gon um 
bie ©etabe, woeld^ie bad ?|8ol9gon ^afbitt, fo entfielt ein ^ox^ßtx, 
toeldl^en tt)it S^)^&toib nennen tooHen. 3)ie ©etabe, nm woeldje fl(^ 
ba^ f)albe ^ßol^gon bewegt, ^eift Site beö Sj)^itoibed, bie @nb^ 
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t>nitlte bet ^tt nrant man $oU. tDie Seftnt bce $p%on0 U* 
fc^refttn toä^reuti btx Umbre^unfl ble ÜRantdfläfJfn fenftfi^ttt Äejtt, 
nbgefhifttrt fteflel, un& (im« fenlred&ten Gijltiiber«. 3ft bU 2(njfl^l ber 
©eitrn 6(8 ^ßcl^gona, bt^ea efnt ^älfte fii$ um bie 8Irf btf^t, eine 
nngrmb gnabt d<i^{, fo läuft not^tvenbig eine €eite iti ^oC^gon« 
^saraKef mit ber Umbte^nngSare, tft aber jene ©eitenja^f gerab ge* 
rabe , fo t|) feine ®ette parallel jui Umbre^ungäare. 3m erflem gaUe 
befielt blc Cbtx^äd}t iti trjeugten Bpfjiroibti anß lauter [onif^en 
g{äi$en unb einer c^Einbrtfc&en %llifi)t, im anbem %aUt aber n» 
au« (onifd)en glft($nt. 3fi aber jene Settenanja^I nngerabe, fo be» 
iwegt ft(^ eine ^albe ^Pol^gonfelte mit, nnb bann lönft feine Seite be« 
^ol^gona mit ber Umbre^ungöare paraDd; bie ac()fe aber ift bonn 
feiifret^t auf eine ^ßol^gonfeitc , nnb bie Dberflät^e be« erjeagten ©l)^Ä* 
reibe« befielt on« einer ftreieflöd^e unb lantec Ionif(^en glöd&en. 

$. 210. 
&ttlävunntn' 1) 3>ieÄngeI f^ berienlge georaftrlfd&e ftör-' 
pn, bet öon einer einjigen frummen OberflÄcJe begrenjt wirb, unb 
bereu !JJunfte aüe öou einem InnErijalti be« eingef^Ioffeneu Waame« 
liefienben *Puttfte glei* Weit abfielen. 3ener 5ßunft ^ei^t Zentrum 
ber Änget, unb jebe um aHiHeH)unfte ju irgenb einem ^anfie bet 
Oberfläche gejogene ©erabe ^eigt Äugelgalbmeffer. 3Me getabr 
ginie, wel*e jmei *ßunfte ber ftugeloberfläi^e Dfrbinbet, unb bnrdb 
ba« Sentram ge^t, ijti^t Siigelbat $meffer. 

2) 8Iu9 biefer erflärnng folgt atfo, ba^ aOe ^albmeffet nnb 
atte 2)urc6mef[er bet ffiigtl einanber gleic^ feien, nnb baf ieber Snrt^^ 
meffer gleiti bem boppelten ^nlbraejfer fei. 

175. 3) STOan rann fit* bie fta* 

gel baburi^ entße^en benfen, 
ba^ fi* ein ^albftei« ACB 
(Sig. 175) nm beu S)ur*mef' 
fec AB bewegt 3)i(fet 5)«r*s 
meffer ^ei^t bann Um b res 
^ung«are, anb ber ^alb* 
frei« ACB ber generttenb* 
^albfrei«. gr^ält ber ge^ 
nerirenbe ^albfreifl eine fenf' 
reifte SRfi^tung auf bie urfprÜngf 
Ii((e Sage, fD ^at man ben sier? 
ten 3:^eil ber ffugel, unb wenn 
er wi^rtub ber 93ewegung wies 
ber in bie urf))rüngli(&e @bene 
ACB fümmt, wetni alfo btr 
*(JubB C in D faat, fo ift bie ^albfngel (^emlfpHrO «jeugt. 
Wan fann fic^ bie ^albfngel aber anä) babnn^ eatfle^tn benfen, ba0 
fi(^ bei Dnabrant A C um ben •^albmeffet A fo lange bewegt, bi« 

14* 
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er in bie urf))rüitg(id^e Sage jurAcffontntt; mithin eine ganje Umbrel^ung 
t>oßenbet 

4) 3tt>ei Itiifleln, mlä)t l>enfe(ben 9»itte(^)nnft ^aben, ^eipen 
concentrifcfie Äugeln; Äugeln aber, mi^t tjerfd^iebene Cenira 
^aben, Reifen ercentrifd^. Äugeln üou gleichen SRaMen ober gfeid&en 
2)ur(^ntefl[em finb fongruent, unb Äugeln "oon ungleichen ^albmejfern 
finb felbft nngleic^. 

SBenn jn>ei Äugeln einen a;^eil beö aSoIumenö genteinfti^aftlid^ 
^aben, [o fagt man, bie Äugeln [d^neiben [x^, unb bie Oberflac^fen 
jweier fic^ [d^neibenben Äugeln l^aben eine Äurt)e gemeinfc^oftlidb. ^aben 
i^ei Äugeipäc^en nur einen einzigen $unft genteinfc^aftlid^ , fo fagt 
man, bie beiben Äugeln berühren jic^. 

5) Dre^t fxd) ber Ärei6au6[^nitt AOH um ben ^atbmeffer 
AO, fo f)ei^t ber baburd^ befc^riebene Äör^jer Äugelauöfd^nitt 
(Äugelfeftor). 2)ie r>on bem Sogen AH tt)a^renb biefer 93ett>e^ 
gung befc^riebene Dberfläie, bie a(fo ein a;^eil ber Äugeloberfläd^e 
iji, §ei^t Kalotte ber Äugel (Äugelmufte) — 3)ie Dbcrpad^e 
eineö Äugelfettorö befielt bemnad^ an^ einer fonifd^en glad^e unb einer 
Äugelntu^e. 

6) 2)re^t fid^ ber ^albe Äreiöabfd&nitt AHI um ben 3;^eil AI 
beö ^albmejferö AO, fo entfte^t ein Äör^jer, ben man Angela b^ 
fd^nitt (Äugelfegment) nennt 3)ie Dber^ad^e eineö Äugelab^ 
fdjinitteö befielet bal^er an^ einer Äreiöftäd^e, ml^t üon ber l^alben, 
auf bie JRotationöare AI fenfredjjten ®e^ne Hl befd^rieben n)irb, unb 
ber t)om Sogen AH befd^riebenen Äugelmü^e. 

93en)egt flcb ba6 Zxapn HILK um bie ^ö§e IL, fo ^eißt 
t^a^ babur(^ befd^riebene Äugelfegment Äugeljone ober Äugele 
fd&id^te, unb ber r>om Sogen KH befdjjriebene 3;§eil ber Äugelober^ 
fläche ^eift 3one ber Äugeloberfläd&e , ober anä) furj ^one. 

7) 2lu6 bem bereite ©efagten erhellt, baß bie Orbinaten HI, 
KL unb CO ipa^reub ber ^Rotation be6 ^albfreifeö AGB um bie 
2lre Aß Äreife befd^reiben, bie fenfrec^t auf ber Slre AB fiej^en, unb 
bereu SJRittelpunfte in ber 2lre AB liegen, 

(Sd ifi alfo n)o^l auc^ einleud^tenb , bap , menn bie Äugel burd^ 
eine Sbene gef($nitten wirb, ber 2)urcbfc^nitt jebeömal ein Äreiö fein 
müjfe, beffen SWittelpunft ber gußpunft beö, au6 bem Zentrum ber 
Äugel auf bie fd^neibenbe @bene gefällten ?Per^enbiteW ifi. 

8) 2)a ber ^albmeffer CO bie gröfte Drbinate im ^albfreife 
ACB ifi, alfo CO>KL, fo ip Har, ba^ ber inxcf) baö Zentrum 
geful^rte Schnitt ber größte fei. 5Kan nennt bal^er jeben Äreiö 
cot), beffen 5!RUtelpunft im Sentrum ber Äugel liegt, beffen ^alb^ 
meffer bemnadb bem Äugelrabiu6 gleich ifi, einen größten Äreiö, 
bisweilen aud& SÄeribian, unb jeben anbern ©d^nitt, ber nidbt 
burd^ ben ÜRittel^unft ber Äugel ge^t, einen fltinern Äreiö ober 
einen ©e^nenfreiö. 

Q. ^ft \T j^ AB, berührt fie alfo ben ^albfreiö AGB im 
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Qnibpmifte A, fo befc^retfrt bie !£atti)ente AT tuä^reiib Der 9{otattou 
kee ^afbfreifed AGB eine auf Die 9tre A \i In intern (Sabpuiifte [enf^ 
n^tt @6ene, welche eine betu^renbe — tattcjiteube — (Sbene 

Eiannt wirb* — !X>ie betü^teube (Sbene f)at al\o mit bct ytugelober^ 
(^e nnr ben einjigen $unft A — ben SBeru^iungdpunf t — 
gemeitt, meil ade i^re übrigen fünfte weiter Dom ^üRitteipunftc C bct 
Sngel entfernt flnb, a(d ber $nnft A. 

10) @tel^t ber 3)urd^me{fer AB fenfred^t auf bem größten jfrcife 
COD, fo Pub aOe ^ßunfte biefer gtogten Ärcidlinie C, M, 0, D, P, . . . 
Mtt ben Snbpunften A unb B bed ftuge(burc^meffer6 AB gleich weit 
entfernt (%. 175, I), unb man nennt ba^er bie Snbpuufte A nnb ß 
bed !I>ttrd^mefferd A B bie $ o ( e bed auf i^m fenfre^t ße^enben größten 
Jhfife« CQD. 

11) ©c^neiben flc^ brei gröpte Äugettreife ADB, CPD unb 
E P F j fo 9ei|it ber t)on ben brei ^o^eii D P, D P unb F P jener gröpten 
Are Ife begrenjte X^eil D F P ber ÄugeJoberfläcbe ein f p ^ a r i f cb e ö 
©reietf. !Die Äreiebogen DF, DP unb FP beipen bie ©eiten 
bed fp^&rtfd^en 3)reiedd; unb ber 9leigungdn)in!el ber @beneu t)on j[e 
jmeien Seiten toirb ein fp^arifd^er SBintel genannt. — 3)er 
{^^&r{f($e 93infel A^ gebiibet t)on ben beiben gröf ten ^albfreifen AGB 
nnb AM 8, ift alfo ibentifd^ mit bem 9BlnfeI TAt, ben bie beiben 
Xangenten A T unb A t jener jwei ^albfreife mit einanber bilben. 

12) ©n t)on melgir ald brei Sogen größter Äreife begrenjter 
3^eU ber ftugeloberfläd^e wirb ein fpl^Arifcbeö SSielerf genannt. 

13) 3)er jwifc^en gwei größten ^albfreifen entbaltene a;i^eil ber 
ffugel IJeißt feilförmiger Äugelauöfcbnitt. 2)ie beiben ^alb^- 
freife Reißen feine Seitenfiftcben, unb ber 2)urcbmeffer^ in welchem 
f{(b beibe fcbneiben, wirb 9iu den genannt, ober ancf) bie ftante bed 
feilförmigen ftugelauöfcbnitteö. 3)ie frumme Dberftäcbe eineö folcben 
ßngelaudfcbnitted nennen bie ^ranjofen fuseau« 

14) (Srrid^tet man im Snb^junfte A beö 2)urcbmeffer6 AB, in 
loeld^em fld& gwei größte ^albfreife AGB unb AMB fd^neiben, in 
ben beiben Sbenen bie Sangenten AT unb Ai, fo ifl ber t)on il^uen 
gebilbete ebene SBinfet TAt = MOG ber 9?eigungdwinfel ber beiben 
Ebenen. 3Ran fie^t l^ierauö, baß fowo^l bie @röße beö feilförmigen 
8tt6fc^nitted , fo wie bie @röße feiner frummen Dberfldc^e t)on ber 
®röße be« SBinfelö TAI abbange, unb baß ftd^ ber förperlicbe 3ttbalt 
eine« fold&en Äugeiandfcbnitteö jum 3ul^alte ber ganjen Äugel »erhalte, 
W)ie ber SBlnf el T A I ju 4R. Daefelbc 3Jer§altniß t)i\t aucb bie frumme 
Oberp&d^e beö feilförmigen 2lu^fcbnitteö jur ganjen Äugeloberftacbe» 
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A) Slllgetndtte ^tgetifd^aftett btt ecf igen &6tpet* 

8. 211. 

Sel^tfa^. 3n iebent ftör))er ifl Me Slti}al^l bet Settenlmien [ 
ober Äantctt nur ^alb [o grop , ald Me Slnja^l bcr Selten ober ebene« " 
äBinfel, mli)t bie @eitenflad(ien ^r fid^ genommen )ufammen j^aben. 

fBelneid* 3)te Dberflad&e eined ecfigen ^or))erd mag au6 nod^ . 
fo t)ielen ebenen gignren befielen , unb biefe mögen alle t>on berfelben \ 
ober t>on »erfd^iebener Slrt [ein, fo ^aben je jtoei (Sbenen immer eine '; 
Seite gemein, unb bemnac^> f)at jeber etfige Äor^er nur Igialb fo üicle ' 
Äanten, aW bie ©eitenpSd^en für jlc^ betradjltet Seiten f^aim, unb 
ba iebe6 ^ol^gon t)on n Seiten aud^ n Sinfel f^at, fo entl^&lt auc^ 
ieber edEige Äörper nur ^alb fo t)iele Äanten, aW ebene SQBinfel. 

Sejeid^net man bemnac^ bie Slnja^t aller ©renj^c^en mit S, 
bie ?lnja^l aller Seiten, bie alle biefe (Sbenen für ftc^ betradbtet ju* 
fammen ^aben, mit <y; bie Slnja^l aller ebenen SGBinlel mit W , unb 
bie ?lnjai^l aller Äanten mit K, fo folgt allgemein ^ = W = 2K, 
ober K = i <y = I W. 

Sufa^ 1- 2>a K immer eine ganje 3alg|l, alfo 2K immer 

eine gerabe ßa^l ifi , fo muffen bie ebenen SSinfet , welche flc^ auf bet 

Dberpäd^e eine« etfigen Äör^perd beftnben, immer in geraber änga^l 

w 
tjorlgianben fein , mü « ~ ^ ^*^^ 9^"J^ 3ö^I f«te muf . 

3ufa# 2- "§at bemnad^ jebe ber Seitenpad^en für fidb betradb> 
Ui eine ungerabe Seitenanja^l , fo muf not^n)enbig S eine gerabe 3<il§ll 
fein» 3)enn toäre S eine ungerabe Saf)l, fo mußte bann \)ermöge ber 
aSorauöfeftung (?llg. $. 61, 5), folglid^ aud^ W eine ungerabe ßaf)l 
fein , tt)a« abfurb ifl (3ttfö6 D- 

3ufa^ 3* ^aben bie einen Sixpex begrenjenben @benen t^eild 
eine ger»ibe, tl^eil« eine ungerabe Seitenan jabl , fo muffen bie @renj^ 
Päd^en ber lefttern ?lrt in geraber Slnjal^l t)orl^anben fein. 3)enn bie 
@ren)p&d^en ber erßen 3lrt mögen in geraber ober in ungeraber Slnja^l 
t)or^anben fein, fo ifl bie gange Slnjal^l il^rer Seiten immer eine gerabe 
3al^l (?llg. 8. 61 , 4 unb 6), ml^e toix burd^ 2 n begeid^nen »ollen» 
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B&teii tum bie 6eitettflid^fit mit einet ungeraben @etietiatija^( in nn* 
Mcabet fb^aifl ))0Y9aitl)eii , fo to&te auc^ Me ganje 9ttt}a^( tl^rer 
€eUeii eitte tmqttaht da§(/ ). S. a 2in + 1, unb bemnacll; m&te 
< = 2n + 2in + 1 =« 2K, alfo K =. n + m + 4, »ad ab^ 
ivrb iß (Snfaft i). 

S. 212. 

3>a bie einen ftörpet begrenjenben Ebenen entmeber 3)teie(fe 
«ber mel^rfeitige Stgoren flnb, [o ifl, menn mir bie SBejeid^nung tpie im 
wrigen 5ßaraaraplJ beibeljalten, W = 3S, ober W > 3S, alfo ent^^ 
mber S = 1 W, ober S < |W. «lifo ifi bie «ttsa^l atter auf ber 
£)berpäc^e eined edigen Stoxptx^ befinblid^en ebenen ^infel toentgflend 
^ei Vtal fo grof , a(d bie 9tn}a^( ber ©eitenebenen. 

3ltfa<». 3)a W = 2K = <y (8. 211), fo ifi au(* 

ober 2K > 3S, 





2K = 3S, 


olf» 






K = |S, 


ba^ an/fy 


^ r 




S = |K, 






obet K > fSj 

ober S < |K, 

ö aa 3S, ober <J > SS, 

S = |ö, ober S < iö. 



«. 213. 
3>a jttc SUbung einer {5rper{ic$ett (Sde wenigfleud brei ebene 
Sinfel erforberlld^ finb , fo i% wenn man bie ^maffl aller .Sden eined 
£ör)>ec0 mit E bejetd^^net, anb bie bisherigen :8e)ei(^ttnngen beibe^^ 
IjUt, offenbar W = 3E, ober W > 3E. g« ^at bemna(* jeber 
ecfige j^örper wettigßenS brei 9RaI fo »ie( ebene äSinfei al& (Scfen. 
!l>a alfo 

W = 3E, ober W > 3E, 

foip 

E = |W, ober E < JW. 
S*tfa<»- Da W = tf = 2K, fo ifi auc^ 

A) ö = 3E, ober ff > 3E, unb 
E =5 |o, ober E < jo. 

B) 2K == 3E, ober 2K > 3E, b. i. 

K == |E, ober K > |E, 
E = |K, ober E < |K. 

«. 214. 

£e^vfa$. 33ei jebem erfigen Stöxpet i|i bie önja^l ber Tanten 
um )wei (Sinl^eiten Heiner aie bie Slnaa^l ber @eitenpiäd^en nnb bie 
@(fen jnfammengenommen. 
S^ettteid. I. 9Benn ttm bie eine Utpnmt (Sde bilbenben 



* tl 
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(Sbenen bnrd^ eine nene ßbene fd^neitet, fo n>ivb eitt Siaum D^Oig ic» 
greti)t, folalid^ entßebt ein ftorpet, toeld^en n>it (f. 206) ip^rantitfJ. 
nennen. Sufo flnb n)en{gflen6 t)iet Sbenen nit^tg , mn eitttn 9ta«i ; ^ 
jn begrenjen^ ober einen geometrifd^en ^htptt p bilbfn. ^ j; 

IL !Da nun iebe ^^ramibe fo xAtU Seitenebenen mit) fo MUk - 
auffie^enbe Tanten ^at , wie t)ie(e Seiten bie ®mnbfl&d^e f^ai (f. 206X 
fo foigt ^ieraud nad^ unfeter Sejeid^nnng^art , tt)enn bie 9afi6 ber' 
^^rantibe n (Seiten Igiat: 
1) S = n + 1; 2) <y = 4n} 3) K = 2n; 4) W = 4n} 

unb 5) E = n + 1. 
hieran« folgt nun, baf 

S = E = n + 1^ nnb alfo 

S + E = 2n + 2, nnb toeil K = 2n, 

S + E = fe + 2, folglich 

K= S +.E — 2, 
b. ^. bei einer jieben 5ßv^^"^i'^^ ^P ^'^ ?lnja^I ber begrenjenben @be 
nen unb bie Slnja^I ber (Sden jnfammenflenommen nm jwei grofet '^ 
alö bie Stejal^l ber Äanten. 1 

IIL ^an beufe fid& nun j^vei ^ß^ramiben^ bie eine breifeitigc '^ 
©eitenfldd^c gleicb unb al^nlid^ ^aben, nnb lege biefelben mit ber fon* i 
gmenten ©eitenfladbe über einanber, fo gelten hierbei gtoei Seiten^ ] 
flläöben, brei Srfeu unb brei ©eitenlinien »erloren, töobei tt)ir jeboi^ ^ 
»oraudfe^en, \)a^ nad^ biefer Swfamntenfeftung bie ©runbfladbcn befc 
ber $^ramlben nic^t in einer unb berfelben Sbene liegen^ »eil In bif^ 
fem Sade t)ier Tanten t)erIoren ge^en n>ürben. Sejeid^nen tt)ir mm 
bie ?lnja^l ber ©eitenftad^en , ber (Scfen unb l^anten mit »^ c unb k 
bei ber erfien ^ß^ramibe, bei ber jweiten aber mit s', e' unb k', unti 
bei bem neuen gufammengefet^ten Aor))er mit S, E nnb K, fo erj^anm 
toir bem ©efagten ju ^olge nad^|ielg|enbe ©leic^ungen: 

1) S = 8 + s' — 2; 

2) E = e + e' — 3} unb 

3) K = k + k' 3. ' 

9»un aber ifl (nadb II) 

k = s + e — 2^ unb k' = s' + e' — 2, bemnad^ 
k + k' = 8 + e — 2 + s' + e' — 2, ober 
k + k' == (8 + 8' — 2) + e + e' — 2. 

3)iefett Sffiert^ in bie ^(eid^ung 3) gefegt , erlgiSlt man 

K = (s + s' — 2) + e -f- e' — 2 — 3, ober 
K = (s + s' — 2) + (e + e' — 3) — 2, unb loeil 
8 + s' — 2 = S . . . (1), unb 
e+ e' — 3= E. . . (2)j 

fo ip bnrd^ ©ubfiitution 

K = S + E — 2. 

Sllfo ijl aud^ bei biefem i^ufammengefeftten Äorper P bie ?lnjal^l ber 

©reniPÄd^en unb bie Slnja^l ber Scfen jufammengenommen ma jtoei 

(Sin^eiten griSfer, a(d bie Slnja^l ber l^anten. 
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IV« 3)ettft man fid^ nun an biefen gttfammengefe^ten Stitptt P 
triebet eine ^i^ramibe t)on ber Sefd^affenl^eit angeftopen, bafi )tt)ei 
breifeitige @ettenflad^en berfelben mit imi @eitenp&d(ien be6 j(6rperd 
P genau gufammenfaKen , fo gelten offenbar bei blefer neuen ^n^attif 
menfe^nng t)iet Stittn^a^tn, »tet @(fen nnb fe(^6 Tanten t^erloven, 
unb baf)tx ift, mnn tt)it bie vorige ^tiü^muQ beibel^atten; beim 
nenen Äorper P' 

a) S = 8 + 8' — 4} b) E = e + e' — 4; uttb c) K = k + k' — 6. 
aber e6 ip 

k = fi 4- e — 2, unb 

k = «'+ e'— 2, alfü 

k -|- k'= 8 + 8' + e + e' — 4, ober 

k + k'= s 4- »' — 4 + <5 + «'/ böi^^f «»4> 

k +k'— 6 = s+s'— 4 + e + e' — 6/ ol>^«^ 
k + k'— 6 =(8 + s' — 4)+(e+ e' — 4) — 2; 

b. i. 

K = S + E — 2- 

3{(fo ifi and^ l^ier ba6 in II unb III ern)iefene ®efe^ nodb git^ig* 

V. 2)urd& bie Snbuftlon (fie^e aig. g. 4, 4) Jaßt jlc^ nun 
erweifen, baß bie gormel K = S + E — 2 für jebe folgenbe 3«* 
fammenfe^ung ; alfo attgemein giltig fei, ba^ bemnacb bei jebem Sbt^ 
per, er mag aM noc^ fo fielen $v^^^^b^^ }ufammengefefrt fein, bie 
Sinja^I ber @rettjf[&d^en unb @(feu {ufammen nm jmei größer fei, aid 
bie ^tnaffl ber Tanten. 3lnn fann man fidb aber leben ecfigen ^otptx 
aud (auter ^^^ramiben )ufammengefe^t benfen, inbem man einen $unft 
innerhalb be6 begrenzten Staumed mit aUen @d(en burcb gerabe Sinien 
t)erbinbet, unb burc^ bie baburc^ gebiibeten SSSinfel (Sbenen legt, aifo 
iji bie gormel K = S -f- E — 2 für jeben erfigen Äörper giltig. 

«. 215- 

Sel^tfa^. Sei jiebem ecfigen ft6r))er ifi bie um fec^d t)ermel^rte 
Slnjal^I ber Tanten immer Heiner, ober l^od^fiend eben fo grof , al6 
bie breifadbe SlnjalJ! ber Seien ober ber ©eitenflacl^en. 

fÖetneid. 3)ettn e« ifi (nac^ §. 212, ^n\ai}) allgemein enttpeber 

K = |S, ober K > |S. 
Stun iß aber (nac^ S* 214) aud^ aQgemein 

K = S + E — 2, alfo S = K — E + 2; 

unb ba^er burc^ @ub{iitution biefer 96ert^e in ben ))origen Sludbrud en : 

K = |(K - E + 2), ober K > |(K - E + 2), 

b. i. 

K = |K — fE + 3, ober K > |K — |E + 3, 
U)oraud entkDeber 

K + 6 =^ 3E, ober K + 6 < 3E gefunben toirb. 
9taä} S* 213, 3nfa^, iÜ aber auc^ aOgemein 

2K = 3E, ober 2K > 3E, 



nttb nxmt man in (tiefen ^ibt&im B = K — 8 + 2 ($. 21' 
feftt, fo fttt)>et man 

2K = 3K — 3S + 6, obet 2K > 3K — 3S + 6, 

t>. {. 

K + 6 «= SS, obet K + 6 < 3S. 

Snfaft 1. £a alfo K + 6 < 3S, »nb 

K + 6 ^ SB; fo tff onc^ 

2CK -i-6)^ 3(S + E), fe 

folglich tntroet T 

K + 6 < S(S + E), 
b. i. ble um 6 »erme^rte Äantenanja^l tfi immer tUinn, aW bie brel*' 
fac^e Sinjal^i bet @ren)fläc$en unb @(fen. 

SBeil 2(K + 6) ^ 3(S + E) unb S + E = K + 2 ifi, f» i 
erhält man butc^ @ubfiitntion 

_2(K + 6)^S(K + 2), 
nnb ^ierau^ fo(gt K ^ 6, b. ^. [ebet ecfige ßör))er ^at loenigfieii»^ 
6 Tanten. 

^ufo^ 2. Sind ben ^udbrAden 

K + 6 ^ SS unb K + 6 < 3E 

folgt a(fo 

S f= |K + 2 nnb E 5- iK + 2. 
@0 ifl ba^er mit 9iü(!ft(^t auf 3ufa& 1 
S 5 if + 2 ^ |.6 + 2 = 4, alfo 8^4, 
unb eben fo erhält man att(^ E > 4; b. ^. jebet edige Sf&xptx ^ot 
wentgfien^ Dter ©eitenfl&^en nnb toenigflend »iet (Srfen. 

K + 6 ^ SS nnb K « S + E — 2 (8. 214, V), 

fo iß and} burd^ @ubfiitution 

S + E — 2 + 6<SS, 

alfo E + 4 ^ 2S, ober E ^ 2S_— 4, 

unb S > I E -h 2, ober S — 2 > |E. 

3ttfa$ 4. 2)a femer 2K > SS («. 212, Snfaft) unb 

K = S + E — 2, alfo 2K = 2S_4- 2E — 4-, 

fo ifi and^ bnrd& ©nbfHtntion 2 S + 2 E — 4 > 3 S, unb hieran« folgt 

S ^ 2E — 4, unb E 5 fS + 2. 
3ufa$ 6 2ltt« ben Sttfäjen 3. unb 4. folgt nun, baß bei 
SBertl^ »on S immer jwifc^en iE + 2unb2E— 4 liege, ber SBert^ 
»on E aber jwifd^en 584-2 nnb 2 S — 4. 

8. 216. 
©inb »on ben brei ®rößen S, K(=iW = ^tf) unb E jwei 
gegeben, fo iß aud^ jlebedmal bie britte burc^ bie ©teic^nng 

K = S-l-E — 2==.AW = iff 
benimmt, unb auö ben bi«^er vorgetragenen ©ä^en folgt nun folgen» 
be« ©d^ema: 
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fo ip bet 
®röfic 


©renken 


3la^ bett 
$aragtapl^ett 


Heinpet 


gröfter 


mett^ 


«) S 


K 


|S 


3S — 6 


212, 215. 


E 


iS + 2 


2S — 4 


215, Sufoft 4. 
215 , Sttfaft 3. 


/J)K 


S 


|K + 2 




215, Sttfaft 2. 
212, Sufa*. 


E 


iK + 2 


215, Sufaft 2. 
213, Snfaft. 


y) E 


S 


iE + 2 


2E 4 


215, 3uf. 3 tt. 4. 


K 


iE 


3E 6 


213, Sttfaft. 
215. 



3jl alfo eine ber obigen ©rö^en gegeben ; fo gibt bfefe Safel bte 
®rfttjen für bte Sffiertl^e ber beiben anbern an, tvobei jebod& jn be:^ 
merfen ifi, ia^, toenn blefe ®renjen 53rüd^e ftnb, immer nnr bie jtt)i^ 
f(^ett benfefben liegenben ganjen ^af)Un genommen werben fonnen, mil 
bie ®r6|ien S, K nnb E immer ganje ^af)kn fein muffen. 

3ufa^ 1. @6 gibt bemnad^ feinen ecftgen Körper mit fteben 
Äatiten. 3)enn tt)äre K = 7 , fo tt)ürbe nad^ unferer Xafet ber SQBert^ 
i>on S jtt)ifd^en | + 2 = \', nnb | . 7 = ^ faOen. 3tt)ifd&en ^ unb 
^ aber Hegt feine ganje iaf)l, alfo gibt eö and^ feinen Sioxpcx mit 
lieben Tanten. 

3ufa^ 2* ^^i^ Körper fann t)on lauter folc^en Figuren eiu^ 
gefd^Ioffen »erben, bie fed&ö ober nocl{> melgirere Seiten §aben. 3)enn 
Ratten alle ©eitenfladj^en bed Äör^erd fed^ö ober mehrere ©elten, fo 
xohxt bie Slnjal^l ber auf ber Dberpad^e bed Äorperö beftnblic^en ebenen 
aBinfel, b. l eö n>axc W = 6S ober W> GS, unb ba W = 2K 
(J. 211); fo tt)are aud^ 2K 6S, ober K 3S, UKld^ed ni($t 
moglid^ ifi, töeil nad^ unferer JEafel («) K immer jtt)ifd^en |S unb 
3 S — 6 tiegt^ 

SQBenn t>emna(i ein ÄJr))er t)on lauter ^ßol^goncn, welche bie^ 
felbe ©eitenanjal^ll bepfeen, begrenjt tt)irb, fo fönnen jene ^oli^gonc 
nur !Dreietfe, aSieredfe ober günferfe fein. 

Sttfa^ 3* ^^ gibt an^ feinen Körper , beffen (Säen f&mmtlid^ 
t)on fec^d ober nod^ mehreren ebenen SBinfetn gebilbet n>ürben. 2)enn 



tt>arf Wff^ber %aU, fo müfte bann W = 6E, otet W > 6E, al 
aud^ K 5" 3E fein, m^ abfurb ifi, inbem 3E — 6 efai aRarii 
für K ifl (y). — ©int) bemnad^i jämmtlic^je @tfcn eined ^ßol^eber« »( 
gleidb )>i^( ebenen SBin!e(n gebKbet, fo fann bie Slnja^l biefet Sanii 
iDhifel einet jieben @(fe ^od^ßend fünf fein. 
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Sel^tfa^. 53ei jebem etflgen Söxptx beträgt bie ©nmme aUcf 
anf bet Dberfl&c^e beffelben befinblid^ien ebenen 993in!e( gerabe )>ier 3R^ 
fo t)iel rechte SBinfel, al6 bie SDifferenj jioifc^en ber änja^I ber Äantei 
nnb ienet bet ©eitenfladden (Sin^eiten enthalt ^ namlidb ed tft, menf 
bie ©nmme attet Äantemvinf et burd& baö ©^mbol 27 W bejeid^net wirb, 
2;W = 4R . (K— S) = 360« (K — S). ' 

S^elnetd. 2)enn man fe^e, bie Dbetflad^^e bed Soxpex^ fei )iff 
fammengefe^t and a 3)teiecfen, b aSietecfen, c günfetfen, d ©e(|* 
erfen, e ©iebenerfen u. f. ».; fo ift 

W = 2K = 3a 4 4b + 5c + 6d + 7.e + _ ., . 
alfo 

4K = 6a + 8b + 10c + 12(1 + 14. e + . . . (A) 
unb S = a + b + c4-d + e + ..., 
alfo 

4S = 4a + 4b 4- 4c + 4d + 4e + . . . (B). 
3iel^t man nnn bie ®Ieici;ung 13 ))oix A ab, fo ftnbet man 
4K— 4S = 4(K — S) = 2a + 4b + 6c + 8d + 10e + ,.. (C). 
Da feinet in jebem SDreierfe bie ©umme bet SBinfel = 2B, 

SBieterfe = 4R, 

günfecfe = 6R, 

©edjjöecfe = SR, 

©iebenerfe = lOR, 

n. f. n).; 
fo ifi bie ©nmme aUtx anf btx Dbetpa(^e beö Äötpet« beftnblidden 
SQBinfel offenbat 

2;Wc=a.2R + b.4R+c.6R + d.8R + e.l0R + ... 

obet 

UW = (2a + 4b + 6c 4- 8d + lOe + . . .) R, 
nnb füt ben etfien gaftot ben ffiett^ an^ bet ©letc^nng (C) gefegt, et^ 
lialt man 

2W == 4(K — S).R = (K — S).360^ 

3uf^^ 1* ©nbflituitt man in biefet ®(eic^nng ben SBettl^ für 
(K — S) aM bet Oleid&nng K = S + E — 2 (§. 214, V)} fo 
^nbet man 

2;W = 4 (E — 2) R = (E — 2) .360^ 
b. f). bie ©umme attet auf bet DbetpSd^e eineö etfigen Äotpet^ beftnb^ 
lldben ebenen SBinfel ift gletc^ 360« = 4 R multi<)licltt mit t>ex um 2 
))etminbetten (Scfenanjal^L 
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3ufa^ 2 SBeif na* 8- 216, Sorm. «), K = |S ein 9HI* 
nimnm ift, affo nie K < fg fein fann, iafftr aaH) nit 

K — S < |S — S, obft nie K — S < iS, 
unt benran* aucj nie (K — S) . 4 R < S . 2 B j fo Ion« , well 
i-W = (K — S) 4R, auc5 nlemnl« 2;W < ^R.S frin. 

SBeit ferner 3S — 6 für K ein 9»flrimum i(i ($. 216, «), fo 
fann nie K > 3S — 6, alfo nu* nie K — S > 2S — 6, unt nie 
(K — S).4R>{2S — 6)4R,t. f. efi fann nie 2;WX2S — 6).4R 
fein, ober e« Ifl nie ZVf > (S— 3).8R. 

aifo lieflt ber ffiert^ für ZSV immer iWifc^nt 2R.S nnb 
8R.(S — 3). 

B) Scfon^er« ®i^eni^Afttn btt ecfigrn Sötpet, nnb 

KennjeiArn für bit®Ui^^eit berfelbeti; tnbli^ bit 

Siegeln ffir bte äSere^nuN]) ifyvet 4)6erfläcben. 

S. 218, 

£e(rfa^. Sei jebem $riflnia ffl ber 3)urcffd&nitt jweler 2)ia» 
gonaifctinitte ben Seiten bti $ri$ina gleich nnb paiaM. 

^emetd- 3)ie ülmgonalft^nitte AI unb BK (gig. 174) ff^Bei« 
ben (i* in ber ©traten LM. a)a nnn BG || AF ($. 205, 3ufa6 3), 
AF Aber in ber ebene AI Hegt, fo ift an* Bfi||p/.Al (j. 179), 
nnb ba^er fft avd bie 3)ur((fc^nltt0ltnie LM ber @6ent BK mit ber 
ebene A 1 parallel jut B G, närnüi) t^ tfi L M H ß G || A F , unb wei[ 
btefe parallelen jtDif(&en (»araSelen @beuen A R D nnb FGI liegen, fo 
rtnb fie auc$ einanber gleit«- m ift alfo LM 4^ AF. 

». 219. 
Se^cfa^. Sirb ein $rfdma »on ))ara(re(en @bmeu gefc^nitten, 
fo ftnb bie babur4> entfle^enben ^guren Fongruenl. 

SetoeJS. (Si werbe ,ba< ^xiima 
AD CG mn ben (»arallelen dbenen ac 
nnb eg (glg. 176) gefd&nttten. 2)a nnn 
ac parallel mtt eg, fo ift eh||ad, 
hg II de, gr||cb (8. 180), alfo aud^ 
S. ehg = SHS. ade, üß, Iigf = SJ. Heb jt, 
3)0 femer h e ü d h |l c g ic, fo ift ait(^ 
ad = eh, de = hg, cb = gf ic, 
alfo (inb bie gignren «jec^felfeitig gIei(«-= 
KinHig nnb gleii^feitig, folglich finb fie 
kongruent 

3ufa6- @itib bie f(^nefbenbm @be' 
nen poraüel mit ber ©oft«,, fo finb bie 
^gnren h c nnb e g oni$ fongmmt mit 




«. 220. 
Srl^irfaft- Swtl fiiömen Ati nnb A'G' (glg. 177) ftitb bfj ;; 
gruent , wtm bie fSiijerHi^m aBtnlel K unb K' von Drei ber Orl 
Ba<^ lon^ntetitfii ®e(tfnfljc()m flebfibet werbe«. 
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aSetveid. fSS-iti bie Saft« FGH1 longrnent mit F'G'H'I', 
bafl ^fltallelogtaram KD 2£ K'Ü' unb KB ^ K'ß'. SWan benit 
^d) nun bas $riäma A'G' fo &btx bad tßri^ma FGHA gf^eOt, ba$ 
bie @iunbßäi$en KG uub K'G' mit i^ten tSrenjcn jufammen faDen; 
fo iDitb, bo bie ebenen 9BinIel, von »eictien tie (Scfe K' eingefii^Ittff« - 
t(), bf» Sinleln, von ffieldjien bie @de K ^eUlM niirb, bet Crbnunf) 
naA gleich finb, bie gcfe K' mit ber (£de K rongrnlren ({. 196), b. i. 
eö fAUt aucb bie @bene K' D' äbet KD, unt> bfe@beneK'B' fibetKB, 
nlfo ffiüt auäf bie Äonte K'A' über KA, folfllic^ flu* A'D' Ober AD 
unb A'U' über AB, b. i. eö füKt axiH) bie ebene @runbflö(6( A'B'C 
in bie ebene ABC, unb »eil A'C ^ K'G' unb AO ^ K G, fo iji 
aufi A'C ^ AC, temnad} fälTt au^ B'C über BC, C'E' übet 
CE, b. i. bie ®renjen bet ?ßri8men AH unb A'H' faöen über efnaa= 
ber, unb beuinacti finb beibe *Priamen fongruent. 

3ufa^ !■ 9(l[o finb aui$ jtDei $ridmen fongruent, wenn i^rc 
©runbfläiSen longruent, unb bie brei in einer Srfe pfnmmenftojenbtn 
ffanlen wei^felfeidg gleii$ |inb, nnb ber Orbnnng na(& gleite SRti» 
gung gegen efnanber ^aben. 

Sufa^ 8- 9(u(^ iinb jwei $ri$men no$ fongntent, wenn fie 
Tongmente ©mnbJAi^en ^aben, nnb eine fongroenle ©eileußäc^e, btt 
gegen bie @runbfläi$e nacb berfelben Sliiitung gleich ßarT geneigt finb. 
!Der Sewel« ift für fi* Rat. 

3ufd^ 3- 9llfo finb jwel fenlrcdite ^riömen fongtnnit, wenn 
pe (oDgniente ©runbfläi^en nnb g[el(^e §ö^e ^oben. 

S- 221. 
Sct>rfaf». 3« i«bem qjotaaeteitiijeb Rnb bie gegenüber liegen- 
ben ©eitenpäi^en paraMt unb fongrnente «Paraflelogramme. 
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Setoel«. Sr S^efinitioii amii (|. 205) ifl beim ^ataDtlftiipek 

AG (gig. 176) bteSaiifl Aü^ EG. 3)0 nim Mr ©(ite AB # DH 

^■«ib AC^D«, fo ip aa{5 bie gbme AF pataÜtl mit berebtueDG 

P(|. 185), »nb toeil ble qjfltaßeloorttmme AF nnb DG jiwei ©eitm 

nb bnt efngeT^Iofftnnt SQfnrel gleidj babrn, fo finb fte nu(| fongntent. 

Cbtn fo beWeiß man, bafi aait) A H unb B G 'paxaüti iinb Tongmtnt felcii. 

Sufoft 1- 3)a a[fo baö <)laraatle))t))fb btgrfnjt i^ Don f(((0 

$aralIelogtommen , von bene« jt jwfi dnonb« gfgmüber Iteflcnbe 

^ (iaiaUel anb fpngntent finb , fo ifi rlnlen<$ttnb , ba^ man tebcd $aat 

tntgegengtfe^tn Sdtcnfläc^tit bed $ataU«Ie))l))ebd a\i ®rmtbfl&i$en 

lKliai|ten tonne. 

3ltfa^ 2- 3>a m EAO = m FBC = m PGC, nnb 
m. BaD =9IS. PEH = St. FGH, enbift« SQJ. EAIt = m EPB 
= !9Si. HGC, fo finb bie bn iDiagonale nadj entgtgengefeßltn IS(f(it 
A nnb G f9ttun«Mf(t> (S. l^T, 4). 

%. 222. 
"8. £e:^rfa6 3n iebnn ^araÜtUpU 

peb ^albiten fii$ bie S^iAgonafen vot(^' 
ffIfeWfl (»ig. 178). 

Stetveid. Wan bfnfc ß^ bie !t)la= 
gonnlen AG nnb CE grjogen. 3)a 
AE # CG, fo ifi bie gignr ACGE 
ein afaraHeloflramm , «nb bn^et ^albi' 
ren fitb bie !Eiagoiinlen AG anb CE 
im ^mftt (S. 62). «nn ifi aber 
nn* ble gigur A D G F ein *liürftae!os 
gramm, in roeli^em fi* bie 2)i(igona= 
len AG nnb DF in brmfelben fünfte 
^albicen; ba^et ge^t bie diagonale 
ü F duc^ bnr<$ , anb eben fo jeigt 
man au^, bafi bie Iiiagonale BH bnr^ 
ben *Cuntt gefte. Mlfo ^nlbtren ii* 
Me »ier 5)fagonnten AG , BH, CE unb DF in bemftiben qjunfte 0. 
3ltfa^ 3fi baß qjaranerelpiveb re^ttvinHig, fo finb bie 3>ta= 
gonalfc^ntJte Se^lede, «nb ble Diagonalen AG, UH, CE «nb DF 
etnanber glei*. Silfo fielen beim recbticinnigen Sinraüeieijijjeb aUe 
«(ff« Bom 3)ar*fc5nitt«))unfte ber 3)iagonaIen gleit^i weit ab. 3>enft 
man fl(^ bemnn* nu« bem *ßun(te aiö Kenttum eine Äuge( bes 
f*ti»6en, beten J^atbmeffer gfei* AO = ^AG, fo (legen bie ©*eitri 
oKer «den In ber DberfUf^e blefet Ängei. Demnach (ann am febe« 
«i^troinnige *ParaaeIei)lpeb eine Äuge! befi$rieben werben. 

t. 223. 
Sel^vfa^ 3fbf8 *BaraIleIei)ipeb wirb bnrd^ ben 5)lagona(fc$niH 
^afbiTt. 
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SetMid. @« ftnb ^ier jtrti gdUe jn nntetf Reiben, Unn tat» 
webet iji bai ^axaUtltpivti fenfrettt ober ft^lef. 

I. @ft fri bai ^Kaütlfpiftb ABCE (gig. 178) et» fenfret^ 
3)ie Siai^onale AC t^eilt bai ^axaMo^xamm AB CO in jtvet to»: 
qrnente Xireiede ABC unb A C D , nnb blt Seiteitfläc^e B G i^ |w 
laQel nnb fonsrnent mit bex ©eiteußäi^e AH, nnb BE paiaürl rat 
fongrnent mit CH ((. 221), alfo ^aben Me jroet breffdtigea $i{«ntn 
ABCFGE nnb ACDUEG einen (öi:)}erlfc(eti ^infel iwird^en brti 
ber Crbnnng nac^ fongrnenten @eitenflä4»en gletcfi, alfo jlnb fie felb|l 
fongninit («. 220), b. i. ber iJlagottttlfc^nitt ACGE eotbirt baö fent 
rechte *}JataIIeIepipeb AG. 

II e« fei ABCDBPGH (glg. 179) 
ein f(i^iefeft $acaaelf))ft)eb, wel^ed wir ür) 
mit P ^ejeiitmen tooKen. Wan fA^rc nn 
I)nr(S bie Ranfte A nnb E auf bie Seite» 
linie AE fentre*te gbenen (bie ölfo fenfre*! 
liiib auf bie »iet Seiten beö i|JaraIIeIe(>i(jeba), 
fo barc^f*neibet bie bur(5 ben 5ßunft E gt* 
legte ©bene bie Seitenflächen befl fförperö P 
^^^ in ber gigiir Efpli, bie biir(5 ben *Pnntt A 

HA' JHV ^efü^rte @bene ober fi^netbet bie vetlängertnt 

©eitenpöfjien befl fffirperß P in ber gignr 
Abcii. I)a nun bie ebenen fh nnb bd ju= 
fllei(5 fentre^t finb auf bie ®erabe AE, fo 
finC fie ^joraßel ($. 182) j alfo ip aud} 
EfllAb, Eh|| Ad, hg II de nnb gr||bc (s. 180), 
nnb weil AE||DH||CG ic, fo flnb jene «inlen au* wec^felfeitig 
qUü^; ba^er pnb bie gignren Abcil nnb Efgti fongmente Sßaral* 
lelograntme , folglich if) ber von Mefen Ebenen unb ben Seitenp&i^en 
Af, Ah, dg nnb cf tlngefcfclojfene Äörper ein fenIrettfeS *ßaral' 
UUpiiftb, welifefl m(i)l buic^ ben 2>{agonalfi$nitt AEgc ^aibitt Witt, 
nnb wel^e^ mir furj mit p begeic^nen ivoUen. 

3)a nun AE = BF, unb au(ft AE = hf alö gegenüber lic 
genbe €eiten in einem unb bemfelben ^aranelogtamme, fo ifl ani) 
BF = bf, alfo av^ BF — Bf = bf — Bf, b. i. Bb c= Ff. 
eben fo jeigt man m^, ba^ Cc = Gg unb Dd = Hh fei. Stellt 
man bemna^ ben Üoxptt AbcCB fo über ben ftSr^jer EfgGF, bafi 
bie (ongruenten @tunbflädben Abc unb ETg genau über elnanbei 
faKen, fo muffen au^l bie Senfrec^ten bB unb cC in bie 9Ii(!btung 
ber $er)>enbtfe! IF anb gG faDen (8. 172), unb iwat wirb bec $nntt 
B in F unb C in G fallen, well jene Senlrectiten wet^fe'lfeitig glei^ 
Rnb; (lifo faßt am$ ba« ^ABC mit ^EFG nufammen, b. l. bie 
fförper AbcCß unb EfgGF finb fongruent. abbin man ja beiben 
Äörpern ben Äörper ABCEgf, fc er^Slt man 
AbcEgf = ABCEGF. 
3[uf blefelbe 9Itt erweifl man anäi bie J^ongruenJ ber Sixptx AcdDC 
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nri) EfhHG, btmaaäf au^ hit ®(eid^^eit btt Stötptx AcdBgh 
nb ACDE6H. 3>a nun aber AbcEfg = AcdEgh = ^p. 
(«04 I), fo ffl aucb ABCEFG = ACDEGH = |P, b. l ba^ 
{k^fefkoinflige ^ataUdtpiptb P iDitb buxä) bm 3){agonaIf(^ttitt ACGE 

3tlfa$. ' 3>ad fd^iefe $araaele))ipeb iDtrb bur(^ je ben Diagonal^ 
fc^ttt in )iod gleiche fvmmetrifc^e breifeitige ^ri^rnen jerlegt 

t. 224. 

Sel^tfa$. 2>ie Summe ber ©eitettß&d^en eined ^töma mitb 

1\tfmbtn, metin man ben Umfang be6 auf bie (Seiten bed $tidma 
tnlttd^t geffi^tien Sd^nitted mit einer @eite bed $ci6ma multi))(icirt. 
Semeid. «6 fei AG (gig. 179) ein beliebige« ^ßrfema. gü^rt 
man bnrdb ben $unft B einen Schnitt Efgh fenfred^t auf bie @eiten 
bed $tidma, fo finb bie (Sleraben Eh, hg, gf nnb fE bie ^ifftn 
in @eitenß&d)en AH, DG, BQ unb BE. Sejeid&net man bem^ 
na^ bie Oberjpi&c^e bed $ridma, bie beiben @runbpAd^en AC nnb 
B6 nic^t mttgered&net, burc^ 0, fo ifl für unfere S^i^nung 
c=r AH + DG + BG + BE = 2. AH + 2.AF 
«= 2.AE.Eh + 2-AE.Ef = AB. 2 (Eh + Ef) 
— AE(Eh + hg4. gf + fE). 
3itfa$ i. 3fl ba6 «ßridma fenfretfet, fo ifi bie Summe feiner 
SeitenPc^en gleid^ bem Perimeter ber @rnnbflldd(^e , multiplicirt mit 
einer Seite bee $ri«ma. 

Sitfaft 2* $l(fo ifi bie ganje Ober^&d&e bed $ri«ma 
AG == + BD + FH = + 2. BD. 

8. 225. 

Sel^rfol. (Sine ^^ramibe SABCD (gig. 180) ifl mit einer 
anbem sabcd fongruent, n)enn bei i^r bie ddt A an ber ®runb^ 
^(f)^ gleid^ ift ber (Scfe a an ber ®runbf(äd^e ber anbem ^^ramibe, 

180. 

S 





nnb wenn bie ^rfen A unb a »on brei ber Orbnung nad^ fongrnente 
SeitenfllÄdJen gebilbet »erben» _ 

SBelHetö. 66 fei ABCD ^ abcd, aABS c^ Aabs, 
aADS ^ Aads. Steat man bie ?Pvramibe sabcd fo in bie ?ß9^ 
ramtbe SABCD, baf bi^ ©runbflac^e ac mit AC genau jufammen^ 

Calomcn'« (8Um. ©com. 4. Hüll. ^^ 
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fillt, fo tnn^, tvegni soraudgefeDtet (SU\<i)^tit bex fSitn A anb a, 
bas Steied abs in tit @benc ABS, niit aad in tU fSbeae ASt 
faden, alfo auc^ as über AS, bemna^ auc^ s {n S, wcK as « AK 
2)a^er f&at aur^ sb übet SB, »c aber SC, unb sd üb» SD, b. t 
bdbe 5)iliirainib(n faflen mit olien i^ren ©«njeti jiifammen, nnb ^ 
bnnnaiib fongment. 

3uf<ii- Sllfo Pub irott ?lSt?r(initb(n ant^ (onflraent, roenn i^tt 
®runbpä4i€n fongvuetit, jniel homologe auffietjenbe ftanten gleicb itnb, 
unb nad) benfflbett SRicbtungen f)in gleiife Neigungen ju bcn tnb 
fptec^tnben ©runbfläc^fn ^aUn. 

gbm ftt ifl für fti* ein(eu(tt(nb, bag jruef ^ß^ramittn fonarnnrt 
feitn, »enn (te longruenle ©runbpa^fn «nb eine ®eitoifl5tbe, Me ti 
beibtn nai$ berfdben 9iti$lung (jin gieti^ ßarf gegen bie @xwnifiää}t 
geneigt ift, fongnient ^aben. 

8. 226. 

Se^rfa^. SQirb eine ^ijiamibe burcfe eine @bene parAOet nril 
bet Safiö gefc^nttten, (o »erben 1) bie ©eifen bet *p^tamibe pxopof 
tional geft^nitten; 2) bet Schnitt ift ä^nlt* ber ©tnnbftät^e, unb 
enblic^ 3) »erhalten pc^ bie patallelep ©^nittpäf^en wie bfe O-nabrote 
l^ret Entfernungen »on ber ©pi&e bet ^^ramibe. 

äSetvci«- 3)iefer er^eOt and «. 187. 

S. 227. 
9luf Adite- 3)ie Oberf1Ad;ie einet ganjen unb bie einrr abgefärj' 
(en 5ß«ramfbe ju bereiffnen. 

^uflÖfung 1) 'SRan berechne bie einjelaen Setlenflä<ibtiif (•> 
gibt bfe ©nrnme betfelben mit ber ®tunbflä(ie jufammen genommen bie 
ganje Oberpäcbe ber ißtjramibe. 

2) 9Ran beret^ne bie einjelnen ©eitenflä^en, leelt^e lautet 
^topeje ftnb, unb obbfre i^te ©umme iut ©umnte ber beiben @nrab> 
pacben, fo er^ftit man bie ganie Oberpäd&e be« Xrunfuö. 

jB, 3uftt* 1. a)abei bet gleii^feitigen 

*ß^tamibe bie ©ettenfiäi^en lauter fon= 

gruente gleii^ff^enflfge tDreietfe fhib, fo 

ip bie Oberfläche einer folc^en *P?tas 

mibe gleich bet @ninbpä($e unb einer 

©ettenpäi^e mit bei ©eitencinja^I ber 

©runbfiat^e muitiptictrt. 3P namlitb 

bfe 5ßtjtamibe S A B C (gig. 181) gleit^. 

fettig, fo i% tvenn toir bie gange Ober' 

päcfie mit 0, nnb bie ©eitenanjat)! br 

®runbpA$e mit n bejeft^en: 

= ar.ABC -f ii.&ABS. 

SW mau SPXAB, fo Ip 

=>ar.ABC + D.SP.|AB = 

»= or.ABC-f-n.AB.|SP, 
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K Ijf. Uf 06er^(^f ehtet gleic^feitigen $9tamit)e ift g(ei(^ bet ®tunt)^ 
tt^e mel^r bem ^obufte and bem Umfange berfelben in t)a6 ^albe 
^^em SP. 

@e|t man }. S. bei ber breifeittgen g(etc(feitigen $))ramtbe 
AB = a, unb bie Seite BS = b, fo Ift, mmx AD J. BC gejo^ 
ten iDtrb: 

aABC = IBC.AD = '. V3 = ^^^, 

Vttb 

aABS = lAB.SP = ? V^b»- *- = -v/iU^^^ 
= aABC+3.ABS = !^ + |av/4b' -a« 



a 



= 4(a\/3 + 3v/4b"-a'). 

Sttfo^ 2- Sßirb eine g(ei($feitige $toramibe pataQel mit bet 
9af{d gefd^nitten, fo ünb bie Seitenflächen bed Xrunfud fongruente 
Srapf)e, benn ba bie Seitenflad^en foipolgfl bet ganjen a(d auc^ bet 
loeggefd^nittenen ^i^tamibe fongtuente IDteiede finb, fo ftnb aud^ bie 
iDiffetenjen je jweiet fold^et 3)teiecfe fongtuente Xxapeie, ^at alfo 
Mc gleid&feitige ^ijtamibe n Seiten, fo i^ bie ganje Dbetfliäctie bed 
Srnnfud glei$ ben beiben )faxaMen ®rnnb^&($en me§t einet ttapej^ 
fötmigen Seitenßad^e mnitiplidtt mit n. So ifl ). S. bie Obetfläd^e 
kx abgelten ^^tamibe 

ABCcba = ^ABC + ^abc + S.ar.Ab 

=» ^ABC + ^abe + 3Pp ( ^^ ^ ''^ )> 

^albitt man Pp obet Bb, unb fu^tt butd^ biefen 2:^ei(ung6^ 
pnnft )ut Sajid einen paxaUtUn Schnitt aßy, fo ifl 

^ /AB + ab\ 

«p = \^ — 2 — J = «y = ßy^ 

ba^et bie Obet^&d^e bed Situnitad 

= ^ABC + ^abc + 3Pp.a/S 

= ^ABC + ^abo -f Pp daß + /Sy + ay). 

SUfo ti>itb bie Summe bet Seitenflächen einet abgefutjten g(eic^^ 
fettigen $9tamibe gefunben, mnn man ben ^etimetet bed butd^ bie 
Stitte a bet Seite Aa mit bet SBafid pataQel gefä^tten Sc^nitted mit 
bem 9lbf}anbe Pp bet pataüelen Seiten AB unb ab mu(ti))(icirt. 

%. 228. 

Selitfa^* Sei einet g(ei($feitigen $t)tamibe jinb aUe Seiten^ 
jläc^en gegen bie ®tunb^&cl^e gleid^ fiatf geneigt. 

»etoetd* @d fei bie ^^tamibe SAB CD (§ig. 182) gleid^^ 
feltifl, fo i|l bet Stflatung gem&p ($. 206) 

SA == SB :» SC = SD unb AB = BC = CD » ^O, 
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182. SW MO« ntra SO fnifrfifit auf Nt 

fläifer ABCD beft^rftbra werben fauE. 
^albirt man nun Im $intftc 6blt9c 
rabc AD, nnb rerbinbet G mit S ntb 
0, fo ifl foioo^IUGal» auc^ SGfftt^ 
tec^t anf A D, unb beinnat^ ift bei SBia' . 
ffl S G bnr StetenngdwiBltl btr mv 
nen ASD unb ABC. 

<S6en fo folgt an(b, ba^ SS. S B 0, 
wenn AE = BE ift, in SReigmig*' 
tvinff l btt iSbmt ABS gut ®canbP((t 
ABC f(i. aSftgld^t man nun bie re^trotnEllgf n ©reiede SOG unb 
SOE, fo fle^t man, Baf, votÜ SO « SO unb OE = OG, bie gfj 
nannten 'S>xtitdt fongruent feim, a[fo iß au($ SQ. SGO = SB. SEO, 
b. i. bie ®titen|l&c(ren A S U unb A S B finb gegen bie enmbßä^e 
A C glei(( flarf geneigt. 

@tien fo iüqt man auib , baß bie Seitenflächen BSC nnb CSD 
mit btn erlern gleti^e Steigungen jut ®ninbfläc(e AC ^aben. 

«. 229. 

£e^rfd$- 6inb bte ebenen Sßlnrel an bei ®)>iec einer fenfreft« 
ten ^^roniibe einanber gleii$, fo mnf biefe ^vramtbe glefc^feitig fein. 

SSetveid. <l« fet SABCD (gig. 182) eine fenfre^te ^'pra. 
mibe, unb SB. ASII = SB. ASB = SB. BSC <= ^. CSD. 3)a 
bie Sß^ramibe fenlrei^t ifi, fo ifi aud^ SA =. SB— SC = SD, nnb 
bemuac^ r>Dt' bie ®eitenflä($m fongmente Stetrcfe (%. 37), alfo 
Aß= AC = CD= AD. gerner muß roegen bei Sorouöfeljung, 
ba$ bie qj^ramibe fenfiei^t ift, fic^ um bie Saß« ABCD ein ^ei« 
beff^teiben laffen, alfo iP baö glefcftfettige ijJottjgon ABCD au^ 
gletd^n^inflig, unb bemnaf^ regulär, folglich ift bie ^^ramibc SABCD 
9lel*fefti9- 

S. 230. 

üehtfalf- Stflt tnan bur<i bie Seiten eine^ regulären ^ol^gon^ 
@bcnen, bie ju bcnfelben glei($ ßarf geneigt finb, fo bt(ben bteft mit 
bem gegebenen ^ol^gonc eine gletc^feitige ^^ramfbe, bereu ®ranbfl&(^e 
baS gegebene $ol»gon ift. 

SSet»ei<^. 68 fei ABCD (gig. 182) ein regelmäßigeö »tered, 
alfo ein Ouabrat. 3m iDtittelpunftc O bet gignr erriete man auf 
bie @bene M ^ol^gonfl ein ^eT))enbifeI OZ. 9Inn lege man buri$ 
bie ®eite AB unb einen betfebigen $unft S be« $er)>enbifeld OZ bie 
(Sbene ABS, beren gteiguugarotnfet jur Safifl AC ber 9Binfe( SEO 
ff). Segt man nun imö) bie Seite AD unter bemfelbeu Sleigung^^ 
WinftI eine Sbene, fo mnß biefe not^wenbig ba$ ^erpenbtfef OZ in 



toitfelbnt ^ßtmfte S treffen, toeU fonfl ber t)on ben ^erpenMfelti 06 
Mb GS gebilbftf 9leig]mg6n)infe( OGS um ===993. SBO fein fönnte, 
VKfd^ bod^ ))enndge ber t)orau6gefe$ten Sebingung fein foO. @ben 
fo mftffen audb bie bnrd^ bie Seiten BC nnb CD unter bemfelben 
NfftgimgdkDtnfel SBO gelegten (Sbenen bie ©entrechte Z im $nnfte 
S f(|neiben, a(fo fc^neiben fic^ aQe burc^ bie Seiten bed gegebenen 
$o{9gond unter bemfelben 9{eignng6n)infel gelegten (Sbenen in bem 
iimH<im $unfte S, unb bilben bal^er mit ber 9a^6 A C eine ^^ramibe. 
3>a femer ber Slnna^me gem&f bie AO = B0s=C0=D0, 
fo ifl an* bie SA » SB = SC = SD ($. 175, I); alfo ifl bie 
$ttramibe SABCD eine fenfrec^te. 993ei( enb(id^ bie Saft6 AB CD 
ber fenfrfdbten ^^ramibe SABCD ein regnläred ^ol^gon ifl, fo ifl 
bieff $9ramibe andl) g(eic(feitig. 

8. 231. 

9lnf^ahe* 3>ie @eitenfante einer regulären ^^r^fmibe fei = a, 
He Seitenanja^t ber ®runb^äc^e = n, unb ber ^albmeffer M i^rei^ 
fe6, tDeld^er ber ®runbfl&c^e umfc^rieben n)erben fann, » r; man be^ 
rei^ne 1) bie förperKd^eu Sßinfel; 2) bie Ober^&c^e; nnb 3) bie^ol^e 
ber ?ßvramibe. 

^[tifldftitta. I. ^a in ber ®pi$e ber regelmäßigen $9tamibe 
n gleictfeitige f^reiede jufammenfloßen, fo ifl bie for))er(id^e (Sde an 
itt epilit = n.60°. Jffieil ferner {eber S9Binfel in ber ©runbfläd^e 

» 180«— !^j fo iH jeber förperlid?e ffiinfel an ber öa|l« 
= 1*30« _ ??!L' + 2 . 60« = 300" - '^^^'• 
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ba^er bie &nvme ber fdrperUcben Sßinfel an ber 93afid 

= 11.300« — 360«; 
folglid^ bie Summe affer förverH(t>en SBlnfel ber ^P^ramibe 
— n . 60« + n . 300« — 360« = n . 360« — 360« = (n — 1) 360«. 
ü. 3n ber reguläre n ^j^ramibe S A B C D Jgi9j[82) ifl 

OE = ^AO — AE = V^r« — ~, 

alfo 



^ABO = iAB.EO = l . V/r* — ^ = iaViT^^^HT^ 
ba^er bie 93a{{6 



II a 



ABCD = n.^ABO = — v/4i»-^a". 

4 

gentet ifl im red^ttvinfUgen Dttitdt A S E bie Seite 

SE = ^ÄS — ÄE = v/a'- Ja* •=» J v/3, 

alfo 

^ASB = iAB.SE = ?.?v/3 = ^v/3, 



unt) baffex bie Summe bet ®eitenfl&($ftt , n)e((^e n>ir mit S bejeic^ett 
n>onen, uamlic^ 2;=n.z/ASB = ^VS; folflttc^ ifi Mc gaitje 
DberPadf^e ber regiilÄrcn ^P^ramibe ^ 

= ar.ABCD + n.^ASB = ^v/4r«- a^- + — \/3 | 

= Y(\/4r--a« + av/3). 

III. etiblicl& ifi im te d^toinHiflen 3)teie(fc SOA bie ^ö^e 

SO = V^sTl— ÄO -^ v/i'"=n^*. 

3ttfa$ 1. 3)a bie erfc S = n.60®, fo muf not^Wttbig 
II < 6 fein. !Deim mare n > 6, fo wäre S 5: 360^ tt)ad m(^t 
fein fann (8. 195). 

3ttfa^ 2- äBeil aber n eine ganje ^af^l bejeid^net, fo fann n 
nur bie 9Bert^e 3, 4 unb 5 ^aben, unb bemnad^ gibt ed nur brei 
©attuttflen »on regulären ^P^tamiben; nimlid^ 

A) bie regelmäßige breifeitige ^^ramibe (Tetraedron), bie olfo 
»Ott »ier fottgruenten gleicbfeitigen fDreieden begrenjt ifi. 

B) 2)ie reguläre t)ierfeitige ^P^ramibe, bie alfo ein Duabrat 
jur ©runbpäd&e unb »ier fongmente gleid^feitige 5)reietfe ju ©eiten^ 
fläd^en ^at. 

C) 3)ie reguläre fünffeitige ^^ramibe, bereu Dberpädb« öud 
einem regulären Sunfecf unb an^ fünf fongruenten regulären 3)reie(fen 
befielt. 

3ttfa$ 3. a) Sltfo ift bei ber regulären breifeitigen ^^ramibe 
ber förperlicbe äBinfel an ber epi^t = 3.60^ = 180^, unb ein 
förperli^er SBinfel an ber S3aft0 ebenfatld = 180^, alfo bie Summe 
aller förperlid^en aCBinfel = 720^ gerner ift bei biefer ^^ramibe 

a = Ty/3, alfo r = -^^= |a.v/3; 
OE = ir = |a>/3, SE = ^ v/3, alfo 2= ^-^, 

unb r= aV3, enblicb SO =^ v/6. 

b) 33ei ber regulären \)ierfeitigen ^P^ramibe ifi n ==r 4, alfo ber 
förverlid^e SBinfel an ber ©pt^e = 4.60'' = 240", unb ein förper> 
lid^er SBinfel an ber ©runbfläcbe 

= 300« — ^^^ 300« — 90" = 210^ 

4 

bemnad^ bie Summe aller förperlid&en SBinfel 

= 240" + 4.210^ = 1080". 
gerner ift bei biefer ^v^amibe 

a = r\/2; r = 4av/2; 



OE 



>l/,._t-.\/i--^ = \/i:-!i 



Ml 

ABCD = a*; 2r=saV3; -« a« + a V3 = a* (1 +\/3), 

c) 9et bet regniären fünffeitigen ^vtamibe ent>(t(^ ifl n = 5, 
olfo ber ffiinfd an bet @)>i^( =« 5 . 60" = 300", tin för)>rr(id^er SBitt« 

Id «n bet »afl« = 300» — ^^ 300» - 72" = 228", unb ba. 

bei bie @umme aller Utpttü^tn SBinfel 

= (5 — 1) 360" = 4. 360 = 1440". 
gernet ift bei biefet «ßt^ramibe 

a = ^ v/lö- «n/5 (S 139, 3u[. 2), nnb 



r = 



= .l/! 



2« 1X5 + x/S 



e -« 

ka^er Mc ®runbp[ad^e = -r- v^* + J ^^^' ""^ ^^^ Summe bet fünf 
€eiteiiPa($ett 2: = ^' >/3, folglich 

fflbnd^ bie .^ö^e 



SO = v/.-^V = V/a' - a« (^-±/^) = a l/ 



6 — v/5 
10 



C) 3$ott bet Stel^ttltd^feit bet ecftgen ftötpev. 

8. 232. 

@tflätuttg. ßwi ccfige Äörper nennt man ä^nlic^i, mm 
fie aOe förperlic^en SBinfel ber Otbnung nac^ fongtuent, unb alte 
(Stengßäd^en ber Otbnung na(f) af)nl\(ff f)abtn (t)erg(. $. 33). 

3ufa# I* 9lI[o l^aben ä^nlid^e edige Körper aud^ aUe ebenen 
SBittfel unb alle S^eigung^mlnfel ber ©eitenflad^ett tt)e(<>felfettig QUid}, 
nnb ade homologen ober äj^nlid^ Uegenben Tanten loed^felfeitig pro;' 
portional. 

!Da ferner in a^nltc^en ^ol^gonen bie gleid^namigen (Diagonalen 
ben homologen @eUen proportional finb, fo ^aben aud^ aj^nlid^e ecfige 
fförper alle gteid^namigen (Diagonalen tt^ed^felfeitig proportional. 

3ufa$ 2- klimmt man bei jwei a^nlid^en Äorpern jtoei ^o^ 
motoge Äanten ober jwei a^nlic^ liegenbe ©eitenfl&d^en »oHfommen 
gleidf^ an, [o muffen beibe Äörper fongruent fein ($. 33). 




SehtfaA. 9EBirb eine breifei« 
Hs« V^tamlbe SABC (Sig. 183) 
paratlet mit einer ber @reii)p&' 
i$m gefc^nitten, fo i^Mc babonj'- 
ivfggtf^nUtene ffriur $9ramibe 
bn ganjeit ä^nlid;). 

Setoeid. •£« fei ber S^niH ' 
A'S'C mit bet@nmbpa$e ABC 
paraUel, fo ifl 4 A' B' S ~ a A B S; 
aB'C'S ~ aBCS, AA'C'S -^ aACS 
anb a A' B' C ~ a A B C (_%. 226), 
ferner ip SB. B'A'C' = aB. B AC, 
S. SA'B' es Sffi. SAB, mtb 
SB. SA'C =. ffi. SAG; ba^ 
tR btr Kr()erli($e SBinfef A' — A 
^ (S. i96),unbaii«bemfeI6eii®niBbe 

ifl «u* bt( ede B' = ß nnb. 
C = C, unb S ifi gcmefnft$oftli(^. 'S)(i nun bie belben *p^tamiben 
SABC unb SA'B'C aüe @den we^felfettig gleich), nnb aUt ©etten» 
fläi^en ber Orbnung md} h^ali^ tiabAt , fo finb bJefe ^^ramtbtn felbft 
a^nli* (8. 232). 

3P ber Schnitt asc mit ber ©eitenfläi^e SAC imratlet, fo gel^ 
man ouf biefelbe 2Irt, baß au* Me ißijrainlbe sacB -^ SACB 
-. SA'B'C fei. 

3ufa9 1- SQtrb wad immer fär eine ^^rarnibe 'paxaütl mit 
ber ®runbflä(9e gefr^nitten, fo ffl bie weggefi^nittene ^tjramfbe immer 
ber oanjen ä^n(i<i^r tnag biefe auf) no($ fo vieFe Seiten ^aben. 3)er 
Seroete bleibt berfelbe, wie »or^fn. — Stlfo ftnb voai immer für jjoei 
i^^tamiben ägnlir^, wenn fte ben [ör))erli<$en äßtnfel an ber Spl^ 
»onfommen glef(^, nnb bie fn biefer jufammentreffenbeu Tanten tot^' 
felfeitig in berfeiben Crbnung profiortionai ^abcn. 

3ufa6 2- SRac^t man Bs^ B'S, nnb jie^t bie ®etaben SH 
unb sb fenftecbt auf bie ©runbfiac^e ABC, mithin au$ fenfretftt 
auf ben mit ber ©oft« ABC paralteten ©d^nftt Ä'B'C, fo ifi bie 
^^tomibe aBc8 mit ber $9ramibe SA'B'C fongruent, weil fie 
bann alfe ®eUenflA<$en toec^feifeitig fongtuent ^aben ($. 225), nnb 
e« Ift ou$ 8 h = SB'. 9?un ifi aber 

SH' : SH = SA' ; SA = A'B' : AB (J. 187); 
alfo on* 

sh : SH = 8» : SA c= aB : AB, 
b. 9. in a^nli^en $t)ramiben finb bte ^ö^en ben ^tii 
tett proportional. 
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S. 234. 

Selfttfo^. 3u>e{ bretfeitigf ^^tamiben fmt) äl^nHc^, mm fie 
Citoeber I. alle fir)>er(t(^eii SBinfel ber Orbnung nadl) t)oafommen 
deU^ ^aben , ober IL n>cnn aUt (Seitenpc^en ber Orbnung nac^ med^^ 
^Ifeitio' fi^nlic^ {falb. 

I$et9e{«. I. e« feien SABC unb »abc (gig. 183)jtt)et 
bceifettige fß^tamiben t>on ber ärt, baß bie 6cfe S c^ », A cnj a, 
B ^ b, C ^ c ; fo f dmmt e6 nur nod^ barauf an , ju bet^etfen , baß 
(uu^ bie Seitenflächen biefer beiben $\?ramiben we^felfeitlg affxtli^ 
fdett. Wan benfe ftc^ nun bie ^ß^ramibe sabc fo in bie ^J^ramibe 
SABC Qtftm, baf bie @eitenflad^en bed for))er(icl^en 993infe(d 8 über 
He bed aSinfeld S faOen, melc^ed n)egen t)orau6gefe$ter j^ongruenj 
beiber ddtü ntigHi^ i% unb man n<^^me an, baf bie fünfte a, b, c 
Aber Me ^mttt A\ B' nnb C fallen, fo ifi bie q?V)tamibe SA'B'C 
^ 88 bc ($. 225), nnb ed fommt nur nodff barauf an, bie Sle^nlic^^ 
Wt ber ^ß^ramiben S A' B' C nnb S A_B C ju erweifen. «un ifi aber 
mmdge ber Äonfhmftion bie 6de A'cn;«/ ^Ifo wißf ber ebene SBln^ 
fei SA'B' = 8ab =» SAB, unb bal^er A'B' || AB fein. @ben fo 
)ei0t man and^, baß B'C'|| BC, baß folglich bie @bene A'B'C mit 
ber ebene ABC ^axaM fein muffe (J. 185). aifo ifi bie ^Vf^ 
ramibe SA'B'C ~ SABC ($. 233), ba^er aucl& bie ^ß^ramibe 
«abc ~ 5ß9r. SABC. 

II. e«feiz/8ab ~^SAB, z/sbc --^SBC, z/sac ^ SAC 
nnb z/abc ~ z/ABC; fo ifi auc^ ber ebene ffi. sab = SHJ. SAB, 
». 8ac = SB. SAC unb SB. bac = SB. B AC, unb bemnad^ bie 
S(fe a ^ A (S. 196). Sind bemfeiben ®runbe ifl aud^ bie @tfe b ^ B, 
c ^ C, nnb ber Wr^erlid^e SBinfel s c\; S; folglich bie ?ß^ramibe 
8abc ^^ SABC na($ I. 

3tlfa$ 1. ^aben alle jtt)el ?ßvramiben atte forperlid^en SBin^ 
fei »ect^felfeitifl gleid^ , fo ^aben fte auc^ alle Orenjfl&c^ett ber Drbnnng 
na(S) &^nli^. 

Stifa^ 2- 3[lfo ftnb jioei breifeitige $^ramiben aud^ äl^nlii^, 
wenn bie ebenen SBinfel an ber S^ifee n>ed^felfeitig gleid^, unb bie in 
ber ®i)i$e anfammenlaufenben Äanten tt)ec^felfeitig proportional flnb. 

3tifa^ 3* 3n)ei ^^ramiben ftnb auc^ nocb &l^u(id&, ipenn f{e 
bie Krperlid6en SBinfel an ber »aji« n>ed^fetfeitig glei^ ^aben. 3)enn 
Ift bie (gcfe a ^ A, b ^ B unb c ^ C, fo ifi auc^ SB. sa b = SB. S A B, 
3B. 8ba = SBA, alfo aud^ SB. asb = SB. ASB. gben fo jcigt 
man and^, ba^ SB. b^c — SB. BSC unb SB. asc = SB. ASC nnb 
temnad^ bie @(fe a ^ S fei. 

«. 235. 

Sel^tfa^. I. SBa« immer für jwei a^nlid^e ?ß^ramiben laffen 
itt^i in glel^ t)iele ber Drbnnng nad^ a^nlid^e breifeitige ^ß^ramiben 
)€tlegen, nnb 

II. mngefeljrt : SBenn jwei ?ß^ramlbett au« ftUldJ) 'övtUxi Ux?:>xV. 



/ 



2S4 



nnng nndö ä^nli*«! breiftitlafn ajvrrtmiben iufammeiiQeffht fütb, fe 

ftiib ieae HJ^ramfben ä^nli*. » i p i - i" 

^ctoeid. e« feien bie fünffeitigen (ß^tamibnt SABCDB 

nnb sabcde (glg. 184) ä§nll{^, fo finb aDe föiT)"nd6(n nnt ebrant 




Sinfel berftiben toecfifelftllig ^Uiii), unb aUe ©ccngfläcfitu bfr Ori' 
nnng tiadb ä^nlit^, alfc aud) aHt homologen Stmttn toei^felfeitlg piD> 
))DTlionAl. 9tun jic^e man in ben ä^nlic^en @rnnbfIAi$tn ABCDE 
unb übe de bie ^nllff) liegenben ^Diagonalen AC, AD, hg nnb «d, 
unb lege buti^ biefe unb bie ©pigen S unb s bie (Sbenen A S C, ASP, 
a s c nnb a s (i ; fo Werben beibe *piftamlben in btei breifeUige $yta' 
raiben jerlegt. 33a nun wegen Borau3gefe((tet Sfe^ndt^Wt ber bei' 
ben flonjen Sßtjtamiben bie Scte B ev b, nnb z/ABC ~ ^abc, 
z/ABS -. ^abs unb ^BCS ~ z/bcs; fo iji ou^ 

AS : as=AB : abssAC : 8C = BC:bcsCS:C8, 
ba^er ift flU(^ z/ACS --^acs, o(fö Me $i)türaibe SABC ~8abc 
(S. 234, 11). 9Iuf biefelbe 3Irt beweifl man aü(S} bie Ste^nlid^feit ber 
^ijraraiben SADE unb aade. Da enbli* ^ACD-'^acd, 
^ACS ~ ^acB unb ^ADS -" aad.- »erraSge befl Sewjelfe«, 
unb aCDS ~ cds »eratöge ber 9Jorauöfet(ung , fo ifl m^ Sie 
*ß?ramibe SACD ~ sacd. 

III. (Sfl fei bie ^v^nmibe SABC ~ sabu, SACD ~ sacd 
nub SADE '-^ sad«, fo ^aben bie gaujen «ß^ramiben SABCDE 
unb sabcdu bie ©eiteuflädbcn ber Oibnuni] ua^ A^nli^, nnb au4l 
bie ©runtpäifie ABCDE ~ abcde («. 97)} folg«* Tinb bie lelt* 
genannten ^tjramiben felbfl ä^nlid^ ($. 234, II). 

iDian fönnte öbrigen« bie 9(e^iili(6feit ber beiben *ß?raraiben andb 
babnri$ beweifen, ba^ man bie ßongmeuj ber thpexll^m Sinfcl an 
ben ®iunbpäc^cu na^weift. 

Sufit^- 3(Ifo inb jwei sielecfige $v<^"ni't''t< ^uc^ ^ttil($, wenn 
fie gld(^ viele, ber Oibnnng na($ voKfonimen glcid^e Fdr^fetlic^e Siu« 



M ffabm, ober avä), tvemt ^ von Q[ti<^ •oitUn bn Cibmrag nat^ 
A^ttliifni Stgtitni btgrmjt ^b. 

». 236. 

Se^cfit^- )■ 3^^ ä^nlfi&e ^ridmen finb aud gleitfe rtt[«t ber 
Oitntina naÄ ä^ntitfera $9ramib(n jufammmgtfettl, unb II. nmgo 
^rl: Bttiei S^iiämm, bie aai gltt(^ vielen bei Öibnnng vaH) ä^n^ 
liiffli $9ramibtn jufammtDgffeet finb, finb ä^nü^l. 

Sctvcid. dS finb ^fet jivef gäQe möglti^, benn enirocber |inb 
üt befben *18rt«men breifetJlg ober me^tfeilifl. 

A) a)ie befben spriötnen feien breifeiHfl. 

I. e« fei ba« ¥rl«nia ABCDEl' ~ abcdef (glg. 185). 
ffieun wir bnr(^ bie fünfte A, E, C eine Sbene tegen, fo erhallen 



./ 



/■^ 




ttic eine brelfeitifle *ßvtamib( EABC nnb eine »terfettige EACFD, 
»0 bet etfte ©nt^flabe jebeömal bie Spifte bejfic^nen foa. Segen mit 
an($ bnrd^ Me $nn(te A, E, P eine (Sbeae; fo erhalten wir bie {Wei 
ketfeitigen ^^ramiben E A C F unb E A D F , fo ba^ a\\o tai ^ridma 
ABF in brei bteifelttge sp^ramlben aertegt ifi. @ben fo jeclegt mau 
hfl ißridma abf In bie brei brelftitlgen *13ijramiben «abc, ^Hcf unb 
eadr. 3)a nun vermöge ber äJorandfeOnng bie (iit B c^ b nnb 
AB : ab = BC : bc = BE : bc, fo |inb Me beiben ^^ramiben 
BABCnnb eabc ä^nll*, inbem wir beäle^nngöWetfe bie SJreierfe 
ACE nnb ece ald ifire @runbfld$en betrai^ten ($. 232, 3ufa^ 1). 
auf biefelbe 2Irt er^eUt auc^ bie ae^nttc^telf ber gleichnamigen 5|J^« 
ramtben EADF nnb eadf. 3)a ferner aACF~aacf nnb 
ACFE^-^acfe na$ |. 97, unb aACE ~aace, aAEF ~ aaef 
ftoR be« «eweifea, fo i^ an^ Me qjiframlbe EACF~eacf 
(f. 234, II)- 

n. €« fei bie «ß^ramibe EABC -- eabc, EACF ~ eacT 



»6 

trab BADP ^ eadf, fo if) btt titpttUifyt Sintel B ^ b, 
bet tbmt ffiinlel 

ABE =S. abe, 3Q- CßB = 25. cbe unb SB. ABC = 96. abc, , 
unb 

AB : ab = 6C : bc c AC : ac = BE : be 

= AB : ae — CE : ce . . . (a), 

EABC ~ eabc. 
%ue in 9It^nlf4)fett ber >^v<^a>iil^' E A D F nub « a d f folgt fw' 
net, tag bie dit D ^ H, affo btc tbtat SSttifet ADE = SB. adv 
9ß ADF = ae. adr, m. EDP = SB. edf, unb ^ 

AE : ae => ED : «4 ^ EF : er — DP : df 

AD : bJ— AF: af . . . ((J), 
nnb wegen 9te^nlt<$ftil bci^^ramibe BACFnnb eacf ift enblid; anil' 
AE : ae = EF : ef = AF : af — CF : cf 

— EC ; .-c = AC: nc . . . (y). 
9InS (a) folgt nnu, t>a$ bai aABE -^ Aabe, unb au0 iß), 
bag baS dADE ~ Aada ($. 84), alfo t|} ani^ ABED ~ abed 
(S- 97-). 

9lu« (ß) folgt ferner, baMa» 4 A D F — 4aHf (J. 84), nnb 
ou« (y), bag M ^ACP ~ -iacf (8. 84), alfo Ip anci^ Me Sri« 
tenflö*e ACFD ~ acfd ($. 97). 2luf biefelbe «rt folgt ou« («) 
bie Me^ndt^fflt bet 3)refe(fe BCE unb bce, unb an« Cy) bie Sle^n< 
tf$Wt b« 2)«iede CEF nnb cef, ba^er ift auc^ bie ©eitenebene 
B C F E ~ b.c fe, unb enblit^ tft »ermöge 93orau«fepung ÄABC~4abc 
nnb aDEP ~ »fef. aifo ^aben bie ^JJrtÄmeu A F unb a f aüe ©et« 
ttuflädgen bet Orbnung naib d^nlic^, noraud bie mec^ftlftitige @Ui4> 
^eit aÖec ebenen 3BtnEe[, unb bemnac^ au($ bie ^ongruenj aOet f5T> 
pixütifta mintti folgt; folgli^ finb bie ^ridmen AF nnb af ^ali^ 
($. 232). 

B) üJle beiben ^tiömen AH nnb a h (gtg. 186) feien nftilig. 





I. @« fei bai $ridma AH ~ ali. 3it^t man in ben @Tnnb' 
fläzen A B D E unb a b c d e bie gleid&namigm Diagonalen A D, A C, . . . 
nnb ad, Rc, . . ., nub in ben beiben anberu ®rnnbpäc^en bie ^onuu 
logen j)iagona[eu Fl, FII, ... unb (i, fh, . . .} fo Wirb jebf 



fer ®rttttbfIA(9en fai n — 2 Drriedf get^ei(t, tmt) )U)ar fhtb tiefe 

teiede bet bem einen $t{dma jlenen bei bem anbem ber Orbnung 

d^ &6iili€^, U)eU bie ganjen ®ninbfl&c^en &lgfn({(^ finb. gül^rt man 

Ol bie 3>iagotta(fd(fnitte AI, AH . . ., unb ai^ ah, . . .; fo xotx^ 

% babnrd^ beibe ^ti^men in n — 2 breifeitige $ridmen ^ntfftilt, 

k xoec^felfeitig i^nlic^ fhtb. 3)enn n)egen t>orau6gefe$tec S(e6nli^feit 

Mber grienten, unb n>ei( aADE ~ Aade nnb aFKI ^ fki, iß 

XE : ae =AD : ad = AF : af = DI : di = Fl = fi. . . (a). 

%nXt man {{^ nun bad $ridma ah fo in ba6 ^ri^ma AH gebellt, 

kl bet $mift d in D, bie @eite d e in bie 9ti($tung D E , d c in bie 

!tl^tiiii0 DC, nnb da in bie 9ti(^tung DA fäQt (n>e((^ed toegen ber 

tt^nliOfUit bet ®rnnbfl&d^en A B C D E unb a b c d e mögtic^ ifi) ; fo 

m^ au(b bie Stante Dl in bie Stid^tnng di fallen, megen t)orau6ge^ 

ft(ftet Aongntenj ber @(fen D unb d. 3)a nun d i übet DI, unb da 

jibet DA liegt, fo ifl aud? ber 993. adi = Sß. ADI, unb ^ieraud 

mb and (a) folgt (nad^ $. 83) bie Sle^nlid^feit ber iDreiede A D 1 unb 

adi, alfo an^ ber SDreiede AFI unb afi, foIg(i(^ ifi auc^ ber !Dia^ 

gonalfctnitt AFID ~ afid Sllfo ^aben bie breifeitigen $ri6men 

ADE KI F nnb adekif alle @eitenfl&cben ber Orbnung nad^ a^nlicl^, 

mb bemnad^ and^ aOe för^erlid^en !J93infeI ber Orbnung nac^ gleid^; 

folglich ftnb. biefe beiben $ri6men ä^nlid^. Sluf biefelbe Slrt ben)ei{l 

man auc^ bie Sle^nlicbfeit ber !£)iagona(fd^nitte ACHF nnb achf 

imb bet bteifeiti^en $ti6men ABG6FH unbabcgfh. ^iexan^ folgt 

eablic^ bie «ie^nlicbfeit bet $r{6men ACDFHI unb acdfhi t)on 

felbfl, koeil fte alle Seiteufläd^en ber Orbnung nacb A^nlid^ l^aben. 

!Denina(^ finb burc^ obige !l)iagonalfcbnitte bie beiben t)iele(figen $ri6^ 

men in brei ber Orbnung nac$ &^n(id^e breifeitige $ri6men gerlegt 

loorben. 9hm laffen fic^ aber jebe gmei ä^nlic^e breifeitige $ridmen 

ttt btei bet Otbnung nac^ &^nlid^en ^^ramiben jerlegen (nad^ A); 

alfo finb and^ toad immer für jmei a^nlic^e $ri6men an^ gleich t)ielen 

ber Orbnung nac^ al^nlid^en ^^ramiben gufammengefe^t. 

II. 3)er S3en)ei0 bed umgefe^rten Saftet ifi bem obigen Siaifon* 
nemettt A^nlic^, unb bleibt bem eigenen 9}ad^benfen be6 Sd^ulerd 
übertaffen. 

i. 237. 

Sel^tfo^* I* ®{nb n)a6 immer für gtoei edige jfor^er aM 
gleich ))ielen ber Orbnung nad^ Abnlic^en ^^ramiben jufammengefe^t, 
(o finb jene beiben jför^er einanber &^nlid^, unb II. umgefel^rt: 3^^i 
i^nlid^e ^ol^eber ftnb an^ gleid^ t)ieten ber Orbnung nad^ äl^nlic^en 
$^ramiben gufammengefe^t. 

$Bet»ei^* !Dtefer toirb gan) auf biefelbe Slrt gefül^rt, n)ie im 
t)origen ^aragra^l^e. 

S. 238. 

Sel^tfa^* 3){e Ober^ad^en ä^nlid^er Stbxptx t)erl^alten f{d) n){e 
He Quabtate. ber Al^nlic^ liegenben jfanten ober !Diagonalen. 



ten^t^en vergalten fit^ tvie bit Cnabrale t)tr ^omologra Seiten. !t>ffft 
Seilenlinlen fEnb aitx mä) gleic^inantiqe J^anlen ber ft^nlt^en JFÖrpnf 
alfo »ergalten fi<^ je itoti forrefponbtrenbe Seitrnfläi^en ivie iit Dnof 
brale jnieiec gleid^namigm Seitenlinien, bemna$ au(^ ntte Me £liu' 
brate je {ivtiet gleichnamigen Diagonalen , unb meil bei ä^nlic^n^ 
Körpern aüt homologen Seitenlinien unb Diagonalen rotdbfelfcftig ptoi 
pottioval jhtb (S. 232, 3ufa$ 1), fo ^aben bie forreftionbirenbeD €rt>>. 
teoßäften jtceiet &E|nIid^en ^ör^ier ein beftäobifle« 9ert)&[tnt$, fofglb^ 
vergalten ^cg aadj bie Summen aUer Seilenfiäi^en, b. i. Me gangef 
Oberflätien jweier ägnticgen Körper niie bie CUiabrate ber gletc^O' 
migen ftanten, alfo mät wie bie Clnnbrate je jmcitr gotnologen SÜi^ 
gonalen. 

D) ^oit bec ^cvglei^tuns ntib ber ^udmefTutifl hn '' 
e^i^tn fiötper. 

S. 239. 

fiel^cfa^. 3wei $arallele))ii)ebe über betfelben @niubpä(ge nub 
Von gleicher ^öge ^nb einanbet gleii$, ober tiafitn einerlei forveriii^en 
Sngalt (SSoIumcn). 

Settfetd. @« feien AG unb AL jiuei $acaacle))i))tbe , »eli^e 
bie ®ruDbpä<gt A B C D gemeinf(gaftli($ gaben, unb beren btibc anbem 
®rntibflä($en EF6H unb IKLM in einet unb berfelbcn @l»ene liegen, 
fo ba$ alfo tieibe Shx'ptx au($ gleiche $öge baben. 

3ßir muffen nun jiret S^Ue untetff^eibeu , benn entioeber liegen , 
bte beiben ®eitenßä(gen AK unb A K in einer unb becfelbeii ebene, : 
ober in »erfc^itbenen Sbtnen. I 

1. 3m erpen gaBe (glg. 187) ftnb bte Selten IK unb ML 
bie Serlöugerungen ber Seiten EF unb HG, wie für ft^ einlen*' 




»et, unb bie ©eitenfläcgen DG unb DL liegen *"">!» «t»«»?«!!« ta «in« 
ebene DCM, nwl^e (mraBel mit ber eben« ABK ffi- @« Mlben 



knnu4 die 3)rci(dt DHU, EAI, votl^t v>U a(« ®ntn&pä$m 
toasten, mtb bie ^araUtlogiamme AH, EH, AH tia« bicifeitige 
9ii«iiia ABI DHU, unb eben fo bilben aui^ bte ^retcdt CGL, 
BFK, niiD bie ^araaelßgTamme BG, GK, Bf, Da« breifettige '43ri«tna 
BFKCGL, tBÜ(l)tS ifit fuTj buT(t P' bcjdd^nen woQeti; ba9 ecfbie 
■»et fei » P. 9{vn i|} ^OUH ^ </GCL («. 83), alfo and^ 
JEAl ^ ^FBK, ferner AH ^ HG (J. 221), nnb Hl ^ GK, 
nie Irti^t jn cnveifen; alfo jinb bie (Scfeti H nnb 6 von brei bet 
Ortiamg ita$ fongiuenten SeilenflAtten gebilbel, nnb bemnac^ finb 
Ne SßtUmen P nnb i" frlbft tov^tam (S. 220). 

Stjeit^nen tvtt ent lE^l ben ganjen £ör))tr A D K (welcher »on ben 
iftcsm ABKE, BKLC, CDUL, ADHE nnb ÜLKB btgrenjt 
arttb) mit K; fo iß K — P' = ABCDEKGH » vo/AG, nnb 
K — P =s ABCDIKLM = vo/AL, nnb »ti( P' = P vetmcse 
M »meifefl, fo ifi an* K — P' = K — P, b. i. ba« ^axaUtU 
tfbfti AG » AL. 

II. 2>ie ^atoneMvel" AG nnb AL (gffl. 188) feien üb« in> 
ftlben $afi« AB CD mietet, nnb t^re obem ©nmbßäc^en EFGH 




A 

Unb I K L M follen in berfelben ebene (legen , aber bie Se itenfläcjen 
AF nnb AK in »erfc^ftbenen ßbenen. gjetlänflem wir in biefetn 
SaQe bie 6eiten HE nnb GF, bi« fie bie vtri&ngerten @eitni LM 
tatb Kl f^neiben, fo entfie^l in bet gbtne ber obem ©runbfläi^en 
hi ^araOelogramm NOPQ, loelc^ed mit ABCD parallel nnb fon^ 
Smenl ifi, wfe Don fttbfi erteilt, unb wenn man bie $unlie N, 0, 
P, mit ben Spunden A, B, C, D bnt* getabe Slnien »ecbinbet, fo 
finb biefe nnter ftc^ pataM nnb gleic^, nnb [e jioei liegen immer in 
»erfelben ffibene, alfo ifl ber Ä6ti)« ABCUNO PQ ein ^iataaetepiipeb, 
miniem na4 nnfttem etfien gälte = AG, nnb an(^ = AL ifl; fotflit* 
i|t on* AG = AL. 



Sllfo {falb aÜQtmtitt jntei ^ataMtpiptbt oon bnfel&cn ®niid>' ' 
ft&ij^e mt gittern .^ö^t rinanber glei^. 

Sufn^ 1- 9tu0 bitffin St^rfa^t folgt, bag jebc« fi^teft $aral= 
i(Ie)>t))eti A L in ein [enfrec^tfd A G von flleii^em Sslnnim oetivan- 
belt mxit, wenn man in ben fünften A, B, G, I> auf bie Saft« 
AC bie ©enlrf*ten AE, BP, CG oub DH tvädtttt, »*l*c »on 
btr verlängerten cbem ®ninbßä$t KH gtfc^nitteu werben, nnb burt^ 
tiefe Sot^e bte (Sbenen AF, BG, CH unb DB legt. 

3ufa$ t- ^Ifo fonn «nc^ jfbed fc^tefe ^araUelepft^eb in ein 
re((tn)tRfligr0 verlvanbelt werben- 3)eitn man vertvanble bai f<^lefe $0^ 
raKelepitieb A L na(^ 3>>f<i& 1- tn ein fenf; 
rechte« AG (gifl. 189); bann »erreanble 
man bie Safid AC tn baö Kei^tetf ABNH, 
Wfid)t^ mit bem fi^iefmindtgfit ^araüeio: 
gramme AC gleichen gläcbenrannt ^at 
(S. 149), unb lege bmd) bie SBäintel ' 
EAM, FBN ebenen, welche bie @teu)' : 
flät^tn ober beren SJerldngemngeu be^ I 
fenfrec^len $ataarle))i))ebe$ in ben ®era: i 
ben EO, MO, FP, PN, AM nab BN ! 
fc^nrtben, fo erhält man bad ret^tmfnnige 
$araQeIet)iveb AP, toeli^ed, wenn bie 
^l&i^t AP aid Safid Iieirai^tet wirb, nat^ nnferm Se^rfa^e bem 
fentre<$ten AG, alfo aut^i bem gegebenen ((Riefen AL bem Soivmen 
na4l glett^ ifl. 

Sllfo ift jeSefl 33«aUelepipeb jlei* einem recjitwinfligen ^otnl. 

Ielei)i)>eb, xotl(S)ti mit i^m gleitbe @runbpäctie nitb ftnnlei ^ö^c ^al. 

3ufa^ ä- ^1 icbe0 $araaele))t))eb tnt^ ben ICiagonaIfctnitt 

^albirl wirb (g. 223); fo iß einleud()tenb, ba$ aaäf jwei breifeitige 

^ri^men von gCeii^er @runbflä((e unb gleiiter ^ifyt gleicfi feien. 

3)enn ergänjt man bie breifettigen ©runbfläc^en ABC, DEF 
unb A'B'C, ü'E'F' (gig. 190) ju ben «Parallelogrammen A6, 





t)H, unb A'O', D'H', fo finb an* biefe ^araDelogramme glei*, 
<""• 'egl man buti* bie «BinTel EBG, FCG unb E'B'G', F'C'G' 
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tbntn, fo rrfiUl man Me Mb« !|}aTaIIrIef)t)Kl)t AU ttnb A'H', 
vtlt^e flleit^t «niiibßAf^ra trab rfncrlei ^ö§e ^brn, nnb bte betn« 
10(9 efnaitbtr g(efi$ ftnb- 3)a nun aber bad $aranrlrpi))tb A H bttid^ 
km 2){agoitaIf(^itt BCFE, ttnb A'H' bax^ beii Schnitt B'C'F'E' 
f^trt wirb, fo müfftn, tteil btt <Satntn gtcli^ finb, aui^ bfe ^äfftm 
|lri4 f'tn, b. t. e« muß ait($ ABCDEF = A'B'C'D'B'F' ftin. 

«. 240. 

Se^iMt- 1. Swei re(tltn)inf(iaf ^aTaafIe))l)>tbt von betfelbeit 
Qnmbpä^t »n^atttn fic^ mle t^re ^6^», unb II. nmgcff^: 3n)ei 
n^twinfltgc $ataa(l(i>i))(br von betfelbtu ^if)t BeT^altrn (1^ wU 
j|k 0nittb^i($ra. 

fBtWeii. \. I£« Fönnrn f)itx jn»! 3ä[(( @tatl finbcn, benn 

«ttteber ftnb bte .^d[)m ber $araDf[t|>if)et)e fommcnfurabtl ober ui^it. 

a) !Dfe ^S^nt BK nnb BF bcr iri^tioiiiEligeB ^ataÜeUpi^ttt 

191. AL unb AG (gifl 191) frira fem« 

jlH T ntfnfnraM. — (Sfl fd Bb rin gc 

^ '~ — ■ — -4 metufiafmi^eö aSaß bet ^ölftn BK 

.^^ .1 unb BF, unb jwar fti BK =ro.Bb, 

I - >^ B P = n B l<, alfo B K : B F = m : n, 

VDobti Dl unb n mai immer fAi gange 

3af)Int bejei($nen. £)nift man ji^ 

nnu btt ^ä^e B K in m giricfit 3;[)d[e 

tjet^eilt, noson n Xtirile in B F ent< 

^atttn flnb , unb bar($ aQt biefe X^et« 

(ung0))unttt @bmfn gfifqt, bie paxaU 

lel juT ®afi« ABCI) finb, fo finb 

aße btefe @d^nitte mit btr @ninbfläd^e 

fongrucnt (S- 219, dufaQ), unb ba« 

$aiaDete))ipeb toiib baturc^ In in gtefc^e 

^aT(itIele))tpebf aetS^tüt, beren tinc^ 

^ " AöCDdabc ift (8. 239). 6« ifi 

tmmtai^ A L ^ m . A C unb AG ■= ii , A c, uub ba^er A L : A G ^ ni : n, 

nnb mll oac^ BK j BF = m : n, fo ip AL : AG = BK : BF. 

(3) e« fei B K : B F tin infornmenfarable« SSn^AItniß. SEBAie 

in biefm SnOe nUfit 

AL : AG = BK : BF; 
fo mägtt 

AL : AG 5: BK : BF, 
ober bie »ierte ^ropottfonale ju AL, AG unb BK müfte g BF 
l'dn. SRon nt^me alfo an, eö fei AL : AG = B K : BZ. 

9hin lAgt fic^ abtr ble $ö^e BK In folc^e fietne eleic^e X^eilt 
t^eilnt, baß frgenb ein a:efilunaa))nnft z jlBifcOm F unb Z fäUt, nub 
»eim man burifi biefen $unft z bie (Sbeue rz patadel jnt ©aP« 
ABCD ^^rt, fo entfie^l baS ^araUele^jitieb Bv, ml(l)ti mit A L 

tSaUmea'l Oltm. anm. 4. «uR. 16 




Mtfelbe ®niiitiffi(l^e AC ^at, utib trffm 6Ht mit bn ^ifft RK fft 
fcmmenfurabltfl aStT^ltntfi ir>it; btmnac^ ift na<$ (a) 

AL : Uv = BK : Itz, 
nnb WetI 

AL : AG= BK : BZ 
l^trittögf SSoTtiudfe^iing tti ®ep(r0; fo wäre an(( 

Bv:AÜ = Bz:bZ, 
mi abfurb ifl, »fit AG < Bv, nab BZ > Bz. Mlfo fnmi Wt 
fitxtt SptcporKonflIi HI*! htB^« oW BK fdn. 
SRan ft$e alfo, e# wäre 

AL:AG«BK:BX. 
Xlftilt man trttbtr BK in fpfr^t Difid&e fItint X^elle, ba$ wtnlflftea» 
rin 3:^ttlHng@i)un[t x jicift^en X unb P füllt, nnb man fAl^rt bniit 
ben $nnft a btt jut Safle AC paraDelf tSbfitt wx, wobnr^ tmS 
nrue ^ara[[tlt))jf)fb Uw er^altm wirb; fo ifl nat^ (et) aai$ 

AL : Bw = BK : Bx, 
babet tv&rt an<$ 

AG : Bw = BX : Bi, 
nnb nwtl ^itr Bw < AG, aber Bx > BX ifi, fo ift an* Mtft 
$TP))i»tion falfi$, folglich fann bie vierte ^roportionaie p AI., Ati 
unb BK nicbt firfner fein al& BP. 

2)0 nun A L : A G ivf ber größer no4 H«n« «il* B K : B K 
fein fann; fo mn$ not^iventig AL : AG = BK : BF fttn. m\o 
vergalten {leb aUgemetn f,wti rtc^twinflige $ataDfIe)>ipebe von bcrfelbtn 
@nittbflä*t »ff t&re ^ö^rn. 

II. 3Ran firat Pfe bdben re^twfnfligro ^ßataQtlttiititbc A'G' 
nnb A'N' (gig- 192) auf einer Sbene C'L'l' fo neben einonbr, 



f{>^ 



. j ljJ . 



ba$ bie Si^enM ber rechten fflinitl ß'A'D' nnb l'A'L' W($feIfetHg 
bit aSerlängemngen Bon efnonber werben, baß alfo B'A'l' unb D'A'L' 
gerabe Sinien feten, fo tnflffeii, wefJ bie betten ^araUdeptpebe tc# 
»infllg finb, nnb gteli^e §ö^en fiaben, jwef Sfitenlinien berfefben in 
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bet onf Me dbtnt C*VV fenfrec^ten ©erabeii A'B' Qtnan jufamtnfit^ 
faOeiu !X>a femer irndf bett fßnnft iL' jur (Sbnte C'LM' nur eine 
eisjige parallele (Sbene aefA^rt n)erbeti faiiii, [o Hegen bie Slec^tecfe 
E'G' mib M'O' in berfelben (gbene N'O'G'. Verlängert man nnn 
bie (Ebenen ber fUe^ttit B'G' nnb L'N', tbtlätt ftc^ in ber ®eraben 
P'O' ((^neiben; fo tt>irb babnrc^ ein britte6 re(^tn>inniged $araatie)>i^ 
ptb A'Q' be^ntt !X>a aber bie beiben ^araOelepi^ebe A'N' nnb 
A'O' biefette »afi« A'O' ^aben; fo ift (nadt I.) 

VN' : A'O' = VI' : A'B', 
mib n>eU bie ^raae(e))i))ebe A'Q' nnb A'G' biefelbe 9afl6 A'F' 
^ben, fo ifl and^ 

A'O' : A'G' = A'L' : VD'. 
6etit man biefe beiben ^oportionen infammen, fo er^&(t man 

A'N' : A'G' = AM' X A'L' : A'B' x A'D'. 
9}nn ifl aber («. 148) 

Är.A'K' : ar.A'C = A'l'.A'L' : A'ß'. A'D', 
alfo and^ 

ro/.A'N' : vol.A'G' »= «r.A'K' : nr.A'C. 
Sttfd^ 1. SHfo finb atlgemetn jrnei rec^ttoinflige ^araOele^rf^ 
))ebe A'N' (gig. 192) nnb BM (^g. 191) im }nfammengefe$tett 
Ser^&Iteiffe il^rer @mnb9&(^en nnb il^rer ^o^en. 

!X>enn mac^t man B F = A' E' , nnb fu^rt man bnrc^ ben fßnnft 
F eine (Sbene FH paxaUd jnr Safid BD; fo ifl, mil bie ^araDel^ 
e))i)>ebe VN' nnb BH biefelbe ^bbe §aben, 

rö/.VN' : vol.BH = ar.VK' : ar.BD , nnb 
volBü : f^oABM = BF : BK = A'E' : BK, 
tt)eil bie ^araOelepi^ebe BH nnb BM einerlei Qixmtflä^t ^aben. 
@e^t man biefe beiben Proportionen jufammen, fo er^&It man 

uo/.A'N' : rö/.BM = «r.VK' x VE' : «r. BD x BK^ 

3ttfa# 2. 2)a ba« Sie^^tecf A'K' = Vl'.A'L', nnb ba6 
Stec^tecf BDr=:AB.BC, foifi burc^ @nbßitution auc^ 

uö/.A'N' : rö/.BM = A'l'.VL'.VE' : AB.BC.BK, 
b. $. jtt>ei re<l&ttt)inflige 5ßarallelepipebe »erhalten jic^ wie bie ^robnfte 
aM ben brei in einer (Säe gufammenflofenben Tanten, ober {ie {tnb 
im jnfammengefe^ten SSer^altniffe i^rer brei 2)imenftonen. 

S. 24L 

9luf^äbe. 2>en forderlichen 3n^a(t eined red^ttoinHigen $a^ 
ralle{epipebd AG (^g. 193) ju beßimmen. 

Slttfldfttits. 2)a eine ®r6$e nnr burd^ eine anbere i^r gleidb^ 
artige gemeffen merben fann, fo muffen mir audb irgenb einen Körper 
aI6 @inl^eit für bie SSergleid^ung ber übrigen Körper anne^en, nnb 
bann ))erfie^en n>ir nnter bem Jtnbifin^alte (Skotomen) eine6 Stotpn^ 
ba6 Ser^&(tni$ beffelben gn hm al6 (Einheit angenommenen Stitptt, 
toelÄer immer ber über ber glad^eneinfielt errichtete SBürfel ag i^ 
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(S. 205 imb arg. $. 158), 
beffoi btri X>1menf{oiiea bnii' 

finb. 

9tm ifl nad^ ($. 240, 

am 2, 







CO/. AG : 


8g 


_3 




AB. 


AD.AE 


: ab 


.id 




ober 












•o/.AG : 


°? 


^ 


i 


? AB. 


AD.AE : 


I, 




p 


, well 








«f 


8 


b = ad- 


= ae 


^ 




alf. 








AD 


.AE X afr, 







vol. AG = ATI 

b. i. ba« $araatlf)){t)eb AG titt^Alt Me Jhiblftin^dt as fo ofl, mit 
oft bad $iobuft aa« bnt bref 3)tmfn{ioneii bti ^axaUtUpiftt» (loelibt 
auf bleftlbe SlMtateto^eft btjoflen, unb affo in ^affltn anßgtbrütft flc 
bfl*t wxrben nräffm) bte ein&ett enteilt. 

ee$t nwit bie ftnHWii^eit ag = 1, fo ffl alfp AG - 
AB. AD.AE, b. i. bet 3n^a(t dnt« tcc^twinflig» $araafle))it)(b« 
■tottb ge^nbra, ttmu man bie btd in einer (Stfe beffelben pfammen? 
. ^ntben ©etienltnfen mit efnanber tmilHiJlitftt. 

3ufa^ 1. SBeit A ß. AD = ar. AD, fo ift üu* AG = 
ar AC.AE = AßCD.AE, b. ^. ber UrpaU^t ^f)aU eine« ret^t« 
winlligen $ataDeIe))tt>ebd tvirb aui$ fjefnnben, n>enn man feine ®nmb< 
fldf^e mit ber Aifft nnt(tf|9lictrt. 

pr ben SaQ, ia$ ble biei ffanten AB, AD nnb AB, auf 
biefelbe Sineareitt^eft ab bejogen, fornmettfurabei jinb, ^dgt bet biDßt 
9Inblf(f nnferer %iQVx, ba^ man auf ber ©runbfl&i^e AUCD ben 
SBArfei a g; fo oft neben einanber flellrn fönne, mfe oft bit ©nntbpAc^e 
abcd in bet Saß« AB CD enthalten ifl, toßbarc^i bann ein $a= 
t<iaele)>tf)rb BV et^alten Wirb, ivel^ed mit AG biefdbe @ninb^ä($( 
AC, itnb mit »g gleist ^i^e Un = a« ^at. 3ft nun ABCD 
= n . abcd, unb A E = m . ae, fo ifl B V «= n . ag, unb 
AG ^ m.BV = tnn.ag. 

3»faft 2. 3fi AB = AD, fo_ffi AG = Äb'aE, nub 

wenn ou* AE = AB, fo ifl AG = Äb', b. l bet ÄnBifin^aft 
eines ffiürfeld wirb gefnnben, wenn man eine Seite beffeltw» (bmri^ 
eine S^^^i anSgebtftift) auf bte britte ^otenj et^ebl. 
* Slue bitfnn ®niitbr ntnnl man in in arit^inttit blt brUttn $iittiijtn voviUQl' 

weift AubiFjo^len ein !a)nrfelja^(ni. 

Safdl» S- 9la<bi- 239, 3ii[(i&2, ifl frb«« $araaele))l)}eb glei4 
fteflu tet^twinfligen $araaele:))i))eb , meiert« mit ^m gleite ®rnnb« 
fA^e ratb gleite -^ö^e ^at; brmna^ nid) bor ffubifin^alt tinttf jcben 
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^xaÜtUpipeH gefangen, mnn man [eine ©rnnbpac^e mit ber <^o^e 
mÜipMü. 

S. 242. 

SIttfgaBe. 2)en Jtnbifinl^aU eined keifeitigen $ridma jn be^ 
ftimmeit. 

^uflofuna. 9Ia(^ S. 223 tt)irb jebed ^ara(le(e))i))eb bnrc^ 
ben !X>{agona(f(^n{tT^al{)irt; a(fo ifl nmgefe^rt jebed breifeitige $ridma 
AB CD EP (gifl. 190) bie ^alfte elned ^araüelepipebd AH, mlä)t^ 
mU il^m biefelbe ^of)t nnb eine boppelt [o große @rnnbflac|ie f)at 
Sejeid^nen toir nun bie gemeinfc^aftlidb^ ^of)e mit h, fo ift A H =■ A G . Ii 
(8- 241, 3wfö6 3), unb bemnadb AßCDEF = | AH = i.AGJi 
= z/ABC.h, b. ^. ber Sn^alt eine« bceifeitigen $ridma tt>irb ge^^ 
fnnben, n>emi man [eine ®runbpac^e mu(ti))(icirt mit ber ^o^e. 

fttfa^ i. 3ebe0 ))ielfeitige $ridma AH (gig. 186) Va^t üc^ 
)iagonaI[c^nitte in lauter breifeitige fßridmen t>on berfefben 
^6§e (= h) jerlegen, unb bann ifi ABCFGH = z/ABC . h, 
ACDPHI = z/ACD . h, unb ADEFIK = z/ADE.b, olfo 
ABCFGH 4- ACDFHI + ADEFIK = (^AßC + z/ACD 
+ ^ADE).h, ober ba^ $ri6ma AH = ABCDE . h; b. t bet 
Sn^alt einea ieben ^ridma mirb gefunben, loenn man feine @rmib^ 
^äc^e mit feiner ^ö^e multiplicirt. 

Sttfo^ 2- Sejeid^net man nun bie ^ubifin^alte jmeier $rid^ 
men mit P unb p, i^re ®runbpdc^en mit B unb b, unb i^re ^o^en 
mit H unb h, fo ifi P = BH unb p = bh, folglic^^ 

a) P : p == BH : bh, 
b. f}. smei ^dmen flehen im jufammengefe^ten SSer^aUniffe i^rer 
®runb^a(^en tmb .^i^en. 

/}) 3fi P = p, fo iji aud^ BH = bb, bemnad^ 

B : b = h : H, 
b. f). bei gleichen $ridmen {tnb bie <^ö^en ben ©runbflac^en umgefe^rt 
))ro))ortionaL 

y) 3ji B : b = b : H, fo ifi BH = bb, alfo P = p, b. f). 
menn bie ®runbfl&c^en jtoeier ?ßri^men ben ^o^en berfelben umge^ 
feiert pro<)ortional finb, fo finb beibe ^ßri^men einanber gleid^. 

(S) 3fi B = b, fo ifi 

P : p = H : b, 
unb ifi H » h, fo ifi 

P : p = B : b, 
b. f^. ?ßri«men »on gleidber ®runbflädbe üerj^alten jtd^ tt)ie i^re ^öben, 
unb ^JJridmen »on gleiten ^ölgien »erhalten fid^ wie i^re ®runbfläc^en. 

s) SP B = b, unb H = h, fo ifi anif BH = bh, unb ba^^ 
§er aud^ P = p, b. f). ^ri«men t)Ott gleidben ®runbp[adbf« «»^ ^^^^^ 
lei «l^o^e finb einanber gleid^. 
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I&tfytialf. ^ec fÖT))ttIi(4)e 3n^oIt einer bretfeiligen >4J9i^amibe 

194. SABC (gtg. 194) rnirt» flefont«, 

menn man CaS ^lobuft auA btt 

^k @iuntfia($e in bic ^öbt bn $ttra* 

" miCe bur* 3 biefblrf. 

Srtoeid. 3Rati ^albiie bfe @(i' 
tenlinie SA im ll^tmttt a, unb Ifge 
bur* biff« 5Punft h bfe jur SSafie 
ABC parallele @6en( abc, unb bie 
jut Seitenfläche SBC.))ataaeIe ebene 
ade, fo werben andS bie ©elten 
SB, SC, AB, AC, nnb bie ^Ö6e 
SO ^albirt (S. 187), Me ^ß^ramfbe 
S a b c <v ^IJ^raniibe a A d e (S- 233, 
3Mfa& 2) -" $9rami6e SABC, alfo 
ani^ ^abc c^ ^Afi«, nnb weit 
^Ade : ^ABC = Äd' ; Ä~C = 
1 :4, alfo ^Ade = J^ABC, fp ifl auc^ ^abc = J^ABC, 
Dber, tornn n>ir ^ABC => B fepen, <^Ade = ^abc » iß. 
äfften mit femer dg||AB, fo Wirb aaä) Cg «= Bg, ^Cdg = 
A ^ A ß C = i B, unb bemna^ baß ißaraDefogramm Bedg=^ABC 
— ^Ad« — Cdg 

=.B — JB — iB = iB. 
9ta(^ Segna^me bei ^^ramtbtn Sabc nnb aAde Uübt nn« 
nod^ bei A6i))er B C d e a b c. SBeil nun ater ab # eB # dg, (o 
liegen ab unb dg in einer @6ent (S- 179, d^faH bemnac^ iß bfe 
gfgur abgd ein ^aiaQeiogramni ($. 60, Bnf- 1)» nnb ba^er {fl bei 
Äötpet C dg abc ein bteifeilige« 5ptiema, roelc^e« »fr mit p tejeii^» 
nen »oDen, unb beffen $5^e = o = ^ S = i H fein foH, bem« 
na* ifl p = ACdg.Ofi ($. 242) = i^-i^ = iBH- 

@nbli(ti bleiM unä nod} baS breifeitige $ridma Bbgade, beffen 
©runbßäc^en bie !£itetede B b g nnb a <1 k , unb beffen SeitenftAt^en 
bie ^araOelogtaunne B a , B <f unb a g finb. 2)lefed $riflnta toDtleu 
tvii.fnij mit p' bejeic^nen. Segen mir nun buii^ bte @eiabe B e bte 
Sbent B r fjaraHel jur @(iene &g, nnb oerlängetn bte (Sbenen a d r, 
ab« unb Ob; fo entfielt btii ^aradele^iftieb dh, beffen 3afi« 
Bd = I B, nnb beffen ^ö^t = Oo = JH. !£)a ob« ba« ^a> 
tadelogianim Ba als 3^tagonaIfc()nflt bad $arallelepfpeb dh ^aibtrt, 
fo ffl ba« $ii«ma 

p' = idU = i.Bd.O« («. 241, Sufaj 3) 
= l-iB-^H » IBH. 
(Si ift bcmna(t bie gegebene ^^ramfbe 
SABC = $91. Sabc + f^r. aArfe + p + p' = 
2 5p?r. Sabo + p + p' = 
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2 $9r. Sabc + |B.H + iB.H := 
2 ^r. SHbc 4- i-B.H . . . (a). 



Stl^tn wix um, ia$ bie brdfeitige $9tamit)e SABC irgenb 
rfB X^, ). 8. in M< S^eil eined $ridma P fei, ml(it^ mit il^r 
jleb^e ettmbfUiätt (B) unO tinerlei <^6§e (H) §at; fo ifl n>o^( für 
|u( einleuc^tetib , ba^, rneii ^\)x. Sabc ~ SABC, bie ^^ramibe 
Sibc berfelbe aliquote Zf^dl eiueö 5Pridma (P') fein müjfe, beflfen 
enmbfl&c^ = Aabc, tmb beffea ^ol^e «» So ifi. 6e^en mir alfo 

po/.SABC .-= Vp =: i.B.H . . . (ß): 

I fo mitp aitcti 
«f/.8abc = -.P' = *.Aabc.So = i IB iH =-i- . BH fein. 

n n n * * 8»» 

SibfHtititen mir biefe SBert^e in ber ®lei(^ung (a), fo ftnben mir 

^BH = 2 j-B H + lB.H, 

8 II • * ^ 

ober 

olfo 

4 -= 1 + II, folglich n = 3. 
iSiefer SBert^ in bie ®(eic^ung (ß) gefegt, gibt enblic^ 

voi.SABC = iBH «'y^. 

Sttfa^ |. 2Ufo iU iebe breifeitige ^^ramibe ber britte a:^eil 
fined ^ridma, meic^ed mit i^r gleiche ®runbfl&c|ie unb gleid^e ^ö^e l^at. 

^Ufa^ «. 3ebe t)ielfeitige 5J^ramibe SABC DE (gig. 184) 
n)irb in lanter breifeitige ^^ramiben t)on berfelben JQif)t jerlegt, menn 
man burcfi bie 2>iagonaIen A C , AD ber ®runbflacbe unb burc^ bie 
SplUt S Ebenen (egt. Sejeic^nen mir bie «^ö^e ber ganjen ^ra^ 
mibe mit H, fo erhalten mir 

^\)x. SABC = iAABC.H, 
^JJ^r. SACD = ^äACD.H, 
^^r. SADE= IäADE.H, 
unb btmnadf bnxdf ^jbbition 
^P^r. SABC1>E = SABC4.SACD + SADE4-...=: 
== lAABC.H + |aACD.H + ^AADE.H+_. 
= |(^ABC + ^ACD + ^ADE + . . .) H 
= l.ABCDB.H. 
aifo mirb ber förperlid^e 3n^alt einer {eben ?Pi^ramibe gefnnben, 
menn man ba6 ^robuft aud i^rer ©rnnb^äc^e in il^re ^o^e burdb 3 
bmibirt 

Sttfa^ 8. Sllfo ifi aud^ jebe iß^ramibe ber britte 3;^ei( elne^ 
5ßri6ma, meldte« mit i^r gleic^ie ^if)t unb gleite ©runbpäd^e f^at 

Snfa^ 4 ©ejeic^nen mir nun bie 3n^alte jmeier ^^ramiben 
mit P, pj i^re Orunbflad^ett mit ß, bj unb l^re ^ö|en mit H, h: 
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fo i|i P = iB.H, p = Jbh, 
unb bemnad^ 

a) P : p = B.H : b.h, 
b. ff. itoti ^^ramtbeti finb im ittfammengefe^ten aSerl^altHtffc i^rft 
(Btnni^titn unb i^rer ^ö^en. 

/J) 3fl P « P, fo Iji auc^ BH = bb, bal^er 

ü : b = h : Hj 
b. $* iei gleichen ^^ramiben ftnb bie ®xmt)fla^tn ben ^öl^en untge^ 
fe^rt proportional 

y) 3fi BH = bh, difo B : b = h : H, fo ifi ouc^ 

P = p; 
b. f). tDenn bie ©runbßäd^en jn)eier $v^amiben il^ren ^o^en umge^ 
fe^rt proportional jinb, fo jinb bie beiben 5ß^ramiben einanbcr fllci(t. 
*) 3fi B = b, fo ifl 

P : p = H : b^ unb ivenn H = h; 
fo iß an^ 

P : p = B : b; 
b. ff. ^ß^ramiben »on gleiten ©runbfldc^en »erhalten ftc^ wie ijire 
^ö^en, unb umgefc^rt: ^ß^rantiben ron berfelben $ö^e »erhalten ^ 
n)ie i^re ©runbßac^en. 

«) 3(1 B = b, unb H = h, fo tfl anc^ 

BH = bh, bewnacb auc^ P = p; 
b. ff. jnjei ?ß^ramiben tjon gleic^ien ©runbpad^en unb berfelben ^6§e 
finb einanber glei^. 

8. 244. 

^lufgaBe. 2)en förperlid^en Sn^alt einer abgeßu^ten ^W 
mibe ju berechnen, n)enn bie beiben paraUelen ®runbfla(^en unb t)ie 
^bf)c M Xxnntu^ gegeben ftnb. 

9Iuf[öfuitf|. Sejeic^nen n)ir ben forperlid^en 3n^a(t ber $9' 
ramibe S ABC (glg. 194) mit K, ben ber $v^amibe Sabc mit k, 
unb feften tt)ir K — k = T, bie untere ©runbftad^e A B C = B, Mc 
obere abc = b, bie ^o^e Oo = h, SO == x, alfo 

So == SO — Oo = X — h, 

fo tp 

K = JB.x, k = |b (X — h), . 

ba^er 

K — k = T ==^ iBx — ib (X — h) = 
== iBx — ibx + ibh = 
= |(B — b)x + ibh_. (a). 

3?un ift aber nad^ g. 226. 

z/ABC : ^i/abc = SO: So*, 
ober 

B : b = X» : (x — h)*, 
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(X — h)« B = bx*, ober (x — h) v/B == x y/b, 
X y/B — h \/B = X s/b, 

^i $ierati6 

„ h •B _ h yB(x/B + >/!)) _ h (B + v/ßb) . 
***>/B— v/»> B — b "" B — b ^ 

l kma^ bnt^ ®itbßttutiott ju^ber ®Ui^unQ (a) : 

r=.i(B-b). '^^\+J^"'^ + ibh = ih(B + v/ßb + b) 

=, Ih (B + b + v/Bb), 
b. ^« tt)fitii eine $)^tamibe burc^ eine @6cne paxaüü mit ber Saftd ge^ 
fi^Uten n)irb, [o gleicht ber S^runfud breien ^i^ramiben, n>e(c|ie begie^ 
tliigdkoeife bie beibett paraUelen ®mnbfIddCfeti unb bie mittlere geome^ 
Irifd^e proportionale jn)ifd(fen biefen jn ©rnnbflac^en , unb mit bem 
L Xmnfu6 einerlei ^o^e ^aben. 

8. 245. 

Sefltfa^. 3ebed breifeitige $ri^ma fann in brei gleiche ^^^^ra^ 
ramiben }er(egt n)erben. 

SeUieid. "Slan (ege burd^ bie fünfte A, E unb C ($ig. 185) 
eine (gbene , fo toirb baburdd bie breifeitige ?P^ramibe E A B C (welche 
)t)ir mit P bejeid^nen tDoSfen) abgefc^nitten , toel^^e mit bem $ridma 
ABCDEF biefelbe ©rnubpäd^e ABC (= B) unb biefelbe ^ö^e 
(= H) f}at ^ladt ffiegnal^me ber $^ramibe P bleibt nod{i bie t>ier*^ 
fettige ?ß^romibe EACFD, bereu ©pi^e in E liegt, unb bereu »aft« 
l)a6 ^Parallelogramm ACFD ifi. 8egt man ferner burd^i bie 2)iago^ 
nale AF unb bie ©pije E bie (gbene AEF, fo wirb bie $v^amibe 
BACFD in bie jvoei breifeitigen ^P^ramiben EAOF (= PO unb 
EACF (== P'O jerlegt, loelc^e gleid^e Orunbpiäc^eu (». 150, 3of- D 
§aben , nuD bereu @)>i$en in bemfe(ben fünfte E liegen. 93ou E au6 
aber faun auf bie @bene ACFD nur ein einjiged $er)>enbifel gefaQt 
merbeu; bemnacb ^aben bie ^P^ramiben P' unb P" aud^f gleitfie ^6^eu, 
unb ba^er finb jle felbfi einanber gleid^ ($. 243, ^n^a^ i, s). Setrac^^ 
ten tt)ir aber ba« z/DEF (= ^ABC = B) aU ®runbfladbe ber 
5P^ramibe P', fo Hegt i^re ©pi^e im ^Punfte A, unb bann f^at jle mit 
ber ^P^ramtbe P gleite OrunbflÄcl^e unb biefelbe ^ö^e H j alfo ifi aud^ 
P = P; folglid^ P = P' = P". 

8. 246. 

&e^tfa1^» Sßenn ein breifeitige^ $ridma burc^ eine gegen bie 
SJafId geneigte (Sbene gefd^nitten lolrb; fo ifi ber forperlidbe 3u^att 
biefed abge^^ten $rldma gleid^ ber Summe breier 5p^ramiben, welche 
mit Um ^ridma einerlei ©runbß&c^e l^aben, unb bereu ©pi^en in ben 
(S(fen be6 fc^iefen ©d^nitted liegen. 

fßetoeU. e« fei ABCDEF (gig. 195) ein fd^ief abgefc^uit« 
itnt^ ^rWma. iegt man burd^ bie fünfte B, D uub C bie Sbeue 
BCD^ fo Witt t^abut^ t)on bem abfte^kuljleu ^x\?>xciQ^ XJvt ^[i^äJ^^ 
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$Vta«it>e DABO gtinimt, bcrcn Safifl hd 
^ABC iQ, imt> bnta 6))i(e im$Btift( Utgt' 
D« SR(ft DBCFB ifl tlne »letfettiee ip?ta«ttt, 
beten €pi{)t tn Hegt, nnb beten ®mabft&i^e 
ba« Xtape) B C F E 1% Segt man bui<$ bie m> 
flonale CE nnb ben $unft D eine (kbmt, \t - 
lolrb babur* Me »letfeWae qj^ramlbe DBCPB ^ 
jerteflt tn bte brelfeittfle qji^tamibe DCEF, bei« " 
©Uifif tn D, nnb beten Safl6 ba« ^CEF ift, 
nnb js bie breifettlge $^iamtbe DBCB, liera 
Slpt^e In D (tegt, nnb beten ©nmbfU^e M 
^BCE ffi. 

9lun ite^e man bie®erabnt AP, BP tmbAB. 
aietglef^lt man nnn bie ^^ramibe DCEP mit ber $^tamibe ABCP, ; 
beten @))iße in A, unb beten ®runbßäi$e baS ^BCF i^, fo leigl 
fl(^ , baf btefe ^^tamlben gteic^ feien , weil fte gleiche Stnub^^en 
nnb 9(eli$e ^S^en ^abtn; benn e« i^ ^CFE = ^CPB, weil 
GF H iJE, nnb bie €))t0en A nnb D liegen in bcrfelben ®eraben AD, 
n>e[c^c pataUtl mit btx ®tunbfl&4ie BCF ift, unb flnb bemna(t griffe 
weit von brt (Stnnbfläc^e entfernt. 3)a a6et aaü) bai ^ A B G aU 
®runbßiiie bet ^^tamlbe AßCF betta$tet wetben fann, beten €|)i(e 
bann tn F liegt , fo ift aaä) bte $t}tamtbe D C F E gleich bet äbet ber 
99afi« ABC etric^tettn ^tjramibe, mtlii)t if)xt @pi$e In F ^1. 

enb(i(6 ftaitn bie ^ijtamiben DBCB unb ABGE bie gemein' 
f*aftli*e Saft« BCE, unb i^te ©ptöen tn D nnb A. Beil abee 
AD vataÜet mit bet (Sbene BCFE ip, fo fmb bie an« D nnb A anf 
biefe dbene gefällten €enftec$ten einanbet glett^, unb btmna($ ^abea 
jene jwei llJi^tamtben ani^ gleii^e ^efftn, folglich fitib fie einanbet 
Slei« («. 243, 3uf«ip 4, O, ahmÜät bit $t»tamtbe DBCE ffl gleld) 
bet »Pftamtbe ABCE, wel*e man fi* anä) übet bet Safl« ABC 
ettic^let benfen fann, beten €))it[e alfo bann im $nnfte E liegt, de 
tfl bemnac^ 
ABCDEF = $l}t. ABCD + qjijt. GEFD + ^x. BGED 
= qjijt. ABCD + 5hjt. ABCF + qjijt ABCE. 
^ufik^ 1- aSenn bafl $ri«ma fenftcf^t ifl, fo ße^tn bie ®eU 
len AD, BE unb CF fenftec^t auf bn ©tnnbpH« ABC, nnb 
bentnac^ ift 

gjvjt. ABCD = ^ AABC.AD, 
$91. ABCE ^ \ aABC.BE, unb 
^t. ABCF = i aABC.CF; 
alfo bnti^ Slbbition biefei btei ©[ei^ungen 

ABCDEF <= i ^ABC [AD -f BE + <^H 
b. 1). ber 3it^all eine« ft^ief abgefc^nittenen fenhe((teu bteifeilign 
^i4ma wirb gefnnben, wenn man ba« $tobnft an« bec @ruttbft&(tie 
in bie ®nmme feinet biet Seiten bntc^ brei bitiibirt, ober wenn man 




251 

eilte ®tnnt>fla^t mit bem arit^mc ttf d(fett Mittel bet hxti auffiefiettbett 
Xanten mnUipMxt 

Sufai 2. 2)ur(^ ^ulfe Mefe6 ®aftc6 Wunen tt)tr nnn bie 3tt^ 
1)alte inel^rerer unregelmäßigen Rotptx beregnen. 

196. ee fei i. S5. ber Äör^et 

A B C I) E K (gig. 196) ein an 
beiben ®runbp&^en fc^ief ab^ 
gef^ttittene« breifeitige6 ^ti^^ 
tm, fo ifl AD II BF II CF. 
%nffxt man nun butc^ einen 
beliebigen $nnft a bet@eite 
AD einen auf Me brei @ei^ 
teil fenf rechten Schnitt abcj fo erhalt man bie jwei an ber obetn 
33aft6 fc^ief abgefc^inittenen fenfrec^ten 5ßridmen A B C a b c nnb a b c D E F,^ 
unb e6 ifl bann 

abcABC = I z/abc (aA + bB + cC), unb 
abcDEF = | ^abc (aD + bF + cE), ba^er 
abcABC + abcDEF = |^abc (AD + BF + CE), b. i. 
I50/.ABCDEF = J^abc (AD 4- BF + CE). 

$l(fo n>irb aud^ bet Jhtbifin^alt biefed Aörperd gefunben, totnn 
man ben britten Xf^dl ber bie Tanten fenfted^t burd^fc^neibenben Sbene 
mit bex Qnmmt ber brei parallelen @eiten multiplicirt. 

3ttf^^ 8^ ®^^ ^i^ irregul&rer Körper, ber ntdbt )u ben bid^ 
^er betra^teten gehört ^ bered^net merben, fo jerlege man if^n in ^P^^ 
rantibeU; ^araQelepipebe unb $rtömen, unb bered^ne bie einjelnen 
Xf)tlU, fo ifl bie ®nmme berfelben ber gefud^te Aubifinl^alt. SRan 
fann {idb aber and^ einen t)on lauter Sbenen begrenjten fon))eren Stix^ 
Der in (auter ^^ramiben )er(egt benfen , inbem man au6 einem fünfte 
innerhalb beffelben nac^ allen (Scfen @tral^Ien (SSeftoren) jiel^t, unb 
burd^ ie jn)ei biefer Strahlen Sbenen legt, looburdb ber Äörper in fo 
))ie(e ^ramiben gerlegt loirb, a(d er ®e{tenfläd^en ^at. Seredbnet man 
nnn äffe biefe ^^ramiben, fo ftnbet man ben Sn^alt bed gegebenen 
Stoxpex^ burd^ bie ©ummirung ber 98olumina aller jener 5ßvramiben. 
Sttfa^ 4* ®e^5rt ein gegebener Körper nid^t ju ben bid§er be^ 
trad^teteU; unb fann man benfelben, toit e6 ^auftg ber %aVi i^, ni^t 
{erlegen, fo fann man ben AubifinJ^alt beffelben auf ))erfc|iiebene Slrten 
beflimmen, n)e(d^ed jeboc^ ein ®egenßanb ber ^f}\)^t i% SBir iDollen 
übrigens xaod biefer 9Retl^oben ^ier angeben. 

I. SÄan nimmt ein @ef&f , n>eldbe6 ettoa bie ^orm eined red^t^ 
n)inf(igen ^arallelepipebd ^at, unb beffen SSolumen man genau fennt, 
legt in ba6felbe ben )u berec^nenben Körper, unb füllt ed bann mit 
9ßaf[er ober irgenb einer anbem glüfftgfeit an. klimmt man enblid) 
ben Sixptx ^erau6; fo seigt bie IDiffereng )n)ifdben bem SSolumen be6 
®ef&fe6 unb bem Solumen be6 im ®ef&ße beftnblid^en Sßafferd ben 
Jhibifin^alt be6 gegebenen Aorperd. 

IL @d la^t [iäf ber ^bifin^alt eine6 Stixpn^ aw!^ bnrc^ ba6 
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®ttiA(f)t UfAmmtn. 3Ran nimmt n&mlic^ einen Keinen Stitpet, ber 
mit bem ju beredjnenben einerlei «Waffe f^at, nnb beffen SBoIumen Hm 
einen Ättbifjott betragt, tt)ä9t benfelben auf einer guten ffiag«, unb 
hierauf beflimmt man ani) ba6 ©ewid^t beö gegebenen Stitpexe, bann 
fe$t man bie fßro)>ortton an: Sßie {td^ bad ®en)id^t bed al6 Stn^eit 
angenommenen Körper« ju bem ®en)id>te beö gegebenen Ä6r^)erd \>tv 
tflLÜ, eben fo t)erl^ält jid^ ein Änbifjott jum aSoiumen be« gegeben« 
Äör^erd. 

8. 247. 

Sel^tfo^^ 3)ie KrperlicIEfen 3nl^alte ä^nlic^er ^v^^^^nibeti ^tv 
galten ftd^ »ie bie britten ^otenjen i^rer gleidbnamigen Slbmeffungen. 

^eUietö. Sd fei ber forperlic^e Sn^alt ber ^vamik 
SABCDE = P, unb ber ÄubiflnJ^alt ber il^r ai^nlit^en ?P^ramibe 
sabcde = p (gig. 184), fo ifl P = ^ABCDE^SO, unb p = 
|abcHe.80, alfo P : p = ABCDE.SO : abcde.so. 

3)a aber rtjegen Sle^nlid^feit ber ?ßv^amiben auc^ ABCDE ~ abcde, 

fo iP A BCDE : abcde == kfi : äb'= BC*: bc = ... unb biefc 
$ro))ortion mit folgenber 

SO : 80 ai SO : so 
jufammengefe^t, erhält man 

ABCDE. SO : abcde. so == AB*. SO : l^b^ so, 
alfo ifi aud^ 

P:p = Aß.SO:'äb.so. 
e« ijiaberSO : 80 = AS : as (J. 233, 3uf. 2) = AB : ab =k. 
(8. 187), unb fe$t man biefe ?ßroportlon mit folgenber 

AB:abs=AB:ab jufammen, 
fo erl^&It man 

A~B . S : all* . s = AB .-"ab* 
alfo auc^ 

S 3 8 » 8 8 

P : p = A B : a b = B C : b c =s A G : a = IC. 

S S 8 8 8 8 

= AS: as = BS : bs = K. = SO : s«. 
Sufa$. @d feien K unb k load immer fär ^toti A^nüd^e i^or^^ 
per , bie a(fo in gleid(i ))ie(e ber Orbnung nad^ d^n(id(fe ^^ramiben jer^ 
legt iDerben f önnen (8* 237 , II). Stemmen tpir nnn an , ta^ K aud 
ben ?P^ramiben P, P', P", . ♦ . jufammengefe^t fei, k aber au6 ben 
^Pvramiben p, p', p", . . ., fo ifl P -- p, P' ~ p', P" r^ p", 
u. f. 10.^) unb loenn A unb a ^mi ^omo(oge Tanten ber erflen ^^ra^ 
miben P unb p ßnb , fo fielen toa^ immer ffir i\t)ti äf^nllti) (iegenbe 
Seiten ober (Diagonalen ber A^nßc^en Körper R unb k im befianbigen 
SBer^ältniffe A : a ; ed ifi bemnad^ unferem ®a$e jn $oIge 

P : p = A* : a», 

P: p' = A» : a», 
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alfo 

p j p «. P' : p' «» P'' : p" = _ . « A» : a» 

CP + P' + P''+*-0:(P + P' + P" + -..) = P:p = A»:a^ 
. i. 

K : k = A» : a». 

Dfe bie dritten $oten)eti il^ter gleid^namigen SIbnteffungen. 

-it) S$on bett reditlarrit ftdtfiern* 

8. 248. 

fihrfljhruitg* @bt$ol9et)er mirt) ein reguUrer ober regele 
m&figer Stixpn genauttt, kDentt feine 06erfläd^e and (auter regnlA«" 
ten, gleid^en unb A^nlic^en Siguten gebi(bet mxb, unb n>ettn aUe för^ 
perlid^en (Sdtn beffelben t)on g(eid^ t)ie(en ebenen SBinfeln eingefc^Ioffen 
toerben, beren (Sbenen einerlei Steigung gegen einanber ^aben 

Sttf^ ]• ^^ ^^itt Körper ))ou lanter fold^en Figuren, bie 
\ti)& ober mehrere Seiten ^aben, eingefd^Ioffen »erben fann (g. 216, 
3nfaft 2), fo folgt, ba^ e^ nur breierlei reguläre Äorper geben fönne, 
nämlid^ a) fold^e/ beren Oberpad^e au6 lauter gleidbf^ltigen 3)reietfen 
bi^ie^tj b) fol^e, bie öon lauter Cluabraten eingefd^ (offen tt)erben, 
nnb enbli(^ c) folc^e, n^elc^e ))on (auter fongmenten regul&ren Sünf^ 
erfen begrenjt toerben. 

3tifa$ 2* ^A f^^ner jur Silbung einer @(fe toenigjlend brei 
ebene SBinfel erforbert werben, iebe @(fe felbfl aber immer Heiner alö 
360° ifi (g. 195), unb unter allen regulären ^ßol^gonen ba6 gleid^^^ 
feitige !Dreietf bie fleinfien SBinfel am Umfange ^at, fo ifi einlendb^ 
tenb, baf bei ben regulären Körpern eine @(fe toenigfien« = 180® fei, 
ui ha^ feine @(fe ))on fed^d ober nod^ mehreren ebenen SEBinfeln ge^ 
Mlbet n)erben fonne. 

3ttftt$ 8* SEBirb bie Oberftäd^e eined regulären ^örpere t)Ott 
lauter gleidbfeitigen Dreiedfen gebilbet, fo fann alfo iebe @(fe "oon 
3, 4 ober 5 ebenen SBinfeln gebilbet n)erben. 

A) SGBirb jeber Uxptxli(f)c SBinfel eine« regulären Äörperö t)on 
brei ebenen SBinfeln gebilbet, fo ifl nac^ ber Sejei(^nungdart, bie 
(8- 212 u. 213) feftgefeftt würbe, W = 3E, unb and^ W = 3S, 
alfo E = S. 9lun ifi.aber W = 2K(8.211), unb K=S + E— 2 
(8. 214) = 2 S — 2 = 2E — 2, weil S = E, alfo andt 
2K=4S — 4 = 4E — 4, unb ba^er W= 2K = 38 = 48 — 4, 
ober W = 2K = 3E « 48 — 4, woran« S = E = 4, unb 
K = 2.4 — 2 = 6 gefunben wirb. 3« btefem gatte ^at alfo ber 
reguläre Äorper t)ier ©eiten^äd^en , »ier Scfen unb fed^ö Äanten. 
2)iefer Sthptx wirb be^ wegen S^etraeber genannt, unb ifi bie brei^ 
feitige gleid^feitige ^P^ramibe. 66 ifi bei biefem Äör^>er jjebe (gdt^ 
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t= 3.60*= 180", rnib bemna(^ ble ©nrnme oOet (grfelt =4.180' 
= 720° (»j. 197). 




B) äßirb jebe €(fe M irgni&rnt Aöi^erft von t)in tbtnra fflin< 
fein getUbit, fs ll> W = 4e — 3S, alfg E — !S. ata t» V 
K — E+ s — 2, unb 2K = W, olfo aa« W = 2Eh-2S— ^ 
bajtt 4B=.3S =2E + 2S — 4, nmtd«« S — 8, B = 6, ' 
alfc K = 6 + 8 — 2 = 12 gefnnben mh-b. 2)i(f(r tegulftre Äöilw 
^at b«nita(^ 8 6ettrnfIA[$en, ivepbalb n miij Oflaebcr gettant 
»itb, 6 @(ffn, 12 jFanten unb 24 tbtne aCmfel. @0 ift ba^fi bdm 
1,8 DlWfbtc (rte dal = 4 . 60°, mj 

bie ©urarae aO« (Stfen = 6 . 240' 
= 1440° (Sa. 198). 

C) Sltb ffbr @(fe be« rtguli' 
rm Äötperö »on fünf (bmm SJiii* 
Wh jebUb« i (0 l« W = 5 E = 3 r 
«l(» E - f .S, nnbttitU W = 2K = 
2(E + S — 2) = 2E + 2S — 4, 
fo lfifi)»o^I5E= 2E + 2S— 4, Qlfl fltt$3 S = 2E + 2S — 4, 
btmto* 3E = 2S — 4, unb S = 2E — 4. 
an« btn bfibm lefttm ©tei^nngen fotgt alfo 
3E = 2 (2E — 4) — 4 = 4E — 12, ob« E = 12, nnb ba^el 
S = 2.12 — 4 == 20; folgll* K = 12 + 20—2 —30, nnb 
W = 60. 

liefet Don 20 gId(bfftHgen 2)Mi(ilen dngffiSIoffene reguläre 
Stivpn wirb Slofaeber genannt, unb ^at 12 @den, 30 IFqnten 
nnb 60 ebene ffltntel. Sebe Site beffelben Ifl — 5 . 60° — 300', 
unb bemuo* ble Summe aBer ebenen SBlutel = 12 x 300° = 3600° 
(»8. 199). 





=- 3ufo^ 4- Sßitb itx ngul&te Xirpn von lautrr CinatraleB 

-■Infltfdjloffen, fu wirb iebe ©dt btftUm »on 6rei (braen Slnfrin, 
>erfii (eber = 90" ifl, ge&HDet. e« fft bemnnd& bei bem ÄöiD« 
W » 3E = 4S, nnt) ireU W = 2K = 2 (H + S — 2), 
o ip (ut* 3E = 2E + 2S — 4, pbft E = 2S — 4, nnb 
4 S = 2 E + 2S — 4, ob« S SS E — 2. 

Sin« biffra fflteic^tngni für S mib E folgt nimS-.2S — 4 — 2 
=> 2S — 6, alfo S = 6, nnb E = 2 . 6 — 4 = 8, btiiraad^ 
K =6 + 8 — 2 = 12, mibW"=2. 12 = 24. 3)f((er Äör»)tt wirb bem» 
tta(^ Von fe((0 gldc^tn Cluabiatcn eingtfi^Ioffen, me^^alb fr auHf ^t» 
r a e b e t ^ff^t, unb tfat 8 (San, btrtn (ebe = 3 . 90" = 270", unb bertn 
200. Summe nlfo = 8 . 270" = 2160", 

12 ftanten nub 24 ebene SBfnM 
(gfg. 200). 
— I 3ufa^ 5. 5Bf«* roWl* ein 

I regaläter ffStptr pon lauter gflnf:= 

trfen begrenzt, fo fSunfn bfe ffirfen 
beweiben nur Don biet ebenen SBin« 
ttln gebilbet werben, meil jeber berftlben = 108". Sä iß ba^er bei 
Mefetn ÄBtper 

W = 3E = 5S, unb wegen W = 2K = 2E + 2S — 4, 
ift anib 

3E = 2E + 2S — 4, ober E =. 2S - 4, 
' nnt) 

5S = 2E + 2S — 4, ober 3S = 2E — 4. 
^ieranfl folgt nun • 

3S = 2 (2S — 4) - 4 = 4S - 12, 
atfo S = 12, unb bemnat^ 

E = 2.12 — 4 = 20, K = 12 + 20 — 2 = 30, unb W = 60. 
5)iefft Sixpn t)at bemna* 12 tegnlÄre günfede ju Settenfläc^tn, 
ire#n>rgtn er SobeUeber genannt wirb, 20 @tftn, 30 Tanten mib 
60 ebene SBinfel. 3ebe @de if) = 3 . 108" = 324", unb bfe eumme 
aHw «den = 20.324" = 6480" (Sifl- 201). 




S« gibt alfo nur bie fänf eiWA^nten regulären Aörper, bie au(^ 
ble *p(atpnif(ieii genannt werben, weil $Iato, ein grlet^ifüb« 9p^i» 
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io\opf^, i^ner^ il^re Sigenfc^faftett ttnterfnc^te. 2>ie Siguren 197, 198, 
199, 200 uttb 201 fleUett iuglf^ bie fogenannten ^e^e ber xeffxW 

S. 249. 

SIttfattBe. 2)ie Dber^d^en ber regulären Soxptx ja (ered^nen. 

Sluflofuita* 3Ratt fe^, bie ©renj^Ac^ett be6 gegebenen regu^ 
lören Äorper^ feien reguläre ^olijgone »on n Selten , berea jiebe 
^ X, fo ifi ber Umfang U eined fold^en 9$ie(e(fd = nx« 9Iun 
(aft fic^ um iebed reguläre $ol9gon ein Stxti^ bef(^relben, unb n)enn 
»ir ben ,!|ryalbmejfer blefe^ Ärelfed mit u bejefc^nen, fo ift b er ^bftani 
y einer üjJol^gonfeite t)om SRittelpunfte ber gigur = v/u" — ix\ 

folglich ber 3n^alt einer ®renjpä(^e 

S = I nx.v/u* — ix \ mtb 
=r 1 N,nx v/u« -T^*, 
mm bie ganje Oberpidbe be« fforperd mit 0, unb bie «nsa^I feiner 
©renafliädten mit N bejelt^net wirb. 

3ufa$. I. Seim 3;etraeber Ifi bemnad^ ü =r 3x, 

S = iü.y = i3.x.i^«= ^-^(8. 137, 3ttfaft 2), mib 

o 4 

II. Seim Oftaebet fji 

ü=.3x, S = iU.y="-l^, «Hb 

s= N . S = 8.—^ = 2 X* v/3. 

III. «ffm 3fofaebet ift «benfoB« 

U = 3x, S == ^1^, aber 

= 20.^^ = 5v« y/3. 

IV. »eim ^eiaebet i|l 

ü =. 4x, S =r X*, unb 
0= N.S = 6x*. 

V. @nbt{(^ ifl beim 2)obefaeber 
ü = 5x, 

S = i.5x.y =-^.ix v^r+T76 = lx*s/lTTV6, «ab 

= N.S = 12 . 1 X* v^n- 1 /6 « 15 x> N/r+fTB. 

«. 250. 

@tf Ijhmnaett. 1) Sßenn eine (Sbene mit bet Oberfläche einer 
Stu^el nur einen ^nnft gemein f^at , fo fagt man : bie (Sbene b t> 
r&^rt bie Stnqtl. 2>af bei )nm 9etä§rnn{)d)>nnft dejogene XnQtU 
^(Ubmeffer onf bie Setfi^tnngöebene fenfrec^t fei, er^eöt aui ber @r< 
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ft&ruttg ber Äugel (8. 210), aM bet ^ier flegebeneti (gtHÄrung t>ott 
hex ©erü^runfl^ebene; mi aM %. 210; 9. 

Umflefe^rt: SP eine (Sbene auf beti ^gef^albmeffcr im (Snb^ 
punfte fetifret^t, fo ift blefe Sbcne eine Scrü^rungdebene. 3)er »e^ 
n>ete erbeut au6 bem S. 210 ebenfaaa )0on felbfl. 

2) aaSenn aDe ©renjfl&d&ett eine« Äörper« bie Dbetfllät^e einet 
ttttb berfelben ^gel berühren, fo fagt man, ber Soxptt tji ber Äuget 
unifd^tieben, ober bie Äugel ifi bem Äörper eingefd^rieben. 

3) SEBenn bie ®)>i|ett aUer (grfen eine« ^ol^eberö in ber Dber^ 
fla*e einet unb berfelben Äugel liegen , fo ifi ba« ^JJol^ebet bet Äuget 
eingef^tieben, obet bie Äugel ift bem fßol^ebet umfdbtiebeu. 

3ufa^. 8fifo fte^en bie ©piften allet Sden eine« ^ol^jebet« 
t>om SWittetpttttfte bet umfd^riebenen Äugel gtei(^ mit ab. 

8. 251. 
jgel^tfa^- @inem jeben tegutaten Äörpet fann eine Äuget ein^ 
aefc^tieben unb umfd^tieben tDetben. 

202. ' »ettiel«. I. e« feieu M, 

unb R bie SWittelpunlte bet 

gleid&en unb ä^nlic^en tegu* 

taten ^ot^gone A B C D E, 

DEFGH unb BCLKI 

(gig. 202); tt)el(^e Otenjfia^ 

^ d^en itgenb eine« regutfiten 

^ot^ebet« fein foHen. ^al^ 

birt man nun bie Äante DE, 

unb »etbittbet ben ÜRittel<)unft 

N mit M unb.Or fo ftnb bie 

®etaben NM unb NO fenl* 

ted&taufDE; unb bemnad& ift 

bet aOBinfet MNQ bet 9»ei* 

qutta«n)infet bet gbenen DE6 unb ABD («. 169, X.), bie ©etabe 

DE ifi fenftec^t auf bieSbene MNQO (8. 170); unb ba^et ftnb auc^ 

bie ebenen A BD unb DE G fenftec^it auf bie Sbene MNQO («. 190). 

gttid^tet man alfo in ben 5ßunften M unb auf bie ebenen 

ABC unb D EG bie 5pet))enbtfet MS unb QT, fo Hegen biefe beij 

ben ©enfted&ten in einet unb berfelben Sbene MNQ («• 191; ll), nnb 

muffen fld^ im ?Punfte burc^ifd^neiben (8. iT , 3ufa$ 6). 

3iebt man nun bie Oerabe NO; fo ^aben bie red&ttoinftigen 
35reietfe MNO unb NOQ eine gemeinfc^aftlic^e ^^Potenufe NO, 
unb bie Äatfiete NM = NQ unb ftnb bemnad^ fongruent; atfo ift 
au(^ M = unb aas. M N = aas. N 0; b. l ber 3iei^ 
aung«tt)inlel MNQ toirb »on ber ©craben N ^atbirt. — AW man 
ferner M P J_ B C unb »erbinbet ben SKittetpunft P ber Äante B C 
mit bem 5!RitteI»unfte R ber ®rettjfta(^e BCK, fo ift and PR X BC; 
unb bemnad^ ift 933. MPR ber 9»eigung«n>tnfel ber «benen ABC 
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ttnl) B C K« 9tm t>er(faibe matt Me fßttnite P utib B itttt betn $imfte 
0, fo iji, tDcil OM = OM, MN = MP, utib SB. OMN = 
aSB. OMP«=R, ba6 ^NOM^^^MOP, folglid^ P = N, 
nnb aB.MPO «= SB.MNO = ISB.MNO- !Da aber bct Uiem tu 
gul&reti Stitifux je jtDet anftofetibe @e{teit{i&dbeit gleld^e Sleigttttgeti 
8tt etaattber l^aben , fo tfi SB. M N = SB. M P R , atfo auc^ 
|MNQ » |MPR, itttb ballet att(« SB.MPO = |MPR, fo(g(t(^ 
9B.MP0 s: SB.OPR, b. t. bie ©erabe OP ^albitt ben 9le{guttgd^ 
»itifct MPR. SBeil nutt SB.MPO == aB.OPR, OP = OP rnib 
MP =» PR, fo iji ba^ ^OMP ^.^^OPR, folflltdb OM = OR; 
trab bcr SB.OMP = SB^ORP, aber 9B.0MP = R, alfo atid^ 
SB.ORP = R, b. l bie ®erabf OR fle^t auf bie gemeinfd^aftHc^e 
!Dur(l^fd^tiittdIiitie PR bet auf eiuanber feuftec^teu @beneu BCK unb 
MPRO fenfred^t; bemnad^ ift bie ®etabe OR auf bie (Sbene BCK 
felbfi feufred^t ($. 190, 3ufa$ 4). 

Sluf biefelbe Sltt geigt man, baf aOe gerabe Sinien, n^eldb^ ben 
$unft mit ben äJlittelpunften ber äbrigen @ten)Pl&c(en t)erbinbett, 
auf biefe ©renjfl&cl^en fenftedjit unb ber ©eraben MO gleidb [^«i- 

3)enlt man jtd^ bemnadb eine Äugel, beten Sentrum in liegt, 
unb bereu ^albmeffer ber ®eraben M gleitti ijl } fo toerben aVit ®rena^ 
P&cden be6 gegebenen regul&ren $o()^eber6 9erä^rung6ebenen , ober 
fo berührt iene^ugel aOe ®rengfl&c^en be6 gegebenen £^dr)}er6 in il^ren 
SRittelpunften, alfo ifl bie genannte ^ugel bem gegebenen Körper ein^ 
gefdjrieben ($. 250). ^ _ ' 

II. 3)a bie Äante DE fenfredb* auf bie (Sbene MNQ ifl, fo tfl 
ber SB. ONE = SB. 0ND = R, unb tpeil aud& NE «NO, unb 
N flemeittfd&aftiid^ ift : fo ifi ba6 ^ N E ^ ^^ N D , bemnac^ 
iß OE = 00. 8luf ä^ntidbe 2lrt ermeifi man, ba^ OB = OC 
fei. So iji femer in I. ertt)iefen morben , baf N = P fei , unb 
weil audb ^E = BC, ober |DE = iRC, b. i DN-=CP; fo 
Itnb bie red^tn>inlligen !Dreiecfe OND unb OCP fongruent; folglid^ 
tfi OD = OC =^ OB. 8luf biefelbe «tt bemeiji man, baf bie Sc^ei^^ 
tel aller f6r)>erli(l^en SBinfel be6 vorgelegten ^ör^er6 t>om fünfte 
gWd^ tt>eit abfielen. 

aifo tnuf bie au6 bem 9WitteI))unft mit bem ^albmeffer OD 
befc^riebene Äugel burd& aKe Scfen bed gegebenen regulären Ä5r^>erd 
gelgien, unb bemna($ iji jene Äugel biefem Äörper umfcbrieben (8. 250). 

Sufa^- 8llfo ifi bie einem regulären Äor^jer umfdjriebeue ffu^ 
gel mit ber bemfelben Äorper eingefc^rieben^n Äuget foncentrlfdb, b. ^. 
beibe Äugeln l^aben einerlei SWittelpunft. Diefer 5punlt l||ei|lt axi^ ber 
äRittel)>unft Ui ^ol^eberd. . 
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8. 252. 
SIttfgal&e. 3)en Äubifin^alt eine6 regulären Sthtptx^ jn be^ 
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Slufldfuttg. @6 fei ABCDGK (Sig.202) irgenb ein tegn^ 
larer Äotper, unb htx äKittel^junft k^fetten. 

!Denft matt aud bem $utifte )u beu ©d^eiteltt ber äBittfel 
A, B, C, D, E bct ©renjPäc^e ABCDE bie ©traj^^leti OA, OB, 
O C u. f. tt). flejoßen , unb burc^ je jtt)ci auf ctnanber folgenbc dta^ 
biett eine (Sbene gelegt, fo fltib bie baburd^ entfte^enbett gleid^fd^ettf^ 
Hgen 2)reiecfe ABO, BCO, CDO u/f. tt). fowgruent, utib blU 
ben bemtiac^ mit ber @retiaP(^e ABCDE eitie gleidtifeitige $^ra^ 
tnibe (S. 206), beten Sa{i^ bad reguläre Sieled ABCDE, unb bereu 
^6§e = M , b. i. glei(^ bem ^atbmejfer ber elttgefd^riebenen Äugel, 
unb tDenn n)tr biefen mit r, unb bie ®renjf{äc(ie ABCDE mit S 
bejcidbnen, fo ifl ber ÄuMHn^alt ber ^^romibe ABCDEO = J.S.r 
(8. 243 , 3«fö^ 2). 3?un fanu aber baö ganje reguläre ^ol^eber tu 
fo »tele fotc^e ^^ramiben jerlegt »erben, aW e0 ©eitenpädben f^t, 
unb alle biefe ^J^ramibeu ^aben biefelbe ^öl^e M ; alfo ift ber Stn^ 
bifin^alt eine6 ieben regulären Äorjjerd gleid^ bem britten X^eile be6 
J^albmeffer6 ber eingefdjriebenen ihigel multi^licirt mit ber ganjeu 
Oberfläd^e be6 Aörper^, ttämlidb e6 tft aQgemein K«»|r«0, tvenu 
ber 3n^alt be« Äörper^ = K , unb beffen Dberfl[a^==» gefegt tt)lrb. 

äufa<». aOSeil = |N.nx\/u* — | x* (8. 249), »o blt 
Sud^ftaben biefelben ®r6feu bejeid^neu tDie im angeführten $ara^ 
Qxapfft} fo ip burcl^ gu bftitution 

K = |r.'|-Nnx\/ü» — |x« = | . Nnrxv/u« — ^x*. 
»un ifl aber na^ $• 249, ßufafe 

für baö letragber = x* v/3 , 
> „ „ Dftaeber = 2xV3, 
f/ „ 3M«^l>er = 5xV3, 
„ „ ^eraeber = 6x*, uiib 

„ „ 3)obefaeber = 15x*\/l + fy/S, 
alfo ip burd^ ©ubfritution biefer SBert^e in ber gormel K ==: i r . 
für baö Setraeber K = | r . x« v/3 , 

^ „ Dftaeber K = |r.2xV3 = jxV3, 

„ Sfofaeber K==lr.5xV3 = f rxV3, 

„ ^eraeber K = |r,6x' = 2rx^ unb 

„ a)obefaeberK = lr.l5x«\/l+|v/5 = 5rx«>/l +| v/5- 

8. 253. 
f&e^tfa^* Sei Ubm regelmäßigen ^ol^eber liegen bie (Snb^ 
fünfte ber, in berfelben (Säe S jufammenjiofenben Tanten in einer 
unb berfelben Sbene P , unb bie 3)urcl&fd&nitt«linien biefer Sbene P mit 
ben ©eitenpädfien be6 ^ol^ebcrd fd^liepen ein reguläre^ ^olijgou ein, 
burd^ beffen 2Klttelpunft ba^ au« ber Scfe S auf bie ©eue P ge^ 
fällte ^J^tpenbifel ge^t. 

aSeltietd. e« fei S (gig. 169) eine (gcfe irgenb einee regu^ 

17* 
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lären ^olijrtere, tn mlifm Me Äanten AS, BS, CS, DS, . . . 
)u{ammenlaufett unb a(6 @eiten be^ ^ol^eberd einanber gleich fmt). 
66 ifl betnnad^ )tt i>mti\en, baf Me @nbpun!te A, B, C, D, . . . 
in (erfelben (Sbene liegen* 

a)a SA = SB = SC == SD = ac, unb wegen bet dtcQcU 
mafigfeit be6 Sbxptx^ 

ffl.ASE = ASB =« BSC = CSD = ac; 
fo ffnb bie gletdöfd^enWigen !Dreie(fe SAB, SAB, SAD jc. fon^ 
gtuent, nnb ba^et EA = AB = BC = CD = jc 

9lun benfe man jid^ bntd^ ben 9B. EAB eine @6ene gelegt, mtb 
eben [o bur^ ben 98. ABC, nnb t^ergleid^e bie (Scfen AESB ttnb 
BASC; fo ftnbet man Sß EAS » ABS, SAB = SBC unb 
ben ^l&d^enminfel E A S B gleid^ bem 97eigung6n)infel bet Ebenen 
A B S nnb B C S (§. 248) , alfo iji bie breifeitige ©de A ^ (Scte ß 
(§. 199), mithin ber SQ3. ABC = BAE. 

SWan jie^e ieftt bie ©etabe S J. p/. A E B nnb bie ©trecfen 
EO, AO, BO nnb CO. ®UVit man f!d& nnn t)or, baf jldj ber 
Ä6rpet SEABO nm ba« 8otl^ SO bret)e, tt)4§renb bie Tanten be6^ 
felben i^re relative Sage nid^t änbern , bid ba6 ^ A S E bie Sage bed 
^ABS erhalt, fo muf gletijetttg bie gbene ABS ber (Sät A mit 
ber ©eitenpäd&e SBC ber Sde B jttfammenfaKen , tt)eil bei iebem 
regelmäßigen Stbxpn bie @eitenflacl^en einerlei Steignng }n einanber 
^aben, mithin mnf and^ AB aber BC, nnb bal^er >aud^ EB über 
AC, alfo bie @bene EAB in bie (Sbene ABC faOen. !X)a aber 
SO J.p/. EAB, fo iji au^ SO ±pL ABC, nnb ba^er 

EO = AO = BO ==: CO = K. 

JDie @nb))nnfte E, A, B, C n. f. liegen alfo in einer nnb ber* 
felben anf SO fenfred^ten (Sbene (8-175, Sufafe 2), nnb bie gignr 
ABCDE iji regulär, toeÜ fte gleidbfeitig iji, nnb nm biefelbe ein 
Ärei6 befd(;rieben werben fann, bejfen SWittelpunft iji. 

3ttfa^ 1- @inb alfo alle ^antenn>infel irgenb einer tbxpn^ 
lid^en Hefe einanber gleid^, nnb man mad^t bie Tanten and^ einanber 
gleid^, fo liegen bie Snbpunfte berfelben in einer nnb berfelben Sbene 
P, nnb ber SDurd^fd^nitt biefer Sbene mit ben ®eitenjldd(;en ber gege* 
benen ßcfe iji ein reguläre« ?ßol^gon, bejfen ÜJlittelpnnft ber 3)urc^* 
gang, beö an^ ber (Bpi^e ber @dEe anf jene @bene gefällten ^er))en* 
bifete ift 

^ufa^ 2. !Der ^ox)ftx S A B C D E ift alfo eine glei($feitige 
^P^ramibe. 

Sufa^ 8* 3>a bie ^Pnnfte A, B, C, D, . . . jngteid^ (Srfen 
be« regulären Stixpex^ jinb, tt)et(^e üom 3Rittel))unfte ber umft^rie^ 
benen Äugel gleic^^meit entfernt ftnb, fo mu^ ba« 8ot^ SO, nöt^igen 
gatle6 verlängert, burd^ ben SWittel^unft ber nmfc^^riebenen Angel gelten. 

fllf«* 4. Sfir ba6 Setraeber iji bie Sajt« Jener glelc^ifei^ 
ijramibe Oufaft 2) awgleidb eine Seitenfläche be« regulären 
•^ber«; 
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S&T ba» ^ai^tx ttnb !X>obefa^ber ifi bie 9afi6 iener fß^ramtbe 
ein gWc^feittgee JDteierf, für ba6 Ofta«ber abet etn Cliiobrat^ unb für 
tM äfofa^et ein regttlAre 9 günfecf. 

3^<f^ 5- ^^^ ><<Att f^^ t^»^4 i^i^ fünfte S unb A ober 
tord^ bif ^avtt SA einen gröften ^gelfretö (| 210) gelegt, fo 
Bebt ber !X>nrd&meffer be6fe(ben burd^ ben äRittelpunft ber ^igut 
AB CD, nnb fle^t anf biefe (Sbene fenfred^t !Die Seitenlinie SA 
Vft dne Se^ne Jlene6 größten Iheife« , nnb tt)eil A X S j fo ift 
iveitti iDir SAbx, ben ^albmeffer be6 ber ©mnbfläd^e AB CD 
imtfi^rtebenen ftreifed, nämtid^ AO » ^, bie ^6^e SO = h, unb 
ben S)nrdbmeffer ber nmfd^riebenen i^ngel^ alfo and^ ben !Durd^meffer 
fme« grdften ftreife6 = 2R fe^en, 

SÄ*— 2R.S0 (§.93, Bttfaft), ober x» = 2R.h, 
dfo 

Amt i^ aber im red&ttotnHigen ^AO 

SA = S0*+ AO, 

ober 

X* = h« + q\ 

mron^ 

h = n/x* — q^ 
ge^nben toirbj alfo ifl bnrd^ ©ubfiitntion 



R = 2\/^-Q 



!• 



3ttfa^ 6- «) Seim SSettaebet ifi 

^ ^ u = ^, alfo u* .« 1", 
wo tt Me 8etetitung U>ie int %. 249 f)at; ba^er 

Hnb 

x* Xv/6 ,. 4R 2Rv/6 

R = _ == -^^ alfo X = — = . 

2h 4 ' n/6 3 

/J) Silben »ir beim DItaeber eine ^P^ramibe, wie im 3ufafe 2 
gefagt tourbe, fo iji bie ®rnnbfia($e berfelben ein Cluabrat, beffen 
Seite 8«8leidJ eine Seitenlinie be^ Dftaeberd ifi. S« iji bemnad^ beim 
Oftaeber 

Xv/2 . . X* 

alfo burd^ ©nbflitntion in ben ®leid^nngen für h unb R: 

h = --—-, unb aud^ R «=• ~-, 



h = R, ant> X = ^ = Rv/2. 

y) Seim 3fofa6ber tji bie. ©runbfl&c^e einer folc^en abflefd^nttte* 
nett ^ptamibe ein regu(&red ^änfecf; beffen Seiten }ug(fi(^ ftontei 
M Soxptx^ finb^ e0 i|i bemna d^ ^iet 

, - V-±^, ober ,» - X« C-^0> 



folflltt* 



10 ' "^ 4 ' 






4R 4 Rv/lO -I- 2 n/ 6 

* - v/l0 + 2y6 "^ 10 + 2v/6 



_ 2 H v/(10 4- 2 x/ 5) (5 — n/ 6)' _ 2R l/^LZL:^ 

d) gegt man beim ^eraebep burd^ bie @nbi>nttfte breier in eiw« 
6tfe jufammenflopenben Tanten eine Sbene, fo ^at bie babnrd^ »ey 
gefd&ttittene gleid^feitige ^ß^ramibe gnr »ajid ein gleid^feitige« Dreied, 
beffen Seite bie Diagonale einer ©eitenffdd&e iji. S« iji bemnad^ eine 
Seite biefer ®rnnbpäd(;e = x\/2, unb bemna(fi ber ^albmeffer M 
biefer ©rnnbfläc^^e nmfdbtiebenen Äreifed, n&mlid^ 

xv/ 8V 3 X v/ 6 . • 2x' 



1 



3 3 ' '^ 2 ^ 

alfo burd^ Snbflitntion ^ 

h = i^^ nnb R = ^^ 

«) S93irb enblid& »on einem !Dobefaeber eine 5P)?rajtrfbe abge^ ■ 
fd^nitten, mld^e bie im 3nfa$ 2 angegebenen ©genfd^aften §at ; fo i|l 
bie Saft« biefer $^ramibe »ieber ein gleid^feitige« 3)reiecf; beffen ©ei^ 
ten ^Diagonalen ber Seitenflad&en be« ganjen Äör^^erd jlnb. 9lun ifl aber 
nad) 8. 128, ßnfaft 1, n>entt toir jene Diagonale mit x' bejeic^nen 

X'* = L'(4r«-x«). . •(A), 

r 

tt>o r ben Kabine be6 bem gfinfecfe nmfd^riebenen Äreife0 anöbrüÄ, 
n)o alfo 

2x . - 4x* x'(5 + >/5)^ 

r = -7 - - , ober r* t=- ~ = ; 

e6 ifl bemnad^ bnrd^ Snbfiitution in ber ©leid^ung (A) 



X 



j . .10 ^o-«rr. 



5) V Ä ^^ 



x'(5+v/ 

2x'(5 + 2v/ 5) _ x'(3+n/6). 

5 + v/5 



, x" x' (3 + • 5) 

* = T " i • 

S>iefeti 993ertl^ in Me ®(e{d^ungeit ffir h unti R gefegt, fiitbet ntait 
enblid^, 

unb 

j. __ x' xy« Xx/6\/3+v/5 



2xl/ii:^ 2v/3->/6 



4R 4Rx/3(v/5 — 1) Ry3(>/5-l) 



>/3(v/5 + l) 3(v/&4-l)(y6-t) 3 

3itfa^ ». 3)a OM (gig. 202) fenfred^t auf Me «beiie ABC 
Ift C8 252)} fo ifl, tt)etm tt)ir OM = r uub DM = u feften, im 
rec^itmittHiflcn Dretede DOM 

ÖD -» 0M*+ DM* 

ober 

R« « r« + u« 

alfo . 

r =;r>/R«_ u«. . .(A). 

X* 

aSBefl ttutt für eine bretfeitigc ©eitcnpftd^e o* = - , für ctn 

Dttabrat u* = ~ tmb für rfn reflul&rc^ gftnfetf u* « ^^^^^ ^ 

fo \% »enu tt)ir tn ber ©letd^nng (A) biefc SBert^c füt u^ uub für R 
bie tot 3ilfa^ 6 aufge^eUtett SBert^e fubfHtuiten : 



I. 


Seim 3^etrafbet: 

alfo X 
9dm OßaSbet: 






1 _ £ 




11. 


•^ 8 

12 r 

• «=" 


1 

x/« 

^ 1« ' 

2rx/6. 

T 

- _ x./ 






\X/«V«V x* 


l/l' £ 


• 6 



alfo X = ^ = r\/6. 
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III. »eim_3fofa«bw 

r = V^ /" «v/io + ays y _ L* ^ l/ »' (S + • 6 ) x' 

_ i i/" ^ + » •& _ X v/'3(t + x/5) x(3 + y5)/> 

2*^ e""«* 6 "" 12 ' 

folflltcl 

(3 + ^6)^8 3+v/5~ 4 — rVöW — V/3J. 

IV, Seim ^eraebet: 



^wr 



2 

V. Sefm Dobefaebet: 






^/ ji>/z(y/b + i) y i'(5H-y5) 



_l/3x^34V6) x'(5+v/"5) -^ * l/^25-MlVft 

folflli* 

^ ^«-y/lO 2rv/10\/a5+HN/5 j 

V^g5 -I- 11 n/ 5 " 25 + li >/ 5 

- -N/10./20(25^1W5) _ ^ ^ 2(25 - 11 v/ 5), ^ 

Sitfa^ 8- SQStr l^abcn im Sufaft 7. Me ©eitm bet tefluläwii ^ 
5ßoI^9one burdj; bcti ^atbmefTet ber eingefd^rtebetten Äugel aii6gebrü(ft 
itnb im d^fafr 6. bur^ beu Stabiud ber umfd&tiebenen ihige(. 6e$eit 
n)ir bemnac^ bie flc^ entfprec^enben 993ertl^e ehtanbet gleid^ , fo erj^alten 
n)ic eine ®leictfung gmifdEien R unb r^ unb finb a(fo im ®tatibe; ttn 
einen ^albmeffet burd^ ben anberen )u berechnen. (S0 ifi nämüc^ 

A) Seim letraeber: 

X = — ^— = 2 r>/6, 

alfo R = 3r, nnb r =» ^R. 

B) Seim Dftaeber; 

X = R\/2 = r\/6, ij 

alfo R = r\/3, nnb r = -^ = ^^. 

C) Seim Sfofaeber: 

X « 2rI/5-^=jjP = rv/3(3-v/5), 
alfo 

_ r>/30(3— v/5) _ r>/30>/(5~^>/5)(l4 — 6>/5) 

2 \/5 — ^5 Ä ( 5~v/5) 

ry30\/25 — ll>/5 r v/30\/(25 — 11 v/5) . 10(3 + \/5) 



= rv/3N/5 — 2v/5, 



26ä 



unt 




r 


R R v/av/ö — « v/6 


1 


y3\/5 — 2>/6) ^ 3(5 — «v/ö) 




R n/3\/(5— 2>/5) (5+ 2^6)" _ R v/3\/5(6 4-« v/6\ 

D) ©dm ^ejcaefcer: 

E) SnMid^ beim !Dobffaebet: 


a(fo 


^ _ nyacv'ö-i) _ ,^2(25 llx/5), 


R = 


. r. v/3\/2(26 - 11 >/5) „ r. •$ \/a(25 — H •6).a(3+x/6) 


unb 


•5—1 4 

= rv/av'S — 2v/5, 

• 




R Ry3\/6(6-h2y5) 




■^ "^ •3\/6 — «x/d 15 



S 254. 

SKufaal^e. 2)te Dberfläd^en unb Me Aubifin^alte bet regulären 
Stoxptt 1) bur* bie Setten ; 2) burcb ben ^albmeffer ber umfc^rie^ 
beRen, uub 3) burd^ ben ^albmeffer ber etegefd^riebenen Angel an«* 
}nbrü(fen. 

Sluflldfutta* aSeaeid^nen totr bte ganje Dberp&d^e mtt 0, nnb 
ben Änbifin^alt mtt K, fo iji 
L gfir ba6 JEetraeber: 

a) = xV3 («. 249, Sufaft). 

9ta^ J. 253, 3ttfa$ 8. aber ifi x = ^- , alfo 

„ 8R' 

baber 

«a(^ S 253, 3uf«|> 7. ijt enbltc^ x = 2rv'6, folfllic^ 

X« « 24 r«, 

alfo 

c) =5 24rV3. 

SBBeU ferner K — irxV3 (»• 252, 3ttfaW/ »«& ' = ^4« 



(». 253, 3«f«ft 7)/ fo tf* 






©eftt man attd^ l^tec hiebet x =» — ^, alfo 

. , 2R>/6 8R' 16RV6 

fo er^&It man 

j, 16RV6 >/2 ^ 4RV 12 
*^ 9 • 12 27 ' 

n&mlid^ 

9lutt iji abw (tto(* «. 253, Safafe 8) R = 3r, alfo R» = 21t*, 
folfllit^ burcl SubfHtutioa K «= ?^ . 27 r», nänint^ 

y) K = 8r V3- 

II. Pt ba« Oftaebet ifl 

a) =. 2x»v/3 («. 249, Sufafe). 
«o(^ «. 253, 3ufaft 6. i^ obet x = R\/2, alfo 

X« = 2R*} 
ba^et 

b) = 4R«v^ 

dttfeltc^ ifl (nac^ ». 253, 3nfa* 8) R = r V^, folglich 

R» = 3r*, 
bctttnad^ 

c) Q = 12rV3. 

S« ifl ferner (nad^ j. 252, 3ufafr) K =» *rx»v/3, unt) 

r =^ («. 253, 3«l<»l> 7) 9«f«l>t/ «^*K »««» 

* - 3 • ~<r * ^"^ 18 ' 

tmb weit X =» Rv/2, alfo x» = R» . 2v/2, fo i^ bur(^ ©ub^tation 

„ R'.Äv/a.v/« 
3 ' 

n&tnlid(f 

jS") "K ^ *R*. 
3)a enblfc^ R = r v/3 (§. 253^3ttfaft 8), olfo 
R» = r».3v'3, fo ifi K = %t*.Zs/Z, 
n&ntlid^ 

y) K = 4rV3. 

III. S&r \><a äfofaeber ifl 

a) = 5xV3 (8.249, 3nf«W. 
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ral) twU X =» 2R V^^^ ($. 253, 3ufaft 6), oin 

fo ifl bnrd^ Snbßittttiott 

0-5.2R«(^^)v/3, 

b) « R«.2v/3(5 — v/5). 

9?a(^ f. 253^ 3«faft 8. aUt ifi R — rv/3v/5'-2v/5, alfo 

R« » r».3(5 — 2v^5), Het 

0= r».3(5— 2v/5).2v/3 (5— v/5) = r».6v/3.5(7 — 3v/5), 

c) Q s r*,30\/3.(7 — 3v/5). 
@d iß {{l fmtn (nad^ $. 252, Bnf«^) K » |rx*v/3, mt nadi 

$. 253, 3ttfaft 7. ifl r - i^^ü^f^^, alfP 



12 



©fjjt matt ttt Mcfer ®lei(^nttfl x = 2 r\/5-j^ (J. 253, 3«^ 
fa( 6)j fo er^&It man 



= [2B\/S=P]*. 



g I «nix 6— •61» öO + v/ö) 



12 



= R».i (5^v/5)(3+ v/5)V/^=^ 

= fRV(5-v/5)(3 + v/5), 

admlid^ 

/}) K -=|RV10 + 2\/5. 
©e^t tna« fn ber ©te^mtg K = | r x* v^3 "Patt x» hm aßett^ 
[r v/3 (3 — v/5)]'' = 3rM4 _ 6 v/5) = 6r»(7— 3v/5) ($. 253, 
Bttfajj 7), fo findet tnoit: 

K o. fr. 6r'(7 — 3^5)3, 
ndmlidö 

y) K = 10r«\/3.(7 — 3v/5). 
IV. pr tia« ^eiaSbet iß 

a) - 6x* (S. 252, 3«foO), 
unb we« x = | R v/3 ($. 253, 3«f«ft 6), alfo 

x«=|R*, foifl 
b) = 8R*. 
(g« ifl aber an(S) Qxa^ %. 253, 3ttf<»ft 7) x = 2 r , olfo 

X* «— 4 r* 5 bemna^ 
c) — 24 r«. 



di ifl fentet (.md) %. 252, ditfa|) K « 2rx*, tmb weil 

2r errX, fo ifl 



unb ba x 



«) K 



fRv/S, alfo X» = Ar'».3s/3 =|R*\/3; fo ifl 
ß) K=ifRV3. 



<E« ip ab« X» == (2r)» =. 8r»: alfo aa^ 

y) K -> 8r<. 
V. gut ba« 2)obefa6bet i fl enblidb 

a) = 15x*v^l + |s/5 («. 249, 3ttfa|»- 
<g« iß abet nad^ i 253, dufa| 6. 

bemtiad^ butd^ ©ubfliturtoti 

B. 15 R'-«^— v^^) ^/^ s+^'/-^ 



= 10R*K • 
10R«\/^*±|vl!)2(7-3v/5) 
10R«V^*liZi^ =, 2R*\/10(5-v/5), 



6+2 ys 



6 



.(3-V 



n&nilid^ 



b) « 2 R* v/10 (5— v/5). 



ftan iß abn R — r v/3 \/S — 2 v/5, ober 

R» = 3r«(5— 2v/5), 
unb ballet 

= 6r»C5 — 2v/5)^10(5— v/5) 



nämlic^ 



= 6rV 5(9 — 4 \/5). 10( 5 — 75) 
= 6r«\/50(65— 29v/5), 



c) = 30r«\ /2(65 — 2 9v/5). 
(ge ifl mbüi K = 5rx«K^5|^ (nai* «. 252, 3« 

5 

unl) weil (nad^ t. 253, Sufaft 7)^ 

fo ifl ^ 



10 



_ 6i'|/ 725+liy5)(54-2V5) 

_ ^^5(47 + 2iv/ro _ £1^10^47^,21 v/5 

xVlO 7>/« + 3>/10 iV20(7-h3>/5) 



% 



^ 
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„)g = £lII4±ü)=«^(7 + 3v/5). 

4 4 

Sßeil ab« X » Rv^»(^6-» (j. 253, 3«fafe 6), a(fo 
, _ R'.(<— «•6 ) yaCx/s— 1 

* — 3 * 3 

=» |R»V3(3— v/5(x/5-l) =. iRV3 (\/5— 2); 
fo \ft itt Snb^tation in («) 

K =fRV3(\/5 — 2.^(7 + 3x/5) 

«= |RV15(\/5-2)(7 + 3n/5), 
n&tnlid^ 

/J) K = fR'.v/ 15 (n/5 + 1). 
9ltnt ifl tiod^ g. 253, 3afaft 8: 

R = rv/3v/5 — 2\/5, 
alfo 



R» = 3i »v/3(5— 2v/5)\/5 — 2\/5 «=» 3r»\/15 ^85 — 38v/5, 
bemnad^ ifl im^ Subftitatioii in (ß) 

K = |.3r V15\/(85 — 38v/5)v/15(>/ 5 + l) 

= 10rVc85— 38v/5).2(3 + v/5), 
nitnlic^ 

y) K — 10rV2\/6y— 29v/5. 
* S)iefe ®let^nng »Are ft^titUn gefunben Motben, leenn man bic 9(tt$uns 

(c) fftr mit - mtttH))(tcirt ftittt ($. 252). 3>a<f((ie gilt ^t bie »or^erge^enbtti 
mit (y) I6e)eid^tieteti (Sleid^ungen fftt K. 



fünftel! ^bftbnitt. 

Hon *en rnnJrtn §i S t i^ t t n. 



303. 



S- 255. . ^ 

@rfIArung. Um» einem nint>en St&tpn vnftc^t man tief < 

ftnfgen Adrjjet, tveli^et burd^ ble Untbre^nng eintr tUatn Sigvr na 

eine gerobe Sfnit (Sld^fe) entfielt, vo\t autS) f^on an« bm $|. 207, 

208, 209 unb 210 et^eHt. 

3ii ble eienieiitars®fometrie gehört nur bet S^Iinbet, b« Äegd 

tntb bit Stagtl ; bte übrigen Tonbtu Stöxpn gehören in bai ®tUtt ber ' 

^&f}tm ®tometrie. 

i 256. 
Slufgalte. 3)ie Ober^Ac^e etne$ fenfre^ttn (S^UnbnS gu bc 
fümnitn. 

VujföfHttft. SAan bnife fic^ btc ®nnili; 
fl&<S)t ABG bed fenfrei^ten e^Unber« AG FC 
(gig.203) ein reguläre« ^olvgon AGHBIK mh 
|l' n Selten eingef($rttbtn , snb buT<$ ble 9((fe CD 
imb bie 5Pnnfte A, G, H, B, 1, K, ic. (gbenen ge* 
legt, von meieren bte betben (Brunbßäc^en AGB 
nnb ELF in ben ^oraDeten AC unb ED, GC unü 
LD, HC nnb MD ic. gcftftnitten werben ($. 180) i 
fo jlnb ble an brn <Dtitte(puttften C unb D bcr bti> 
ben @runbjlä($eit gebllbettn ebenen Siinlel auc& eiR> 
ibanber Qlfid), a&mUä) m. ACG = ^ BDL, S. 
GCH = SS. LDM a. f. tt). (8- 185), unb TOenn 
man bie ©elinen AG, GH, H ß n. f. w. , unb bie 
Seinen EL, LM, MF u. f. ». jie^t, fo jinb, TOeil in beiben ©runb* 
Päctien bie Äntbrnfff« einanbec gleich jinb, bte 35reterfe ACG, GCH, 
H C B n. f. w. mit ben a)reieden E D L, L D M, Irt D F u f. f. fon« 
flnient (8. 37), alfo an* bie ganjen $oI^gone ELMFNO unb 
AGHBIK ($. 66). Segt man nun bnri$ bie pataUeUv leiten AG 
unb EL, GH unb LM, HB nnb MF n. [. id. (Sbenen, fo f^lte^en 
blefe mit bm Sßolygonen A G B K unb E L F ein n feitigeö *]8ri«ma 
(in, roetcbeö bem gegebenen S^tinber eingef*rleben Ift, unb wel*e« 
ftnhtfift fein muß, »eil b*r umf^tieben* 6t)tfntjet (elbft fenhe^t i(i. 




[ 
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Seaeiti^ttet man tttm btn Umfang (er @runt)fl&d^e AG HI Mefe6 
$ridmad mit V, mb Me Sld^fe C D M 6)^Iinl)er6, ml(it sugleid^ Die 
^ö^e t)e6 (S);IfaiDetd mb beö eingefd^riebenen $rtöma ifl, mit H; fo 
1^ Me Summe S Der ®eitenpi&d^eii be6 $ridma == U « H ~ u . A E 
(1* 224; 3ufa6 1), ober, wenn A 6 « x , alfo ü = n x gefegt tt)irb, 
S=ii . xH. 

8ei bem tmenblid^fn SBad^fm ))Ott n n)irb x o^ne @nbe Heiner 
mib U = n X toirb o^ne @nbe gr6f et ober ti&^ert fic^ butd^ dunal^me 
o^ne @nbe ber $eri))^erie bet ®rnnbf[&clt;e beö @i^Iinber6. 

(Sben fo n&^ert jid^ bei bem unenblic^en 9Bac(ifen t)on n ober bei 
ber tmenblic^en 9[bna^me t>on x ba6 gerablinige Sied^ted AEL6, 
mithin onc^ bie ®nmmt S aller Seitenflächen bed ^ridma bejie^ung^^ 
»eife ber gtüifd^en ben Seiten A E unb GL lie genben frummen gldd^e 
A m 6 L p E nnb bem gangen 9RanteI M be6 S^Unberd, fo baf bemnad^ 
M ber nnenblid^en S^inaf^mt »on n bie !Differenj M— S Heiner »irb, 
Ol« iebe no* fo Heine ®röf e, mitl^in M — S = 0, ober M = S. (56 
ifl alfo bie 9WanteIfIii(^e beö fenfred^ten (S^Iinbere gleid^ ber ^ßeripl^e^ 
rie feiner ©runbPÄd^e, muUij)Iicirt mit ber Seite ober ber 8l(^[e bed 
S^Iinberd; nnb toenn man jur äRanteipiadbe bie bopptltt ®rnnb{I&d^e 
abbirt, fo ^at man bie gange Oberßäc^e be6 S^linberd. 

Sttfa^ I* SUfo fann ber ß^Iinber a(6 ein nnenblid^ ecfiged 
$ri6ma angefel^en toerben. 

^ufai^ 2* Se^en loir a(fo bie ÜRantelß&d^e = M, bie gange 
Oberfläche = 0^ nnb ben ^albmeffer AC = R, bie 5perti)lg|erie ber 
®mnbp[ä(^e = P, bie »ajlö feibji aber = B ; fo ifl 

P = 2R;r, B = R*;r, 

nnb bemnad^ 

M = P.H = 2R3r.H, 

= PH + 2B = 2R« . H + 2R^7r == 2Rä (H + R). 

;3ufa# 8. Sur ben gleic^feitigen g^^Iinber ifl H=:=2R, bemnad^ 
M = 2Rjr.2R = 4R^jr, unb 
=== M + 2B = 4R*« + 2R*« = 6R*3r, 

alfo ift bie aWantetpäd^c be6 gleid^feitigen S^tinberd gleid^ ber üierfa^ 
iftn ®mnbpäd^e, unb bemnadfi feine gange Dberfläd&e gleid^ feiner 
fed^dfad^en ®runbf{ad^e. 

S^fa^ 4- 3)ie SWantelfläd^e eineö geraben S^Iinber« ifl audb 
gleidb einem 3ledJtedEe, beffen ^ölgie gleid& iji einer Seite be6 S^Hnber« 
ttttb beffen ®mnblinic gleid^ ifi ber ^ßerlp^erie ber ®runbflä(<ie beö 
@)^(inber6. 

ailfo flehen bie SWantelfldd^en gweier fenfred^ten S^Hnber »on 
gleicher ^ö^e im aSerl^aftnijfe ber ^Peripherien il^rer ®ruttbpäc^en, alfo 
au(^ im SSer^&Itniffe ber ^albmejfer ober 3)urdbmcjfer il^rer ®runb^ 
piÄd^en; bie SWantelflad^en gioeier fenfred&ten 6)?Iinber üon glefd^er 
®runbpäd^e aber t)er^a(ten fl($ toU bie ^ö^en, alfo anü) n)ie bie Sld^^ 
fen ober n)ie bie Seiten i>er d^linber. 



in 

Si^linbrt wie bie CUtabTate Der 9)abitn obn in 'Sntif)mtfin iffm 

S«i^ 5- ®'>t'' ("t' Slantclfläc^ni gmrier gcrabm ^Qlfnbn 
einonbet flkf*, fo Pf^en bi( ßö^fo ober bfe Seiten ber E^Iinber fa 
umflfte^rten fflei^ältniffe ber ^nipf)tr\tn f^rer ©runbfläctieii, alfo aa4 
im nmaffe^rten Ser64lttiifff i^rer SRabien ober a)ur(5meffer. 
$. 257. 
Vnfgdbe- 3>it Cbetp&4t eint« auöge^ö^ltrn fenftet^ten 6!;> 
(tnberfl ju Ferei^nen. 

2M. 3luflöfuits. 9Ran beute ^if) ben e^liS' 

ber (gtg. 204} audsefüOt, unb .fefte btn ^atb» 
meffer AC==B, ßC = r nnb AF = BG = fl, 
fo ift bie 9Ttaiitf[fU(^ be« ganjen e^Iintiei« 
=- 2R9rH («. 256), eine Hnsfimiigc @mitb^4t 
= (R« — r»)jr, üffo bie äußert OfcerPicee b(« 
^o^Itn S9lfnbtr0 

= 2Rjr.H + 2(R*— r*)Ä, 
unb wenn man ^ieju no(^ bie innere främme ^lMS}t 
bed ^o^dn S^IinbeiS, ober bie SRontel^^e btS 
^fran0gef((nittenen S^Iinber^, weitet = 2rff.K 
^D ift, abbtrt, fo finbet man bfe ganje ObetpAf^e ober 
bfe Summe afler @renjfl&c$tn be0 ^o^ftn S^Hnberi 
=- 2B~».H + 2r«e + 2CR" — r»))r 
= 2«H(R + r) 4- 2(B» — r*)« = 2«(B +r)CH + R — r). 

8- 258. 

0lufaalie< S^en AubitinEialt eines Svlinbere gu beretfinen. 

Slufßfnng- ^1 wtt ben S^linbtr al9 ein unenbli(( etfigej 
$rt«raa betroffen Knnen (8- 256, 3ufae I), fo reirb ber 3n^a(l bt« 
€^linbct0 gefunben, icenn man feine @mnbf[A(^e mit feinet ^df)e mul= 
li)>licirt. Se^en wir bemua<$ erflert = B, (entere » H, nnb ben 
.galbmeffer bet @runbflä(];e = R, fo if) be« SfilinbetS 3n6a(l 
C = BH = R»3t.H. 

3ufa<» 1- Süt Nu flteif^feitigen «««nbet ifl H = 2R, alfo 
C = 2R*3r. 

3nfA$ 8- ®'*'' ^f"""»* *>«■ 3n^"ft «tae« ^ojle» fenfrei^ten 
ß^linbei« (glg. 204) beftlmmt werben, fo jfe^e mau nnt »om 3b< 
^olte C be« flanjen (SijHnberö A E D 1 K'F ben 3n^aft c tefl ^erauB* 
flef^nittenen BLHG ab, fo ifi bet SSefi p bet 3n§alt be« onÄge^ööt' 
ten g?[iubet8. H« tjl alfo, Wenn wir bte ©ejei^nnng wie im %. 257 
beibehalten, C ^ R'»,H, <= = r'^H, bemnac^ 

p === C — c = R*äH — r»«H, oberp = (R* — r")3r.H. 

@« wirb ba^er ber Sn^alt etued au^^t^f^Um fenftec^ten S^lfn* 
ber« gefunben, wenn man feine rfngfdrmige ©rnnb^Ac^e mit feiner 
^^^ ftttn feitttt Seite) mnltlipHdTt. 




3*ifA# 9- Sfjrt^tirt man ttti ^n^alt, bte @ntitbflät^(, im 
fyilbmtf^n brrfclbeit, unb bit $ö^e tinti anbtrcn €vlinbn;0 mft ben 
älfttlki^m Snc^flaben c, h, r, h ; fo tfl u » b h = r* » . b, alfo 
H) C : c = BH ; bh z= R^n . H : r'wh =. R*H : rH, 
b.tt.b\t Slrlfnb» gf^rit im jitfarnrnfttgefeDlm 9!»^iltnifft f^rtr ®nmb> 
|U(^li unb t^rer .^Ö^en, obtr fie flr^m Im quabrirlra äJer^iÜntff^r 
f^rtr 9Iab(m unb im finfacfirn SSn^ällniffe i^ter ^ötfta obrt Stiten. 

^) ffltnu B = h, alfo au(^ R = r, fe Ift 
i; : c c= H : h, 
b. ^. gnabe S^lfnbet uon f)leic^rt ®nrabpÄ(^( vergalten fit^ mie i^rc 
$d^ni ober i^re Stltn. 

y) 3fl H -= h, fo ift 

C : c = B : b = R* : r> 
b. ^. gerabe ($i?(inbet von glrifferr $ö^c Vrr^alltn fii^ voi< i^rt ®ninbs 
^^en, obrr reit blt ZXmttratt btr ^albmeffei, alfo auc^ bn X)ui(ti« 
mfffft berfelben. 

d) 3ft B = b unb H = h, fo ift au* BH = bh, ober 
R»«H = r*«h, b. i. c = cj b. f). 6?liiib(r »on gWt^er ^ö^t nnb 
glrit^et ®ninb^(^ finb ftnanbrr glrt*. 

O 3fl C = r, fo ifi au(^ BH= bh nnb R'II = r»h, alfo 
B : b = h : H unb R* : r' = h : H, 
b- ^. wem jwri 6plinber dnanter fllricb ftnb, fo fielen i^re J&ö^tn 
im nmgfff^rteu 9J(r^ältnfffe if)t« ©runbpifttn, ober im unißefe^rten 
8ßerf!(i(tniffe bet CXuobrate ber ^albmeffet ifirer ®ninbflä(tfn. 

|. 259. 
fBtti&tunn. 3i»ri Sijiinb« AM BD nnb «mba (Sifl. 2051 
Reißen äfittli*, wenn ifjre Steifen ben Durctimeffem i^rer ®runbfl:ö= 
tfttn praptniional ^nb, unb ;u btef« le^tern glel(^e Neigungen t)(iben. 




■V "?»■ 



3fel)t man nämlit^ 1* fentceiin auf bie ®tunbfläi^e AMR unb 
op fenfre*t auf bie ®runbflii*f amb, unb bnrc^ Me 'Bunfte P nnb p 
bie 3)uti$meff« AB nnb «b, fo fbb bie SBSfnfel OCP nnb ocp Me 
^leiflnngöiolnff I ber Mcfefen C nnb o c p ben ®rnnbfW*en AMR 

«-itBmnM-« «lfm. »Hm. k. ?Iiifl ^° 



itnb amb. 3fl nun CO : co =: AB : ab, tmb 93. BCO esS. bco, 
fo iß Der S^Iinbfr AMBD ~ St^L «mbd. 

3ttfa<> 1. aifo iP au* 
CO : CO = OP : op = AO : ad = AB : ab = BC : bc, 

b, f). bie Slc^fen, alfo aud^ bie Seiten unb ble iDurd^nieffer , mithin 

an^ bie ^albnteffer ber ®nitibpäc^)en d^nli(^er Sttlinber ftnb ben ^i> 

^en berfelben ^)roportiotta!. 

3ufa^ 2* Slii^o fin^ aUe gleid^feitigen @^(inber einanber äl^nlici. 
3ufa$ 3. e« ifi attgemein C : c = R«H : iH [258, in^ 
faft 3, a)|. 3P nun C -^r, fo ip 

OP : op = CO ; CO = Aß : ab (3ttfa$ 2), 

alfo and) 

S S -8 —1 S S - — S 8 

OP : op «= CO : CO = AB : ab = BC : bc. 
äBeil tttin R* : r« == R« : t\ unb 

H : h = R : r; fo ift aud& 

R'^H : r*h = R» : r» == H» : h» «= CO* : co' 

ba^er an(ff 

C : c = R* : r» = H« : h» = (To : 70*= jc, 
b. f). bie ^ubifin^aüe ä^n(i(^er e^Hiiber t)er^alteii 
fid^ »le bie britten ^Uteujen iljirer flleic^namigeu Ab* 
meffuufleu. 

S. 260. 

Aufgabe« @lnen Si^Iluber ju befümmen, tt>eld^er eluem ge^ 
gebeuen A M B D a^nHd(i iß; unb mit i^m in einem beflimmten aSer^U^- 
niffe m : n fte^et. 

^ufidfuttg. 3»att [efte, eö fei berS^linber ambd (gifl.205) 
ber gefuc^ite, fo ift, weil ambd ~ AMBD fein fott, 

ambd :AMBD =Tc: ÄC=r ccT*: C0*= öp : OP, 
unb toeil t)erm6ge 9$oraudfe^ung 

ambd : AMBD = m : n 

fein foH, fo muf auc^ 

3 — -3 S —--8 S 8 8 8 

m : n = ac : AC = CO : CO 5= cp : CP == op : O P 
fein, alfo ifi 

3 3 3 

ac = AC^/^, CO = COl/?", cp« CP\/^, 

""•^ op = OP\/^5. 

2Bfi( nun bie brei Seiten bed redötwinfligen iDreierfd ocp be^ 
flimmt flnb, fo ifi and) ber Steigungöwinfel ocp beflimmt, unb weil 
aui!^ ber ^afbmeffer ac gefunben ffi; fo ifi baburd^ ber ganje S^lin^ 
ber ambd befiimmt. 




t. 261. 
Scl^rfa^. SBnin ein itegel AB BD 
(Sie. 206) von ebmtli, bie pataM mit bec 
@ninb^c^e ^, gcfi^tltnt wirb, fi» ftUi 
bi(fe ©c^nittf *rfife, »d^e fi(^ gn efaanbn 
»erhalt™ wie bieOnabtate i^tet ©ntffnraa* 
gm »Ott bft @pfje D be0 ÄtgeW. 

ajetoefö. e« ffi bie (Sbrnt aeb f)a« 
taüil mit brt Sbn» AEB. 'Stentt man 114 
nan bur« ble «(^fe CD bie ebenen ADB 
unti EDF grrtgt, fo ftnb bie S)nt*f$nitt8* 
(inten btrftiben mit ben (Ebenen AEB nnb 
»eb )»iraDeI, nAm[i$ 

AC||BC, BC||bc, EC||ec, ic. 
^B nnb ba^er ifl 

AC : ec = CD : gD = BC : bc 
= BC : ec c= k., 
^ EC = jc, fo fft au(9 

ICasbc^eCEsi K., 

bmaaUt iß ber eHfaitt leb ein Jfttid. 2)a abet - 

aeb ; AEB « 7c ': ÄC* nnb ac : AC = cD : CD, 

fo ff) an(^ 

aeb : AEB = cD : CD. 
@ben fo Id^t fl4 btefl bei bem [triefen «ege( nac^kveifen. 

S. 262. 

KnfgoBe. 2)ie Ober^e eine« fenfre^ten AtgrM jn be« 
ftimmen. 

9btfI5funs SRan benfe fic^ bet ®rnnb^4( ABB ein xf 
golätcfl $ol^aoB AEGBFH eingefd^rtebrn , nnb bnn^ bie Seitn 
AE, EG n. f. W- bt«fe(ben nnb ble ®pl^t D @benen geltgt, wei^c 
iit in ber SRantrlßäi^e be« Tegels, n&mlfc^ in ben 9txa\)m AD, 
ED, Gl) IC. bm(^f($ne{ben; fo wirb babntc^ bem ^gei (ine gleii^' 
feilioe $9ramib( eingtf(^rieben , bie ba« ^oii^gon AEGBFH gut 
®ttnibp&(ie, nnb mit bem Aegel eineiiei ^f^t CD l^at. (üAft büß 
^er bie CbtrflA^e biefer gleic^feitfgett ^^ramibe gleii^ ber @ninb^i^ 
me^t bem ^«Hmetfr berfelben multi^jlitfrt mit bem tjnlben Stpot^em 
einet Seitenftiiite (%. 227, 3ufa6 1). 

®($en »ir nun bie Settenanga^t ber @runbQä(^e biefer $^amibc 
nnenblic^ gio^, fo fällt ber ^ertntetei ber 3afi« mit ber ^eüptuxit 
bet (BrnnbpdEie bes ftegeld jufammen, nnb bemnai^ ancb bie Ober* 
pA((c ber Sß^tamibe mit ber Oberfläife bed (gegebenen ftegef«, nnb 
bai 9bf9^m mit bet ®eUe. Slifo ift au(^ bie aRaittelfl&(be bc« fie^ei« 
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gleich ber fßerip^cric ber ®ruttbflä(^c ntttlH^jItcirt mit ber f)alUn Seite 
M Äfflcld, wnb bctnnacb bie ganje Dberpät^e beö Äegclö gleid(> ber 
®runbfläd&e me§r ber $eripl^crie berfelben ntultiplicirt mit ber j^alben 
Seite be« Äegele, 

®e$en n^ir nAmlid^ bett ^albmeffer AC = R, bie ®eite 
A D = E D = 8 , bie Wlanttlfla^e bed ^egeld == M , bie Safid = B, 
ttnb bie gange Dberflä*e = 0; fo iji bie 5ßeri^)^erie ber ®ninbflä(^e 
s=r 2R^ uiib B = W^Tt, bemnac^i 

M = ?Rä.|8 = Rä.s, unb 
= B + M = R«3r + Rsr.s = Rä(R + s). 

3ufa^ 1. ?fir ben gfeid^feitigeti Äegel ifl 8 == 2R, ober 
l = Rj bemnad^ 

M = Rä.2R = 2R'^ unb = 3R«3r. 

5lIfo ifl bie 9»antelflad^e be6 gleid?feitigen Äegele gleid^ ber bo))^ 
pelten ©runbpcl^e, unb ba^er bie ganje Dberflad^e glei(ft ber brelfa(i^en 
©runbflac^e. 

^ttfa^ 2- Sllfo fann ieber Äege! alö eine unenbüd^ erfige 
^^ramibe betrachtet tt>erben. 

3ufa^ 8. 9Bare fiatt ber ©«^j_iMe^o|e C = H bed ÄegeW 

gegeben, fo tt>äre) n>etl AD = yÄc\ c'D^%ber s = \/R« + H^ 

burd^ (Subftitution : 

M = Rttn/R* + H2 unb = Rä (R + x/R^'+lP). 

3ttfa^ 4- Sejeic^inen m, o, r unb s' bie aiSmlid^en ©turfe 
eine6 anbern ÄegeW , fo i^ aud& n) = r;r»',o = r3r(r+- s'), nni 
Mf)cx M : m == R;r8 : r;r8' = Rs : rs', b. Iji. bie SWantelflädÖen 
gtt^eier geraben Äegel ftnb im gufammengefejten SSer^Ältniffe i^rer ®ei* 
ten unb ber SRabien i^rer ©runbfläc^ien ; unb 
: o = R 3r (R + 8) : r ä (r + s') = R (R -|- s) : r (r -f s'). 
@inb aber bie beiben ^egel gieid^feitig ; fo if} 

M : m =r 2R'^Ä : 2r*Ä = R* : r*, 
b. f). bie ÜBantelflat^en jtt>eier gleid^fettigen Äegel t)er^alten ftd^ wie 
bie Duabrate ber «Ig^albmeffer i^rer ©rnnbpäc^en, unb 

: o = 3K^7c : 3r*ff = R* : r\ 

Sllfo ^aben bie ganjen Oberß&d^en gn^eier g(eid^feitigen ftegel bad^ 
felbe aSer^aitni^ n)ie i^re Stantelfläd^en. 

S 263. 

Slufgabe. 3)ie Oberfläche eined mit ber SBafid paraQel abge^ 
flutten fenhed^ten ^egeld gu bered^nen, n^enn bie ^albmeffer ber bei' 
ben paxaMen ®runbfläd&en, unb bie Seite be6 abgefhiftten ÄegeW 
gegeben ftnb. 

Slu^dfuttg. @d fei ber Sd^nitt afb paxaM mit ber 93a|t6 



AGB (gifl. 206), AC — R, ac = r, Aa = s unt) aD = x; fo 
\ft,toHl ÄCJac, ziACD ~ acDj folglich 

AC : ac = AD : aD, 

ober 

olfo an(ff 

U — r : r == 55 : X, 

bemaac^ 

X = -^ utib « + X = 8 + - " = ---. 

II _- . f • K — r K r 

©eftett tt)lr nun bie ÜRantelfldt^e bc6 ganjen Äfflei« = M, bie 
M tltintn miQ(\(i)niUtntn Äegeia = m, unb bie be6 abgeftuftten 
= fi } fo ifi , tpeil 

H = R^(« + x) = R«.-^^ = ü^, 

* R - r R - r ' 

Uttb 

m = r^.x = r^.-— - = '---' (%, 262), 

offetibat 

^ = M-iii=^— ^-^-^ = ^--(R*_r^) = Ä«(R + r), 

imb bemnac^ bie ganje Ober^ac^e M aOgefiu^ten Segele 

= (i + R'ä -f- r^n == ;7tö(R + r) + jr (R* f i^). 

Snfali l SBare ftatt ber ©ette » bie^ö^e Cc = h gegeben, 
fo fättbe man bie Oberpdc^e burcb h , R uab r auögebrficft auf fol^ 
genbe 8lrt. 8Ran jle^e bie ©evabe a K fenfred^t auf bie (Sbeuc A G B, 
alfo anäf fenfre c^t auf ben ^albmeffer ACj fo ifl aK^Cc, ^oetl 
awb ac|| AC, uub AK = AC — CK = AC — ac = R — r. 
©eftt man nun C c = Ka = h , fo ifl im rec^tn)ittfligett z/ A a K : 

A a = l^ÄK V Tk'; ober s = >/(R — r)* + h«7 

uttb bemuac^ burd^ ©ubfHturion 

^ = Ä (R + r) . 8 = 3r (R + r) \/(R — i)« + h% 

unb 

= Ä(R + r)\/(R — r)2 + h'^ + n (W' + r«). 
3ufa^ 2* ^^(birt man bie ©eite Aa im ^i^unfte a, unb 

fü^rt burci biefen $uttft einen ©cbnitt )faxaM jnr 83afl6, fo ifl im 

Xrapeje ACca (%. 151, Sufaft 1) 

AC + ac R 4- r . _ , ^ 

acD = r = — — -, ober R + r = 2 . « cj ; 

burd^ ©ubfiitution in ber Formel für ft ifi bemnac^ 

b. f). ber SRantel eined abgefüriten Äegeld tt>irb gefunben, wenn man 
bie ^eriplgierie beö burc^ bie 9Äitte a ber ©eite s parattel jur 35afl6 
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atf&fyctm S(^iiittf6 mit bet @eite bed ab^eßn^ten ^egeld miiltt))ncitt, 
betrn e6 ifi 2 « cd . ?r s» bem Umfange be 6 Jhreiff 6 ayßd. 

%. 264. 

SIufaaBe. !Deti Jhtbifin^alt a) eined ganjoi, itnb b) eised 
abgelärjten Stt^M )u bered^nen. 

Sluflofuttg- a) !Da n)ir ben ^ege( a(d eine unenblid^ etfige 
?P^ramibc betrachten fonnen (8 262, 3ufaft 2), fo »irb ber l^uM^ 
inl^alt bed ^egel6 gefunben, n^enn man bad fßrobuft and feiner @runb^ 
^^t in feine ^5^e bnrc^ 3 bit)ibirt (S. 243, 3ttfaft 2). Se^en n)it 
alfo ben forperlid^en Sn^alt bed ^egeld = K, feine ®rnnbfIA(l^e »= B, 
feine ^if)t = H, unb ben Aalbmeffer ber 83aftd = R, fo ip 

b) 6e^en n^ir ben ^bifinl^alt bed n^eggefd^nittenen fleinen i^e^ 
geW afbD (gig. 206) = k, ac = r, cD == x nnb Cc = h, mik 
beljialten »ir bie t)orige 93ejeic^>nung bei, fo ifi T = K — k, weim 
toir bad aSoIumen bed abgefinftten Äegefö = T feften, ober 
T crr: 1R««H — |r*Ä.x = | Ä (R* H — r«x). 
aSBeü aber A C : ac = CD : cD, ober R : r = H : x, ober 
R : r = h + X : X, alfo anc^ R — r : r s= h : x, fo ip 

hr 

nnbH = h + x = ?..x = ?-. ""' *^^ 



r R — r R — r' 

nnb bentnad^ bnrc^ @nb^tntion 

= ijr.h (R« + Rr + r«) = ^ [(R + r)« - Rr] 
= 5 [B + \/Bb + b], 

»eim wir «R* = B, arr* = b, alfo « . Rr = \/tib feften. 

3ttf(l^ 1- Sllfo if) Dn j^egel bet btitte ZfjtU tht» ^i^linint, 
tn mit bem j^ege( gleid^e ©runbfi&d^e nnb gleid^e ^6^e ^at. 

3ttf<i^ 2- gfit ben fenf redeten Äegel ifl H = \/b* — R'; 
wen« « bie ®eÜeJbe«ÄegeW be^etcj^n et, nnb füt ben. gWd^feitigen Sv 

gel ifi H = \/(2R)* — R* = VTP"— R« = R^/a, bemnac^ 
iji bet 3n§alt be* fenfted^ten Äegel* anHf 

= iR»«.v/8' — R*, 
nnb bet hei g(ei(^feitigen 

= |R*jt.R\/3 = iR».jrv/3. 
3uf«t^ 8* Se)ei($net man bie Snl^atte jtoeiet Steg/il mit K, k, 
i^re ^ö^en mit H nnb h, i^te ©tnnb^d^en mit B, b, bie ^albmeffei 
betfelben mit R nnb r, unb beten S)ttt<l^mefet mit D nnb d, fo ifl 



K - JBH = !R'».H _ 1 (^y ,H = ^D'jrH, 

ant K =. Jbh =. ll'ih = nil'jtli, 
f.l9li* Ifl 

i) K : k = BU : bli =. R'H : r'h = ll'H : d'b; 
i If. bit Suhlte gweiet ftegel flc^rn im jufammengffftt'n äJtT^llniffe 
i^n @niiitiflät(tn unb i^rer bötta. 
« 3|i B = b, (0 ifl 

K : li _ U : h, 
i. fi- SttaA von gletf^en @titnbfla($en tierbaltm ii4 tvie i^rc ^äl)ta. 
rt » H = b, f« Ifl 

K : li = B : b = R' : t' — D" : .1', 
b. i. Xt^tl von berfelben ^5^e »n^altfn rtt^ ivie i^re @ninbflAi4eit, 
alfo arn^ wie bit Ouatrate bei ^ulbmeffft obtr btr 3^iit($m(ffei ipc 
filbra. 

i) 3fl K = h, fo ifl ani« BH =- bb, unb bitmaHi 
B : b = h : H, 
b. ^. bei gleichen Stt^tin finb bie (Srnnbfl&d^en ben ^ö^en umgefe^rl 
pro|}OTtionaI j nnb ibenn BH = bh, ober B : b = b : H, fo ifl 
fln(^ K = it, b. 5. »enit bei jtbei Äegeln bie ®ninbfläi^en ben ^ö^en 
nmgele^rt 1)r(i1)ortlDitaI flnb, fo finb beibe Äegel einflnber gleic^. 

S. 265. 
@tfl(ltund @inb bie Mi^fett jroeier ffegel bell 3)ut($meffem 
ober ben 91ab{en ibeer @TunbfIäiirn ptofiDttional, unb gletd) flarF jn 
biefen geneigt, fo Reifen bie ffegel ä^ntii^. 

39 al(0 (gig. 207) sc : »o — AB : «b = AC : ac, anb ifl 
»et»eigmi9«»inlel SCP ™ scp, fo Ifl bet «egel SADB~««ilb. 




äufak 1. 3n>ei tenlte(*te Segel, beten ^o^eii ben Dutd). 
neflem ijtet Stnnbflftiten fitofotlionol finb, Snb olfo Minlidl. au* 
ton jmei feutteitte «egel ajuli*, »enn tSte etjeugungS.EteieJe ajn. 
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3ttfa^ 2- SlUe f)lei(t?feiti<)en ^fge( ftnb einattber hffnli^. 2)emi 
ba bei blefen Äegeln bie IDtetecfe BSC unb b«c in C unb v- teifU 
wittflig ftnb^uttb weil 88 = A B mib h s = ah (g. 208 ), fo ifl 

CS = I/'bs — BC* = [/"äb'—BC = V^(2BC)*— BC'= BCv/3, 
unb eben fo C8 = bcv/3, folfllid^ 

CS : CS = BC : bc = AB : ab. 



-i 



rji» , 



$. 266. 

ü^e^tfa^- ^te Jhtbifin^alte a^nfid^et Jtegel t)er(^aaen ft(^ n)Je 
bie bvitten ^otenjen i^rei gleichnamigen Slbmeffungen. 

SBetuetö. So fei ber ftegel SABD~8abd (gig. 207), 
ober K ^ k, fo ift wegen 2le^nli(^feit ber 2)reie(fe SCP unb »cp 

(nad^ 8. 265): 

CS : cö = BC : bc = SP : sp, 

nnb weil 

B"C :"bc =¥C : bc* 



fo ift ancb — » — a — 2 — 2 

^ '* ^ BC : bc = BC . SP : bc . »p. 

9}un ift aber 

K : k == Bc\ SP : ¥Ji\ sp ($. 264, ßnfaft 3, a\ 
ba^er and^ 

K : k = BC ih'c = SP': ^* = CS* : Vs\ 



8. 267. 

Aufgabe. (Sinen Äegel ju beftimmen, wefetier einem gegeben 
mn a^ttlic^ ift, nnb mit il^m in einem gegebenen 9$er^a(tttiffe m : n 
fte^t. 

Sluffdfuttfl. 2»an fefte, ber Äegel s a d b (gig. 207) fei ber t)er^ 
langte, namlic^ eö fei sadb ^ SADB alfo, sad b : SADB=in : n, 
fo ift nac^ («. 266) 

sabd : SABD = es": Cs"*:^ 7c*: AC = 7p*: SP, 
alfo and) 

S 1 3 8 « —TT» 

III : II = C8 : CS s= HC : AC = sp : SP, 

unb ^ieran6 finbet man 

33 3 

CS = CS V/pHc = ACV/^nnbsp = SP/?^. 

93ef(^reibt man bemna(^ mit bem ^albmejfer ac, ber nun be^ 

fannt ifl, einen ^reid adb, legt burdb ^^ ^albmeffer ac eine @bene 

abs fenfred^t auf abd, unb fonfhuirt im fünfte c einen äBinfef 

s 

scbsSCBin jener fenfred^ten (Sbene, fo i^, wenn cs = CS^" 
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iwn c and abgefc^nUten mirb, 8 bie <Bp\^c, unb bcr Jhreia adb bie 
©tniibfläc^e be« Mrlatifltftt Äcgeia. 

S 268. 
9[uf aaBe. 3)te Oberfl&d^e eined @p^ärotbcd )u bercd^nett, n)etin 
kt ^albme^er r bed bem erjengcnben ^ol^gone elngefc^riebeneii Ärefc 
H mib Me fld^e AA' =^ a gegeben ftnb. 

«08- 9IufIofutt(|. 66 fei A B C D E A' (gig. 208) 

A ein f^albe^ reguläre^ Stf)ned. ^aüt man aM 
« ben @den ber glgur anf bie 2lre AA' bie ©enf^ 
P red&ten BP, CQ, DQ' , EP', bie ?Peil)enbifet 
V GV nnb FO aud ben SWittelpunften G mib F 
bet Seiten BC nnb CD, nnb e« bre^t ftd^ bann 
Q biefed Igialbe SBielecf um bie 2lre A A' ; fo befc^rei^^ 
ben (a) bie Seiten A B nnb A' E bie Dberflad^en 
jttjeier fenfred{}ten Äegel, bie ©eraben BP nnb 
EP' finb bie J^albmeffet ber ©runbfliddfien ber^ 
felben, nnb bie Oeraben AP nnb A'P' bie ^ö^ 
^en eben biefer Äegel. SBeil aber BP = EP' 
nnb AP = A'P', tt>ie and ber Äongrnenj ber 
2)reie(fe ABP nnb A'EP' t)Ott felbfi er^eOt, fo 
jlnb biefe beiben Äegel einanber gleid^. !Die 9Wan^ 
ttlflaife eined biefer Äegel moQen n^ir mit M nnb bad SBoInmen bed 
*fgeW. mit K bejeic^nen. 

ß) 3)ie Seiten B C nnb D E befd^reibcn mä^reub ber Umwäfjnng 
*e6 ?ßol9gond um bie 8ld&fe AA' bie Oberpad^en jtt>eier gfeid^en ab> 
geflnftten fenfred&ten Äegel, i^eil bie a:rapeae BPQC unb DO'P'E 
fongment finb, tt)ie leicht ju ertt>eifen tfi. 3Bir »ollen einen fold^en 
abgefteftten Äegel, beffen ^o^e = PO = P'O' \% mit T, unb feinen 
Wantel mit M' bejeid&nen. 

y) (gnblic^ befd^relbt bie Seite CD, »eld^e mit ber Sd&fe AA' 
iMiraUel i^ (warum?), »a^renb ber Umbre^ung bie !äD?anteIfIdd{ie eined 
fenfrec^ten S^Ilnbera, beffen »aftd ben ^atbmeffer CO = FO = r 
^at, unb beffen ^ö^e CD = 00' ifi- — 3)er SRantel biefed ey^Iin^^ 
berd, ml^en »ir mit C bejeic^nen tooUm, fei = M". 

(86 ip alfo = 2 M + 2 M' + M", wenn n)ir bie Dberpäd^e 
be« S^)§ärotbe6 mit bejeid^nen. 

(g« ip aber 2 . M = 2 . BP . ä . AB ($. 262). 3ie^t man 
jum 8erfi5ruttgd^)nnftc N ben J^albmeffer NO, fo Pnb bie red^twinfli« 
gen Dreierfe AN nnb ABP a^nlic^i} folglicb 

AN : NO = AP : BP, 

ober 

|AB : r = AP : BP. 

Äleraud folgt 

AB. BP = 2r. AP, 

bemnad^ ip burd^ Snbpitution 

2M ^ 2^. AB. BP = 23t.^r .A.? = \tu A^. 
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%mm ifl i 

2M' = 2 X Ä.BC (CO + BP) («. 263) 

= 2.Ä.BC.2GV {$. 151, 3tif. 2) = 4«. BC. GV. 
5ie6t mau BH_LCO, fo erhält man M Tec^troinllige ^BCB, nKr< 
(6e« bm ^GÜV ä^nli« if) (8- 82, 11.); olfo ift 

BC : BH = GO : GV, obet 
BC : PO = r : GV, 
nnb bitimi folgt 

B C . G V »= r . P 0, 
btntnaf^ bnrt^ 6ubfUtuttoit 

2M' = 4«.r.P0. 
eBb[{($ ifl 

M" = 2. CO .Ä.CD = 33r.FO.0O'=2jr.r. 00' (|. 256V 
®Efot tijir niin tiefe ffiert^e in Ht ®[el*iiitfl fflr 0, fo'fta- 
ben VBix 

= 4rÄ.AP + 4wr.P0 + 2Är.00' 
= 2r« (2AP + 2P0 + 00') 
= 2rjE (AP + AP' + PO + P'O' + 00') 
= 2r;r (AP + PO + 00' + 0' P' + P'A') 
=* 2rÄ AA' = 2r « . ». 
e« tß abtt ble 2 r w bte 5Peti?)^erie beö Äreifefl, »el*er bem !JJo- 
l^gone etngefcferleben werben tann, beffen ■^&Ifte, fiä} nm bte 3(k AA' 
bie^enb, badSti^äroib etjeugt; alfo tvltb ble ObtifU((e einet 
®|)(|ätoibö gcfnnben, wenn man tieSßerijj^eriebeÄbem 
ttjengenbenaSlelede elngefcferiebenenffrelfe« mltber 
Umbre^ungSait mn[t{))[icirt. 

Sufa^- 3)er Ißtperlic^e 3n^alt blefefl ©p^aroibö ifl 
I = 2K + 2T + C, 
WO ble @tö^en K, T unb C mi ben gegebenen Stüifen Itlc^t betK^" 
net Werben Finnen. 

€) ^it fiugcl. 
«. 269. 
Seftrfa^. fflltb eine Äugel »on einet ebene flef^nitten, fo iß 
bet ©^nilt eht Ärel«. 

Mfl. laSettieid. e« fei ÄFBG (gig. 209) Die 

Dntctjf^ttiltöllnle einer ßbene mK ber Angel* 
i)\}ti$&iS)t, beten 9IUteI))unft in C liegt. Vtan 
jiffie an0 bem Zentrum C anf jene <Sb«t( baS 
' 5lJeri>enblfeI CO, unb ble ®etoben AG, CF, 
OB, CG, . . .; fo jlnb blefe @eiaben ait 
^albmeffer bet jhigel alle einanber glei<(, nnb 
bemnac^ flnb auä) bie @eraben AO, FO, BD 
G . . . einanber glef^ («. 175 I) } folglli^ 
ifl Me !Dui($f($nltt«linle AFBG ein J^elS, 
beffen SDIltteHtunft in liegt. 
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tatrd^ bcA Seiitntm C btt StuQtl, fo iß ber ^albmeffer bed @($ti{tte6 
kern ftngel^meffer fl(ei($, unb bemnad^ ein größter Streik. SHfo fhtb 
alle gtoften ftngelfreife einanbct g(ei(^. 

Snfa^ *. 3tt>ei grofte Äwgelfreife ^albiren ficft immer, beim 
i^e 2>iir(i^f0tiittdlitiie gel^t btttd^ ben äRittelpunft ber ^gel, unb i§re 
iiib)>imfte Hegen in ber Jhtgetoberflac^e , bemnad^} ifi fte ein ^nx^^ 
«effet. 

Sufo^ 8* 93e}ei(^nen tt)ir ben ^ge(^a(bmeffer mit R, ben 
^bmeffer einee fc^nelbenben Äreifed (@e^nenfreife6) mit r, unb ben 
«bpanb blefer (Sbene t)om ÜTOittetp unfte ber Äugel mit x ; fo ifi 

r = \/lT»"— X*. 
3e grifer nnn x »irb, befio Heiner n>irb r, tt>eil R eine befWnbige 
9r6fe iß; a(fo fhtb bie Heineren jtreife um fo Heiner, je großer i^r 
äbflanb "oom 9RitteIpnnHe ber junget ifi. ffiirb x =: R, fo n>irb 
r s o, b. i. bie (Sbene f^at mit ber ^ugeloberfl&d^e nur einen einzigen 
$mift gemein, unb xoixb alfo eine 93erül^mng6ebene. 

Sttfa^ 4- !Da$ jeber grof te ^uge(frei6 fon>o^( bie ^ge(, ald 
i^e OberßA^e in gn>ei gleiche Xl^eile t^eile, if} fär fi(^ einlend^tenb. 

S. 270. 

. 2t^tia1i. 3)er aRitteI))unft eined fd^neibenben ^reifed AFB6 
liegt mit bem 9titte(pnnHe C ber jhtgel in einer auf jienen fenfrec^ten 
0erabett (9ig. 209). 

aSetoeid. (Sd fei ber SRittelpunft m Heinen Stxü\c^ , fo 
finb Me ©reiede COA, COB fongruent («. 39), dfo Sffi. COA 
= SB- COR = R, unb ba^er CO _L AB. gben fo folgt aud ber 
ftongmenj ber ©reiede COF unb COG, baf CO ± FG5 folglich 
an0 fenfeec^t auf bie «bene AFBG (%. 170) fei. 

3ufa^ 1. Siegen bemnad^ bie 9RitteI))unHe mel^rerer @e^nen^ 
helfe ttt bemfelben Äugel^albmeffer C D , fo ßnb blefelben einanber pa* 
raQel (|. 182 I). 

fufali 2« ^Ifo 6^6^ ^^^ ^^^ ^^^ 3Rittel))unfte ber ^gel auf 
eljinenfreW gefiHte ißerpenbifel burc^ ba6 Sentrum biefed Ärei^ 
fed. Umgefe^rt: !Da6 im SKtttelpunfte eined @e^nenfreife6 errichtete 
$er»>enbifel ge^t burd^ ben aRitteI^)ttnft ber Äugel. Der Seweiö Iglie^ 
i&t tt^tUt an^ au« 8. 175 Swf. 2, 3 unb 4. 

8. 271. 

€8^fI2tuttg. SQBenn auf ber ^ugeloberfläd^e {met fünfte ge^ 
geben {inb, bie mit bem 9Rittel))unHe ber Jhtael nicj;t in einer geraben 
Sittie liegen, fo befHmmen jene fünfte bie Sage eine« größten Jhrei^ 
fe«. — aSBarum ? 

8. 272. 

fiel^tfa^. 3n einem fpl^&rifc^en Dreiede ifi jebe @eite Heiner 
old bie ®nmme ber beiben anbem, aQe brei Seiten aber fhtb jufam^ 
mm immer Heiner al» 360°, ober Heiner a\ft Au %x%^"^^x StwjjKxt^^. 
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»,. JBetpei«. i) ffifl fd nPW 

"'"■ (gig. 210) ein fp^ärif^e« 2)rei(/ 

(S. 210). fStan gie^e Me $alb' 
meff« FO, PO nnt DO, fo W(< 
b«t bie ebenen PPO, PDO talt 
PDO am SHtttlpanfte itlh 
^gel einen bieffettigen töxptti' 
Ii$tu aSinlel, btl tvetc^em jtvct 
I ,, ebene SBinTel Immer größer olf 
"""bet britte flnb («. 194). 9m 
aber Ttiib bie ®eUen F P, P D nnb 
FD bie aHa^e ber ebenen SBinM 
FOP, POD nnb FOD, fofflri* 
tft au(t) 

FD <DP + FP. 
2) S}a fecnn SBiiM 
DOF + DOP 4- FOP <360» 
(8- ld5) iß, (o ec^ält mm, wenn ftatt ber mhUl i\ftt Wafe geft^l 
rcetben, aroDF + DP + FP <360". 

S. 273. 

@rflärung- Ser ^infel, weiften jn>ei ff^ärifc^e S^teteifftl' 
len ober ble Sbenen f^rer Sogen mit einanber bKben, »trb f^j^äit« 
\ibtv 9Qin[el genannt (S. 210, 11). Stlfo (ß bet fp^äcif(^e SBin^ 
[el HAU g(ei(^ bem 9IeignngSmtnfe[ TAI (^g. 210) ber @beBe« 
MAO nnb CAO. 

3ufa^ 1- Sfifo ^aben bie f)>^ä[i|'i$eu SBinfel biefelben l£igtu> 
fifaften, ivie bfe ebenen Sinlel, namtid} 

1) 3>te fp^ärifc&en Sffiinfel CAM nnb H A D, weicht ben Sogen 
AM gemeinfc^aflltt^ &aben, unb beien jTOei anbere Sogen AC nnb 
AD in einer unb berfelben Sbene liegen, mo^en (nfammen 180" an«. 

2) SJenn fti^i not* fo »iele größte Äreife in bemfelben Ilnr*' 
meffer AB ft^neiben, fo fft bie Summe aßer fjj^ärif^en aBlnfel, bie 
taim^ am ipanfte A gebilbet werben, = 360*. 

3) SerWngert man bie Sogen AM unb CM über M ^inaaS, ■ 
fo ifl ber von tiefen SSerlängerungett gebilbelt fp^ärff($e Sinftl 
BMD = AMC, t. i. bie am gemeinfiaflltt^en I)ur<tf*nifte entgegen' 
gefeften ffiinlel ober fp^ärifc^e ©(^eitetolnfel finb einanber g[ei$. 

3nfa^ 2- 9Ifo ^e^en gmei Seiten etntd flp^ärifcfien 'Sixtitdi 
fenfrettit anf tinanber, roenn l|re Ebenen fenfret^t auf einanber fit> 
^en, nAm(i4 e« ift ber Sogen AC fenfrec^t auf CM, wenn bfe @beoc 
ACO fenfrec^t onf CMD, ober loeun i^r SRelgungSioinfel ein Me*« 
ter iß. 

». 274. 

Se^vfn^- aBens bie Seiten AM unb AC bcfl fp^Arifc^en 
3)rtitd0 AMC Sitgeit »on 90", otn s:i.iwAiauVTO. ^■a^j, ^a t» bn \mtij 
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i brittf ©fite C M gelegte größte jfngelfrei^ C M D fenfred^t auf We 
f^Äreife ACB irnb AMB (g[ig. 210). 

IBetneid. 3Ran aie^e He ^albmeffer MO ttnt) CO, fo ftnb 

Me Sogen A M ml) C M ilt S^age ber ebenen ffiinfel A M unb 

r AOC, mithin finb biefe ebenen äBinfel redete mnUl, dfo ifl AO 

i \alktaft anf bie ^(bmeffer M nnb C 0, folglich auc^ anf bie (Sbene 

f:CHD (S. 170). ftm aber ge^en bie Sogen AM nnb AC, ober i^re 

t^^&eneit AHO nnb ACO burdb ^^^ ®enfre(^te AO, nnb b^mnaä) ^tf 

^ and^ fie fenfrec^t anf CMD ($. 190): ober e6 ifl nmgefel^rt CHD 

fenfred^t anf AMO nnb ACO. 

Sufa^ 1« Sllfo iß CMD fenfrec^t auf aOe größte Jhtgelfreife, 
bie bnrct^ ben 2)nrdt}me{fer AB gelegt n^erben. 

Sufafr 2. !Da M nnb C jngleidb fenfred^t finb anf A 0, 
fo ifl Der SBinfel M C ber ?»eignng0»infel ber (Sbenen MAO nnb 
CAO, alfo gleich bem oon ben Tangenten AT nnb Ai gebilbeten 
SBinfel TAI, folglidb and^ gleich bem fpbärifdben SBinfel MAC (§. 273) 
9hin ifi aber ber Sogen CM bad 9Raß bed ebenen Sinfeld MOC, 
alfb auii bed f)>^arif($en Sinfeld MAC; b. ^. bad SRaß eined 
f))^arifd^en ffiinfeld MAC ifi berSogenCH eined größ^ 
tcn Äreifed, weld^er jwifdben ben ©d^enfeln bed SBin^ 
feld, ober i^ren 93er langernngen, in einem $(bfianbe 
t)on 90® oom ©d&eitel be« SBinfeU liegt. 

3ufa^ 3* Sllfo flehen bie ^o(e eined j^:eife^ (S. 210, 10) t)on 
aOen ^4^nnften feinet Umfanget gleidbn^eit ab, nnb ber Slbflanb eine6 
jeben ^Joled »on einem biefer ^JJnnfte wirb bnrd^ einen Sogen oon 90" 
ober bnrd^ einen Onabranten gemeffen. 

Umgefei^rt: 993enn ein ^nnft A ber ^ngeloberßad^e t>on ben 
$nnften M, D nnb C um 90" abfielt, b. i. wenn ber Sogen A M = 
AC = 90", fo ifl A ber ^o( be« burd^ biefe jtoei ^nnfte ge^enben 
größten Äugelfreifed. 

3ufa^ 4. SW alfo ein größter Ärei^bogen C K anf einem 
größten Äreife CMD fenfred^t , fo ge^t er bnrd^ bie ^ole A nnb B 
jeneö Äreife^. 

3ltfa^ 6. Sinb jloei Sogen CK nnb MN größter Äreife anf 
einen anbem größten Ärei6 gngleid^ fenfred&t } fo ifl ber Dnrc^fdbnitt^^ 
pnnft A jener Sogen ober i^rer Serlangernngen, ber ?ßoI bed lefttern 
größten Äreife^. 

8. 275. 

3fi ber größte Äreid ACB fenfred^t auf ben größten Ärcie CMD, 
fo ifi ber feilförmige 2ltt«fd^nitt C A D M C ber t)ierte X^eil ber gangen 
ffngel, nnb wenn ber größte Ärei6 AMB auf bie beiben erfiern fenf^ 
rec^t ifl , fo ifi ber t)on ben (Sbenen A M , COM, A C , nnb bem 
f^)^arifd^en 2)reie(f AMC begrenjte Äör^)er bie ^alfte jeneö feilförmi^ 
gen ä[n6fd^nitte6, nnb bemna^ ber ad&te 3;^eil ber ganjen ffngel. (Sben 
fo ifl fiir ftd^ einleud^tenb, baß bie fmmme Dberfladöe iene6 feilförmi^ 



gen Slndfi^ttitted , Der t)ierte 23^eU, nni alfo bad fp^tifd^e 2>teit4^ 
AMC ber ad^te X^eil t)f r ganjen Jhigelobetfi&i^e fei. 

3ufa^. 5)a6 fp^arift^e Drcicd AMC wirb alfo üon brei Ottor 
brantftt eingefd^loffeti, unb ^at brei redfite SBinfet. Diefed ©reiecf »W 
gen>6^nUd^ al6 bie ^(ad^enein^ett angenommen. 

©eftcn loir alfo bie %l&(be eine« fold^en 2)reierfd = l^ fo »irt 
ber 3n^alt ber ganjen Ängelfldd^e burd& bie abfhrafte ^affl 8 0X0» 
gebtäcft. 

«. 276. 

8egt man bnrd^ bie Seiten bed f^)l^ärifd&en Dreierfd DPF mib 
burc^ bad Sentrum ber i^ugeI Sbencn, fo bilbet man baburc^ eta 
Srieber OD PF, beffen ®»)t$e in liegt, bejfen ebene ©infel DOP, 
DOF ttttb FOP bnrd^ bie Seiten DP, DF unb FP gemejfen toerben, 
unb beffen Sladfienioinfel mit ben SBinfeln bed fp^drifc^en !DreieÄ 
ibentifd^ finb. SßerWngert man bie Ebenen jener aBinfel, bid jie Me 
Ängeloberfl&d^e auf ber entgegengefeftten Seite bnrd^fd^neiben , fo ent* 
Pe^t ein nene6 Xrieber C E , »eld^e6 mit bem vorigen f^mmetrif* 
iji ($. 199; 3«f«ft !)• @« tji alfo aud^ ber Sogen CQ = DP, 
CE = DF, unbEO^FP, ober bie fp^arifc^en 2)reie(fe DPF 
unb CEO finb tt>ed&felfeitig gleid^feitig nnb gleid&, o6ne be^ljalb fou^ 

Jrnent ju fein («. 197. 5). — 3)a bie beiben a;rieber einanber gleidj 
ttb, fo muffen aud& bie f^)^arifd^en IDreiede DPF nnb CEO einanber 
gleid^ fein, ober fle muffen bie g[eid&t)ielfien Xl^eile einer Äugelober^ 
pädbe fein. 5ttun finb aber bte frummen Öberfldd^en ber feilförmigen 
2ludfd^nitte PFODPunbPCOEP einanber gleidb, weil bie fpijiärift^en 
ffiinfel bei P aW Sd^eitetoinfel gleid^ fmb, alfo ifi and^ 

PFODP — ^DPF = PCOEP — ^CEO, 
ober 

^DFO = -^CPE 

folglid^ aud^ 

z/DPF 4- z/CPE = z/CEO + zfDFQ, 

b. i. bie beiben Sl^eife ber Dberflad^en jener jtt>ei feit 
förmigen 2lndfd&nitte in ber einen ^albfugel finb jn^ 
fammen gleicb ber Summe ber beiben anbern Slgietle 
jener frummen Ob.erflad^en in ber anbern ^albfngeL 

Sttfa^- !Da jebem f^)IJärifd^en Dreietfe ein Srieber am gen^ 
trum entfpric^t, beffen Äantenioinfel bie Seiten beö !Drete(f6 jum SWafe 
^aben, unb beffen glftd^enwinfel mit ben SBinfeln beö !Dreierf« einerlei 
finb, fo laffen fid^ atte Sä^e, tt>elc^ie n)ir im erfien Slbfd^nitte bejüglidj 
ber breifeitigen Äörperwinfel nad^gett)iefen Ijiaben, an^ auf bie fp^&rt» 
fd^en 2)reierfe übertragen. 



«. 277. 

gefimben; x»tm man eine grofte Atfi^Hnif mit btt J^6l^f be6 @fg< 
waM imtU^Iicirt. 



211. 



bftiff fid^ bie ganjf J^Qgf( burc^ bie Umbre^ 
^tmg bf ^ ^albfre iff A M B um bf n 2)]trdb^ 
mefffr AB (gig. 211) entfianbeii , ne^me 
^ in ber ^tx\pf)txle biefe« gmerirenben Äret* 
ff^ einen beliebigen $nnft M an, jie^e bnrdb 
biefen bie Tangente C D, ma^t II D = M C, 
nnb f&df anf bie Umbrej^ungdare AB bie 
©enfred^ten MP, CS nnb Dy, fo »irbbie 
®erabf CD iDal^renb ber Umbre^nng ber 
ganjen @bene A M B bie 9Rante(fI&c^e eined 
abgefhiftten fenfret^ten ffegeW befc^reiben, 
be^en paxaMt ®mnbflä(l^en bie ®eraben 
C8 nnb DQ jn ^albmeffetn l^aben. @d 
iß bemnad^ 

5-9^ . CO = 2a.MP.CD ($. 263), 
koenn n>{r bie Slantelfl&d^e bed abgefaulten ffegeld mit S bejeic^nen. 




= 2ä {^- 



CS + 



^ stellt man jnm Serü^rung0<)unfte M ben ^albmeffer M (= R), 

nnb DE ± CS, fo ifi 

^MOP ^ z/CDE ($. 82. II); 

o(fo 

CD : DE = MO : MP, 

folgli* 

CD.MP = DE. MO = SO.R, 

unb biefen Sßertl^ in bie obige ®Ieicl^nng gefegt, erhalt man 

S = 2». SO. R = 2». R.SO. 

!Denfen n)ir und nun ben Sogen cd, mlcf^tx bie ÜJ^antelflad^e bed 
Jhige(fegmente6 befd^reibt^ nnenblidb Hein, fo tt)irb bie 2xingente CD 
Don bem Sogen cd nnenbüdb n)enig t^erfdtiieben fein, unb bemnad^ 
roitb in biefem ^aOe bie 3RanteIf[&(te jened abgefaulten ffegeld mit ber 
fmntmen Dberfl&(&e bed jfngelfegmented gnfammenfaden. ^Ifo iß für 
eine Jhtgeljone \)on einer nnenblic^ Keinen ^bf)e, s » 2:vR.y, Q)o 
y bie J^if^t bejeid^net. 

2)enfen n)ir und enblid^ ben enblid^en Sogen cMd in nnenblic^ 
))ie(e 3:^ei(e get^eilt, unb and allen 2:i^ei(ungd))nnften auf ben ^urd^^ 
meflfer A B ^er^penbifel gefiHt , fo beftftreiben n^ft^renb ber Umbrel^ung 
ber gangen (Sbene biefe unenblidb Keinen Sogen, bie a(d fold^e toit 
be Sinien angefel^ kverben fönnen, bie frnmmen Ober^&c^eu uu^ 



r 
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enbU* Heitiet Ihifleljone« , beten ^6^en »it bet Otbnmig «a<^ mit 
V Y' y" .. . bejei^aen, unb beten 6nmnie y + y' + y" + • • = ^V 
fein witb. nnb ea iji bann jebe foJ(^e Dbeifl&*e = 2 R« . y- J« 
Summe S aUet tiefer Dbetflädjen abet ifi ojfenbat bie fnimnie Ober» 
fläAe, bie »om »oflen cMd befdjiieben »itb; olfo ifl 

bT bie fttunrnrobetfia^e eine« f»>^atir*en efflmfi.^ 
teö ift fllei* b««« ^tobtt^le on« fetner größten Äret«* 
liuie in bie ^ö^e be« ©egmente«. 

$htfaft 1 aSBirb x = R , fo »itb S «. 2 R* « ; b. ^. bie frumme 
Dbetf&e einet ^albfuflel ifi fllei«^ jweien fltöf ten Ätei«flÄ(^eii. 

aifo ifi bie ganje ÄngetobetflÄ^e gleich vier grof^ 

ten Äteiefläc^en, n&»«'><^ = '^•^''^- . 

!Da«fetbe Siefnltat finben »it anc^ , njenn »it ben fle««"«»»« " 
Aalbfwi« AGB Ol« bie Aälfte eine« teflutaren ^^oi^flone« »on unenbltdj 
Sn leiten, nSb dfo bie '«uflel al« ein m^t betrachte«, ben« 
tut biefen m ,f ^e ®iei*n«jj, ^^ ^^^^ . ^^^ ^^ 

= 2R«.2R = 4R««, »eil (Slft. 208.) NA unenbll« «em 
fllfo AO - NO = A« = 0, trab ba^et AA' =i= a«' = 2R wirb. 

<a»f^h. 9 ffieil 4R«« = 2R«.2R = 2R«.AB, fo wirb 
bie ÄÄa*e «n(^ fleftmbe«, wenn man eine größte Sftei«l.«te 
mit beut Ängelbnr(^meffer multi))licirt. 

<aiif<tfc »I »exei*net mon bie Oberflächen jtueiet Äugeln mit 
0, c^ÄtlweffÄ 1>. .1, „nb i^te mbien mit R n fo ,fl 

Äuget«. 

SnfaO 4..®enn man fi* bem Ätelfe ANB (Stflnt 210) b«« 
^Ä SrÄ i^A^NB tte Site AB betoegt, bie SKantel, 

= 2«.BF.FG = 2«.R.2R = 4R «i|t. 

Mtfo lil bie DbctfUc^e bet Äugel glei* f5\^""' 
telfui^eVumf^tieäenT« flUK^feitifletj e.l««t«^«- 

2)ie ganje DbetflÄ*e 0' tiefe« 6i?linber« ifi alfo 
= 4R*« + 2R*« = öR"«, 

= 6R»« : 4R*« = 3 : 2 , folgli* == t '^' 



b. f^. bie Oberfläche einer ffugel ifl -f (et ganjen Ober^ 
fläche bed ttmfd^riebetteii gleic^feitigen S^Hnberd. 

3ufa# &• 9ett>egt f{d^ bad ^albe iheidfegmetit APLK um 
bit Slre AP, fo befd^reibt ber Sogen AKL bie Oberfl&d^e (&i{otte) 
o eitied Jhtgetfegmented , beffen ^i^t = AP. SUfo iß 

= 2Rä-AP = «.AB, AP. 

3iebt man um bie ©ebne AL, fo ift AP : AL = AL : A B, 

alfo AB. AP = AL} bemnad^ ifl o = «.AL, 
b.^.bieOberfl&c^e einerffugelmu^e ifigleidd einer^reidi^ 
flAd^e, U)el^e bie bem erjettgenben Sogen AKL ent^ 
fprec^ienbe Seltne AL )nm ^albmeffer ^at 

%. 278. 

3luf gäbe 3)ie f))l$&rifd&e Dberß&d&e F be« leilf^miigen Slud^ 
fc^nitte« ACBMA (gig. 175) jtt berec^fnen, toenn nebfi bem ^alb^ 
inejfer ber Angel ber fj^l^Srifclbe SBinf el MAC, ober beffen SRaf , nhm 
Ii(tf ber Sogen CM gegeben ifi. 

Slufldftttia* (Sd fei AO =: R, nnb ber f))^Arifd^e SEBinlel 
MAC, alfo anc^ ber Sogen CM = m®. 

Sßir ^aben fd^on (S. 210, 14) gefagt, baf fi(^ bie f))l^&rif(l^e Ober^ 
fl&d^e ACBMA « p jut ganzen Jhtgeloberj^Ad^e t>txf}aüt, koie S« 
TAt : 360% alfo anc^ toit an? MC : 360* = m« : 360% e« ip 
nÄmlidf m« : 360® = F : 4R*«, folglii^ 

3tf fa#. SBenn koir ben gl&d^enin^alt eine« t)on brei Clnabranten 
begrenzten f))^&rifti^en !X)reiedd ald gl&d^eneini^eit nnb ben rechten SEBinfel 
ald @inl^eit bed Sinfelmafed annehmen, fo iß, toenn bad Faseau F 
einem f))^&rif(l^en SBinfel A entf))rid^t (S. 275, 3nfa^j 

P : ihtgelß&d^e = A : 4 redeten Sßinfeln, 
ober 

F : 8 = A : 4, nnb ^ierand folgt F = 2 A; 

b. 9. ein Fuseao l^at ba0 ^opptüt bed enif))red^enben fp^&rifd^en Sßin^ 
feld )nnt 9lafe, ober bie fmmme Oberß&d^e eined feilf6miigen Stn^eU 
an6f(|nitted iß bem bopptlttn 9{eignngdn)infel feiner ®eitenß&(|en 
glei(^- 

i. 279. 

Sluf gäbe. S)en gl&d^eninl^alt eined \pf)itV[äfm 3>reiedM )n be^ 
* red^nen. 

Catometi'l (Kern. •com. 4. nufl. 19 



eiiblid^ Heiner j^nfle()onen ^ beten ^ö^en tt>ix btx Ctbnung mäf mit 
y , y', y" .. . bejeit^nen, nnb beten ©umme y 4. y -f y'' + . ^—sQ 
fein n)itb, nnb ed ifl bann jebe fold^e Dbetpäd^e = 2 Rjr . y. 2)ie 
©umme S aller biefet Dbetflatten ahtx ifi offenbar bie frumme Dbet^ 
fladbe^ bie ))om Sogen cMd befd^tieben toirb; alfo i^ -^ 

S=:2KgrXy+y'-f y"4-' .) = 2R3r.SO = 2Rjr.x, n>ox = SO,^ 
b i bie ftumme Oberfläche eine« fp^ärif'd&en ©egmen^ 
teö ifi flleid) bem ^robufte and feiner größten Ärei«^ 
linie in bie i^o^e bed Segmente^. 

^fa^ 1. aa8irbx = R, fo wirb S = 2R*ä; b. ^. bie frumme 
DberflÄc^e einer ^albfugel ifi gleidb gtoeien größten ffrei^päd^en. 

älfo ifi bie ganje Äugeloberfl&d^e gleid^ t»ier gröf* 
ten Äreiefl&c^en, n&mli(^ = A.W^jt, 

2)a6fetbe Siefultat ftnben U)ir anc^, mnn wir ben generirenben 
^albfreid AGB aW bie i^alfte eine^ regulären ^^ol^gone^ ^on nnenblH ^^ 
t)ielen Seiten^ unb alfo bie j^ugel ald ein @p^aroib betrachten , beim.^ 
für biefen gatl geöt bie ©leic^ung 4 

= 2RZC.AA' (8. 268) über in 
= 2Rä.2R = 4R*^jr, t^eil (gig. 208.) NA nnenblid^ Hein, 
alfo AO — NO = Aq = o, unb ba^er AA' = aa' = 2R n>irb. 

3ufa$ 2. aBeil 4R'ä = 2R3r.2R = 2Rä.AB, fo n)itb 
bie ÄugeloberflÄd^e aud^ gefunben, toenn man eine grofte jfreidlinie 
mit bem Äugelburc^meffer multij)licirt. 



^ufa^ 8- aS^jeid^net man bie Dbevflad^en jweier Jhigeln mit 
0, 0^ l^re 5)ur(|meffer mit I), i\, unb i^re Siabien mit R, r; fo ifi 

: = 4R2ä : 4i«3r = R« : r« = D* : d«: 

b. ^. bie Dberflac^en itoeier Äugeln ^erj^alten fic^ »ie 
bie £Xnabrate ber JRabien ober ber 3)ur^meffer ber 
if ngeln« 

Stnia^ 4.. 2)enft man fic6 bem Äreife ANB (gignr 210) ba« 
Cluabrat Gl umfc^rieben, fo befd^reibt bie ©erabe GF (n«AB = 2R), 
»a^renb flic^ bie Sbene ANB um bie Slre AB bett)egt, bie SRanteU 
fl&d^e eine« ber Äugel umfd^riebenen glei^feitigen 6i?linber«, n)elc^e 
r= 23r*BF.FG = 2ä.R,2R = 4R*« ifi. 

aifo ifi bie Dbctfl&d^e ber Äugel glei^ ber SWan^ 
telflÄc^e beö umfc^friebenen gleic^ffeitigen e^linber«. 

a)ie ganje Dberfladbe 0' biefe« (S^linberö ifi alfo 

= 4R*^Ä + 2R2;r = 6R^3r, 

unb ba^er 

0' : = 6R*Ä : 4R*ä = 3:2, folg«* = -f fV, 



^ 



28» 

r 

rk ^. bie Oberfläche einer J(uge( ifl -f btt ganjen Ober^ 
'fl&(^e be0 mnfc^riebetteii gleid^feitigen S^linberd. 

Sufo^ 5« 9mtQt M ba0 ^albe ihei^fegmettt APLK um 
:Me Sre AP, fo befd^reibt ber Soaen A KL bie Oberfl&d^e (Salotte) 
U eiued Jhtgelfegmeiite« , beffett ^o^e == a P. 9tt\o iß 

; = 2R3r-AP = «.AB. AP. 

3iebt moit mm bie @ebne AL, fo if) AP : AL = AL : A B, 

alfo AB. AP = AL} bemnad^ ifl o = ä.AL, 
kQ.bie£)berfIA(J^e einerffugelmö^e ifigleidtl einet^reidi^ 
fUd^e, tDeld^e bie bem erjettgenben Sogen AKL ent^ 
fprec^enbe Seltne AL )utn ^albmeffer ^at 

%. 278. 

Slufgolbe. 3)ie f))^&rifd^e Dberp&d^e F be« leilförmigen Slnd^ 
Ifibttitted ACBMA (Sig. 175) )n berechnen, n)entt mhft bem <&a(b^ 
'f «effer ber jhtgel ber f))9&rif(ltie SEBitif el MAC, ober beffen Wtaf, n&m^ 
Ifab ber Sogen CM gegeben ifi. 

9lttf[dfttti0. (Sd fei AO » R, tmb ber f))l^&rifd^e aßinlel 
MAC, olfo on^ ber Sogen CM = m®. 

.. aSir ^oben fd^on «. 210, 14) gefagt, baf fid^ bie fp^&rifd^e Ober^ 
U^t ACBMAxrsPjttr ganzen j^ngeloberjp[Ad^e t)erl^alte, koie S« 
lAt : 360®, alfo andj tt)ie are MC : 360* = m® : 360% e« ip 
L itimRc^ m« : 360® = F : 4R*ä, folglich 

360^ 180 90 

Sttfo^* SBenn koir ben ^I&d^enin^alt eine6 t)on brei Clnabranten 
iegren)ten f))^rifti(ien !X)reiedd ald $(&d^enein^eit nnb ben rechten SEBinfel 
ald Sto^eit bed SEBinfelmafed annehmen, fo iß, toenn bad Faseau F 
einem f))9&rif<]^en SBinfel A entf))ri(tit («. 275, 3ufa^j 

P : j^nge{ß&d^e = A : 4 redeten SEBinfeln, 
ober 

F : 8 = A : 4, nnb §ieran6 folgt F = 2 Aj 

b. 9. ein Fuseao f)at bad 2>o))))eIte be^ enif))re(^enben fp^&rifd^en SEBin^ 
tM snm 9lafe, ober bie frnmme Oberß&d^e eined feilfdrmigen j^ngel^ 
an0f(|nitte6 ifl bem boppttitn 9{eignngdtt)inlel feiner ®eitenfl&d^en 

flleid^- 

«. 279. 

Sluf gäbe* 3>en gl&d^ninl^alt eined f))l^&rifd^en 3)reiedfd )n be^ 
rechnen« 

€iatoineti'l (Kern. •com. i. nu|l. 19 



I 

1 



Z90 

SCnfldfung- 6« fei DP K (glg. 175) ba« »orflelegte 2)rdfl 
teffrn ^läd^entaum wit mit a beitid^nett votiüen; in fp^Arifc^e Sßii 
fei DPF fei = m», PDF -= n", «nb DFP = 8°, fo iji bie fp^ä« 
tif4)e Oberfläche 

EDP «= EDFPE — ^DPF 

= ^'^^'^- « («• 278), 
CPFAC =CPDFAC — ^DPF 

CPE = OCPEO — ^CEQ 
a^ QDPFO — -^DPF 

= JL.2R*Ä— a; 

ISO 

t>emna^ ifi buvd^ Slbbition Mefer brei ©(eid^ungm 

EDP + CPFAC+CPE=2R««(^ + ^+^)-3., 

b. i. bit f)albe jfngeloberfl&d^e n)eniger a ober 

2R'7t - a = 2R^7t C!±^±il?)_3a, 

V 180 / ' 

Ober 2 a = 2R« ('-^~^) - 2R««, 
ober 

9lutt tft aber 

180' 

bte Sänge eine^ Äretebogen^ t)Ott («<> 4- n«» + ».^ — 180®) in S^ei^ 
Jen be^ ^albmefferö (J. 144) ; alfo totrb ber gläd^enin^alt eine^ \piih^ 
rifd^en IDreiecfd gefunben^ ttenn man ben ^albmeffer ber ihtgel mnt 
ti^Itcirt mit bem Sangenmafe eine^ grofiten ^etöbogen^, bet fo M 
®rabe f^at, a(d ber Ueberfc^ufi ber ®rabe aOer brei (p^&rifd^en SQinfel 
über 180** betr&gt 

Dtefer Ueberfc^nf (m« + n« + 8« — 180^ »irb ber f»)^ä^ 
rifc^e @rcef genannt^ mithin ifl ber ^(ad^enin^alt eined fp^ärifd^eit 
!X)reiecfd and^ gleich bem ^robnfte aud bem ^ugell^albmeffer in bie 
S&nge bed f!|^^arifc|ien (Srceffed« Sejetc^inett n)ir n&mlid^ ben \p^axu 
fdben erceg a = m*> + ii« + s« — ISO® in Stellen bed ^alb* 
mefferd andgebrücft burd^ A ; fo n)irb a = 1 . R. Pr ben ^Ibmeffer 
R = 1 wirb ber Sn^alt beö Dreiecfd a =« A. 

S. 280. 

£e]^tfa#. 3)er f6r))er(idbe 3nl^a(t einer ifngel toirb gefnnbrn, 
toenn man i^re Oberft&(^e mit bem brüten X^eile be6 ^albmeffer6 
mwItipHdrt (gig. 211). 



2fl 




JBetvcK. 3)tan imlt (!d^ tmic^ btn !£ui($mrff» AB uttenli« 
I m ttifir gtJ^tf Ätrife gelfgl uitb bann unenbllcb olele paxaMt 
i ßi^itte CK, DI, hH, n f » fenfrettt auf AB gtfüljrt; fo wirb 
i >alitr<9 bie iFngetober^Ai^f in nnenbitc^ viele fletne Sigurm abcd 
f idmn, . . . Aan AnE ic jert^filt »eld&* Steile Wegen i^r« nif 
[ hbratenben @rB$t al0 ebene gerabünige gigurtn UüaH)Ut werben 

£egt man tnbü(f) bnrt^ ble Seiten ab, b c, cd ic. unb bnrt^ ba4 
Seutram bie @benen aOb, bOc, dOc ic, fo rcirb babntcfi 
Ht ganje Stn^i in lautet unenblf^ fletne ^Vtamiben (@lemcnfe) 
jetlegt, beten ®rnnbflä4en jene nnenblic{) flefnen X^eile abcd, idoinit. 
in jhige(ober^<$t iinb, unb beten @)}ißen f&mnttCt^ im 3Ritte[punhc 
liegen, beten gemeinfci^aflli($e $5^e alfo bei Augei^albmeffet tfl. 
IE0 i^ bemnac^ bet ffubifin^alt eined leben foli^en JPugeielemented 
K I R . b, wenn ber ÄngeC^albmeffet mit R, unb bie Safid beS @le« 
tnented mit b bejeit^net relxb; fol^Üd) tfi bie Summe aOet jener tSle* 
Dteate, b. i. bei anmalt ber gangen ffugel g(ei(^ bet Summe aUet Jener 
@ranbfl&c^en , b. i gleii^ ber gangen SttiQtloit^li(!)t mnUi)>(ieitt mit 
bcm lititten %S)tÜt bed Jhigel^Ibmeffetd. 

Sufil^ 1. ^ftaa ip aber bie ÄugeroberfIöd6e = AR'x: alfo 
bet ÄnbiHn^oIt bet ffngel K = ^H. 4 R* « = *«'«;, ober wenn wir 
ß = JD, äff« R» = p' fejen, 

K =. f . i D» « =. J D« JT = ^ D", 

b. L bet Anbifin^all bei ffngci wttb .aiti$ gefunben, 
wenn man bte btitte $i>teit) bti jfagelbttrttimeffctft mit 
bcm fed^«ten X^eKt bet Suboifi^ifi^en Ba^I mndl' 
ttlititt. 



^ufat 2' Searif^net man Mc 3a^altt jrocftr ftngeln mit K 
mb k, i^re ^al&mefftt mit B, r, i^te EDurc^mcffer mit 0, d, nnli i^n 
06trflä($eii mit 0, o; fo iß, Wtil 



: k » R. 



jr'« - ; 
= R* 



b !}. jwtt ffugtln fltfitn Im }ufam mensefe^teit SfK 
^dltntffe i^rei Obetflät^en nob ^albneffti, ober in 
tirti>l{cittctl Str^AItnfffc l^ter Stabien ober 3)tir(^ 
mtfff t. 

f. 28i. 

9hlf^abt. 2>eit Krpnüdfta Sn^alt a) tine« ^tttgelfertor«, imb 
b) tintd ih^dftflmmK« jn b«ptmmni. 

g., Stufröfuttg. B) <£« fei ABC 

"' (gifl. 212) b(t Ätei«att«f(^i»itt, bnvS) 

" tt^tn Umbic^mta um bot ^albmfffn 

BC = R bet xBgdffItor A erjengt 

Wirb, unb bit ^6fft BP be0 -eov btm 

falben jtr(i«abf|uitte AHB P btfi$rie> 

benra Jhtflflfegmmtrt A' fei = i. 

X)er ffuflelfeltiir A if) ein (ottif<$tr 

Afirper, brr bie Stn^tlmü^t AMBDE 

= B gur 99cif{6 ^at, nnb btffm S>pi^ 

in C liegt, beffett ^d^e alfo -= BC 

== R ift. Duct? bitfelben ®*Iiiff(, 

wie %. 280, tr^dlt man A = ^B.B; 

aber B = 2R«.< (|. 277); folfllli^ 

burc^ SubfHtntion 

A — |.2Hni.R»<' f»R».x. 

b) a>fi< InAtd ACP befd^ttibt, ttd^renb fld^ bte gonjc (Sbnt 

nra bie ftre ß C bre^l, einen fenttec^ten Äegel, »elitieit wir mit K te« 

jti($iien woRen; alfo Iß ber Sn^alt be« von bet gignt AHB? bc 

fi^riebenen Jfngelftgmentttf glrii^ beut Jtngelf^or A weniger bem 9t> 

gtl K, nAml{(^ 

A' — A — K, ntib wtil naiS) e) 
A » |B*».T/nnb 
K = jap'« . PC Cf. 264) 
— [n BP.PG (BC — BP) 
,= Iß. X (BG — BP) (BC — BP) 
= Ijr.x (2R — x)(B — X) 
.=. I.jc.x(2R« — 3Bx + X*)} 




i 



fo iß tatc^ 6QifUtiitiott 

A'= |R*«.j[ — J«x(2R* — 3Rx + x«) 

— |«x[2R* — 2R« + 3Rx — X«] = i«x« (3R — x). 

Sitfoi^. aß&re ket Stt^ott t)er jmifc^eii ben ^arattelfrdfen 
AED mü) MFN enthaltenen jfngeljone gn beßintmen, fo n>&re 
Z = A' — A'', »enn »tr ten 3nl^alt ber 3^«^ wit Z, nab ben 3n^ 
.^tt bed t>on bet (Sbene B M p etaeugten Jhtgelabfd^nitted mit A^^ (e^ 
)e{(^nen. 



iemnadb 



6eften »it BP = y, fo iji 

A" = i«y«(3R _y), 



Z — ^ [X» (3R — X) — y* (3R — y)l. 



* Bttt Uebttng fttc^e man una Z anasttbrftcfett butc^ He ^äSbmtf(tt A P itttb M p 
ber l^cibnt pataMtn Ontnbff&c^en, unb but^ bie ^t P p bet Bone. 

S. 282. 

2)enft man {!(^ einem gleiti^feitigen (St^Iinber eine Jhtgel nnb 
ehten ftegel eingef(^rieben , fo ^aben (St^Iinber nnb ffegel eine grSfte 
ihreidß&d^e bet eingef(^riebenen jhtgel gnr ®mnbfl&(l^e, nnb ben ^m^^ 
meffet biefet Stn^ti jnt ^ö^e« S3e)ei(^net man nnn ben (St^Iinber mit 
C, bie ihtgel mit S, nnb ben ffegel mit K, ben ^albmeffer ber Jhtgel 
aber mit R, fo ifl 

C = R«jr . 2R = 2R»», S «. |R»«, 



snb 
alfo 



K =: |R*;r.2R c= fR'jrj 



C : S : K = 2R'ä : fR'jr : f R»ä 

= 2 : I : I = 6 : 4 : 2 — 3 : 2 : 1. 

!Denft man fid^ aber einet jfngel einen (S^Iinbet nnb einen ftegel 
nmfdbtieben, nnb bel^alten kDir bie )^otige Sejeic^nung bei^ fo ifi, mil 
ber ßj^linber eine größte Ärei^jl&d^e jur Sa^«, nnb ben ihigelbttrc^* 
meffet jnt J&6be l^at, C = 2R»», nnb S =|R«ä. SBirb nun 
bie jQi^e be^ nmfddriebenen ÄegeW = h, nnb bie Seite beffelben = x 
gefegt; fo iji ber ^albmeffet ber Omnbfl&dde iene6 ÄegeW = § x, nnb 
tt)eil X = 2Rv/3 («. 140)} fo ifl 

h = v/x* — ix» = |v/3 = Rn/3V3 = 3R, 

unb bemnad^ 



SM 

K— JClVarh » J ^'«h — ^ . 12R*«.3R =- 3R»«', 

S : C : K « }R«« : 2R»ä t 3R»a = 4:6:9. 
3>(i«fe((( iBtrj^&Itnif ^ben and^ bie ganjen Oberfläc^eii bi(f( 



H»Ss« 



f( n 9 a it $|. 



^0n itx |l0tißrttkttati Ux htfiimmUn €^Utd)ttn0(n be0 txpn 

nnb 3iiiett(ti ^xaU$. 



S. 283. 

iBtnätunitn. Sei »en meifiett eragen bn mmentax. 
Seotnetrif ^atttelt ed ^d^ um bie SefHtnmttng ber ®r6f e (S&ngO ge^ 
Diffet Siniett , t)ott bereu ff enntitif Me Slußofniig ber S(ufgabe abj^&ngt, 
mb l^iebei fitib jene Sinien an bie befannten ®tüde bnrdSf bie digen^ 
[c^aften gebnnben, n)el(l^e an6 aOgemeinen geometrifd^en äBa^r^eiten 
piiefen. Xa man nun bie t)etf($iebenen Sinien^ meiere in einem Sel^t^ 
fa^e ober in einer Slufgabe erfd^einen, fleM burd^ Snc^flaben bejeic^^ 
nen fann, fo er^&lt man bur($ biefe S)ar^eanng be6 3n^a(te6 eined 
Sel^rfa^ed ober eine6 $rob(emed eine ®(ei(^nng )n)ifd^en jenen )^erf(^ie^ 
benen ®r6f en. 9Birb man fonad^ mittelß befannter geometrifd^er 993a^r^ 
Reiten auf eine ober mel^rere ®(eid^ungen geleitet, in toeld^en bie nn^ 
befannten unb bie gegebenen Sinien burc^ adgemetne 3eid&en (9nc^^ 
flaben) bargeßeQt ftnb, fo gelangt man burd^ bie algebraifd^e Se^anb^' 
lung jener ®(e{(^ungett jur SefHmmung ber SEBert^e ber unbefannten 
@rofen, toelc^e bemnad^ ald^nftionen ber gegebenen Sinien erfc^einen. 
^at man ben ^^brudE für ben 9Bert^ einer Unbefannten ge^nben^ 
fo muf man bie angebeuteten algebraifdben O))erationen mittel^ geome^ 
trif(^er ffonjlruftionen au^fü^ren, unb bie^ wirb immer »oHfommen ge^ 
littgen, toenn bie einer Slufgabe entf))red^enben ®Ieic^ungen t)om erflen 
ober gtoeiten ®rabe fhib. — !Die JRci^e ber geometrtfd&en Operationen, 
bie jur Sefiimmung ber Unbefannten audgefül^rt n)erben muffen, nennt 
man bie ffonfiruftion ber Unbefannten ober anc^ bie Ston^ 
ßruftion ber ®Ieid(iung. 

Sßir fe^en bemnac^, baf man bie SUgebra auf bie ®eometrie unb 
biefe auf bie SUgebra antotnim Uimt. ^iebei ^^Ite man {i(^ ^M an 
folgenbe SRegel: 

,,Um ein geometrif^ed Problem mittelß ber SUgebra auftulöfen 
,,ober analt^tifdb }u bel^anbeln, benfe man fic^ bie Slufgabe gelöfl 
„unb ))er)ei(9ne bie i^r entfpredbenbe Sigur; hierauf unterfud^e man, 
„toeldbe Sinie ober n>e(c|ie Sinien gu fu(|en, mit||in unbefannt finb, fo 
„toirb bie Seflimmung biefer Unbefannten unmittelbar auf bie Sofung 
„ber \)orgelegtett Slufgabe ffi^ren. ÜJ^an toirb bemnac^ bie befannten 
„unb unbefannten IBinien burdl^ Sud^fiaben bejeid^nen, unb mit ^i(fe 
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,,bet Sebingungen ber Slufgabe unb bet aOgemeitiett geometrifd^ett SBal^r^ 
^.^eitett; ml^t fic^ ol^ne ®d(in>iec{gfeit an^ bet Setrad^tang ber %iQnr 
^^ergebett; n)0 mögUd^ eben fo \)ie(e ®(e{cl^ungett bilben, al6 unbefatmte 
,,@töfen )^or^anbeti finb; enb(ic^ (ofe man biefe ®Ieid^ungen algebraifc^ 
,;auf unb fonfirutre bie gefunbenen äBurjeln/' 

Sei ber 3(nn>enbung biefer Wi^tf^obt l&f t {!d& bie SluflSfung bnrc^ 
eine gefc^icfte SBa^I ber Unbefannten fe^r vereinfachen, »eß^alb biefe 
SBa^l t)Ctt ^o^er SBid^itigfeit ifl nnb mit befonberer Sorgfalt getrof en 
n^erben muß. Uebrigenö ifi ber einer Slufgabe entfpred^enbe algebraifc^e 
Siuöbrutf jnr Sluflöfung nic^t immer genugenb, öftere muffen noc^ 
mehrere einfache ffonfirnftionen in ber gigur vorgenommen werben, um 
jn ben erforberlidben ©leid&ungen jn gelangen» — 3)ie auf folc^e 2lrt 
gefnnbenen 8u4;fiabengteic^ungen — Slteralgleid^ungen — laffeu fi(^ 
(eid^t in numerifc^e ©teidbnngen vertoanbeln. ®efe(t n>ir Ratten bie 
aufgäbe gu löfen : „3« jwei gegebenen ®tre(fen A unb B bie mittlere 
geometrifdbe 5ßro})orttonale X ju finben/' fo erl^ält man bie 5)5ro^ 

Portion tt A : X : B , unb ^ieraud bie ®teidbu«g X - \/A H , too bem^ 
nac^ X, A unb B gerabe ginien bejeicbnen. Sejie^en xoix biefe ®tf 
raben auf irgenb eine aW ©n^eit angenommene Sinie A = 1, unb 
fe^en X = x.A, A = a.A unb B = b.l, too x, a unb b maö 
immer för beflimmte 3<J^f^tt bebeuten (J. 67), fo ftnben mir burc^ ®ub^ 
flitution biefer SBert^e in bie obige ©leic^ung: 

x.A = \/aTTbA = A\/ab, 

alfo bie numerifd^e ®leic^uttg x = \/a b. SBie man von biefer ®Iei* 

c^fung X = v/fiTb auf bie erfiere X = \/AB jnrüdfge^en Mnne , 19 
für j^d^ einleud^tenb. 8(ud^ ip leicht einjufe^en, bafi bie numerifd^en 
aOSert^e a unb b ber ®eraben A unb B von ber gen^il^lten Sinearein^ 
l^eit A unabhängig feien; benn n)al^len n>ir eine anbere Strecfe I al6 

(gin^eit unb fefcen — = n = einer beliebigen reeUen Saf)l, mithin 

l «=r DA, fo ifl 

A a.X a.n X a.l a 

B "" ETI ~ b.nl ~ bTl "" b' 

ober bad SSerl^dltnif A : B = a : b bleibt unveränbert. 

Sejeic^net nun feine ber ®eraben, ioelc^e in ber ®leidbung er# 
fd^einen, bie Sinearein^eit , fo iji flar, baf aße ©lieber ber ©lei^ung 
von bemfelben @rabe fein ober gleich viele ^imenfionen ^aben muffen j 
benn laf t man bie Sinearein^eit ffd^ anbern , ober n>ä^lt man eine gan) 
beliebige ©tredfe al6 Stn^eit, fo mfiffen iene ^af^Un, »eld^e bie ?ait^ 
gen ber in ber ®leid^ttng erjc^einenben @eraben bejeid^nen, unverän^ 
bert bleiben , e« muffen baljer bie Slenberungen ber einjelnen a;i^eite ber 
®lei(^ttng immer ))ro<)ortlottirt fein. — Sine fold^e ®teidbung ^cfft 
homogen, unb tvenn man burd^ bie Slufldfung ber ®leid^ung fär bie 
Uttbefannte einen S(udbrud( ftnbet, mi^tt ni^t homogen ifl, fo ifl 
*^d^ered ffennjeid^en, ba^ bie ©leid^nng nnrid^Hg ober falft^ fei 



%^ttti bie SeMttguiiflett einer S(ufga^e auf elbeit fo t)iele loevfd^ie^ 

teile, ))on einanber unabhängige ®(ei(l(^nnflen , ald nnbefannte ®rdfett 

)[>or^anben {Inb; fo gelangt man bnrd^ (Sltmination enblic^ auf eine 

eittjfge ©leid^ung mü Sincr Unbclannten, bcrcn SQSertl^ auö blefer 

®Ieid^nng beflimmt unb burc^ eine atgebraifd^e Formel jtDifd^en (auter 

IbeFantiten ®röpen bargefieUt n)erben fann. 3n biefem %aüe ^etft tie 

Slufgabe eine befiimmte. 3ttt)olöirt aber ber für eine Unbefannte ge# 

funbene Siu^brud aufer ben befannten ®ro^en auc^ noc^ eine ober 

mt^xtxe Unbefannte, fo i^ baö vorgelegte Problem ein unbefiimm^ 

ted, unb laft mehrere, ^äuftg fogar unenbHd^ t)lele Sluflofungcn gu. 

2)ie algebraifd^e 2lufl6fmig eine^ bcftimntten ^roblcmeö fü|rt 

entweder auf })ojitit)e, negative ober imaginäre SBert^e ber Unbefann* 

ten. Die pofltiven SBertlJe entf^red^en gerabeju ber vorgelegten grage, 

bie negativen SBert^e aber entfpret^en im Slßgemeinen einer ber vorge# 

legten S^age analogen grage» 3)ie imaginären !RefuItate jeigen ^aufig 

bto^ an, bafi bie Sebingungen ber 3(ufgabe nid^t gteid^jeitig bejlel^en 

fonnen, ba|i fonad& bie Slufgabe tttt>a^ Unmöglichem verlange, ober fle 

bejeldt^nen öfterö bie@renjen, jwifc^en welchen bie reeOen äBert^e einer 

Uttbefannten entl^alten jtnb, toie wir in ber golge ju bemerfen ®ele^ 

gen^eit f)aUn n^erben. 

Sei ber geometrifd^en Äonfirultion fonnen bie gefunbenen SÖBert^e 
auf ber 8in{e, in tveld^er jie liegen, von einem befiimmten ?PunKe an 
geredbnet auf ber einen ober ber anbern Seite aufgetragen tt)erbem 
Setrac^tet man nun bie eine Seite al6 bie Stic^tung ber ))ofttiven 
ffiert^e, fo muß man bie anbere ober entgegengefefcte Seite aü bie 
äiid^tung ber negativen SBert^e annel^men*). 

(gine ©leid^ung geometrifd^ fonftruiren ^eifit ben SBert^ ber un^ 
befannten ®rofen bur($ Sinien au^brüden, 3fi bie ©leid^ung vont 
erfien ®rabe, fo tvirb ber SBert^ ber Unbefannten mittelfl ber 2)urd^^ 
f^nitte geraber Sinien gefunben; ifi aber bie ®fei(^ung vom jweilen 
®rabe, fo tverben bie beiben SBert^e ber Unbefannten mÜM^ ber 
JDurd&fd^nitte eine« Äreifed unb einer geraben Sinie bejJimmt 2)ie 
ftonfhuftion ber l^öl^ern ®(eid^ungen liegt aufer ben @ren)en, bie bie^ 
fem SBud^e vorgefd^rieben jtnb* 

aSäir tt)otten nun baö ®efagte burc^ bie Sluflofung einiger Sluf^ 
gaben erl&utern. 

«. 284. 
9lnf^aht* Singliebrige Formeln gu fonfiruiren, ). 9. 

ab abc abcd c . 

X BS X = --r— , X =1 — - — , U. f. tt). 

c ' de ' efg ' ' 

(Wo a, b, c, d, tt. f. tt). gegebene Linien bejeic^nen), weld^e gormeln 



*) IBerädft^tigft man au^ bie (Ri^tung Ut Im^ bie (Rechnung gefunbenen 
Siftien, fo br&dCen imagütace (Refultate eine oon bet $an)}tttdSititng (^ofltiv 
unb negativ) fettig aBtoei^enbe (Ri^tung ane , xot^aib beriet @r6flen au(^ 
iatttaU(^teftn genannt irerben. 



(autet Slniett barfleOett, toM bie Summe ber 2)imetif{ottfti im ^ä^tet 
bit Qnmmt bet !Dimni{ioiten im 9lennet um eine (Sin^eit fiber^eigt. 

9[n6 ber ©leid^nng x es — fo(gt c : a c= b : x, matt ^ 

c 

alfo nnr }u c, a nttb b ebte toierte !ß¥0)>otttottale ju fnc^m CS* 72>« 

UBdre x' = a b ^ mttljttt c — 1 , fo folgt ffittaM 1 : a = b : x, 
f6 ifl bemnac^ x' bie t)ierte geometrffd^e $ro))ortiottaIe iux Sinearein^ 
^eit ntib ben ®erabett a ntib b. 

3fl ferner x" = ! , mit^te c : a = 1 : x", fo W^t fid^ and^ 

c 

x" auf biefelbe 8lrt fonfhutreti. 

a[tt6 ber ®let(^ung x «= a* folgt 1 : a = a : x, mit^tn i^ x' 
bie britte fletige proportionale gu ben Sinien 1 unb a, beren Ston^ 
ftruftion bereite befannt ifl. 

Um bie ©leidBnna x = V^ jn fonftmiren, fnd^e man, mt 

de 
a b 

t)or^in, eine 8inie m t= _ f o ^at man 

abc ab c cm 

de d e e ' 

ml^tx Slu^brui! nun fonfhuirt n)erben fann. 
ßben fo ifl 

abcd ab cd 1 ma 

X s= - — — -- « — -- • — — — » 

efg d f g g' 

toenn — = m ^ unb ^ = n gefunben toirb. Uebrigen* Mnnte man 
aud^ alfo toerfa^ren: 

abcd ab cd med *mc d pd 

efg r * Fg "* "Tg "T • g "g"' 

tt)enn — = m , unb "^ = p gefunben wirb. 

e I 

a* — b" 

3ufa^ 1. Slud^ bie Äonfbnftion ber ©leid^nng x = 

c 

l&^t f{d^ auf ba6 Sluffinben einer t)ierten $ro)>ortionaainie gurucifä^ren, 
tt)enn man x = (^ + bH^-^) ^ ^ fej,t, n)o m = a + b, unb 

a* b* 

n = a — b. Ober man feftt x » = p — q, Wenn 

a' b* 

- = p, unb - = q gefefet wirb, too alfo p bie britte fldtlge ^xo^ 

c c 

yottionaU )tt c wab a, q ahn jn c tntb b iß. 

b* b» b b* b* b' 1 b'c 



fo ifl anäf bie «onflruftiondart biefer aiudbröcfe befannt. 



a a a a a a a' 
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;. '' ' ■:f I. 285- 

Se{le|t bet 3&§(et be6 9nt$f6 an6 me^retm 3:§eUeit , n)&l^teitb 
ter 9lei|tifr ein 9Konom ifl, fo lofe matt teit 9rud^ üt feitte einjetoe 
XlS^eile auf, unb t>etfal^e batttt itad^ bettt t)ot§etgel^ettbett ^aragra))^« 
©6 fet jJ 8. ^" ' 

'i atc + d'ef — ghi 

^ kl 

}n fon^ttitett, fo ifl att(^ 

abc , dej ghj 

* kl "*" kl kl ' 

unb nomtt 

abc abc m • c 

TT " T • r ™ "1 "' 

def de f nf ^ 

kl ~ k • T 1 ^ 
gefegt »ttb^Mo ifl 

x = a+/J— y = (a + /J) — y=30 — y = d, tt)Oa + /J = tf. 

S. 286. 

3fl bet 9letttter be6 geae^ettett S[tt6bru(f6 eitt ^ol^nottt; fo tnuf 
et auf etti SRonottt gutürfflefu^tt toetben. @6 fei j/©: ^^ 

abc 
• ., d e + f g 

!X)a fon)o9( d e a(d f g ein Sted^tecf bejeid^net, fo mnf and^ i^te 6nmme 
ein giec^ted fein; man fefee alfo 

de + fg =: dy, ba^et y = e + y; 
unb'^at man y fonfhmitt, fo t>etieid^ne man 

^ _ ab c _ ab c j 

dy d y ^ 

3ufa^. 3fi 3&9Iet nnb 9{enttet me^tuamig, fo füllte mon ben 
9lenner jnetft onf ein S^onom jutücf^ toie oben gele^tt wntbe, nnb 
bann ))etfa§te man nad^ S* 285. @6 fei ). 9. 

a'bc — de'f + e'g 
he' — c*k — Imn * 

Seftt man 

he* — c*k — Imn = e*y, 
alfo 

e'^k Imn 

y „ h - ^ - -;p-, 

^el(^e Sleid^nng man an fonßntiten toeif , fo et|i&(t man 

_ a'bc — de'f + e'g 
c»y 



X = --JL-' _ ÜJ + 1«. 
e y y y 

.nrnftlnng. Sic Mt^n bttra^ttttn ©(((«^ungtn »artn fämmtli^ (cmogra, 
b. ^. tit tinjtintn ®Utbec btirTtlbni nartn alle son bcmftlbctt @catc, ober 
^alttn %Uii^ Dtdt 3)imcn{[i>nin, tDtlc^t« jctioi^ ni^t immtt bit gaü iß, toenn 
eine bt( gtgtbtntn Linien alt (Sin^tit beltai^ttt ttirb, btnn bann uirb ein 
Dbtr bat anbirt ®(itb brr @Iti^ung in eindn nitbrigcrrn ®rabt erfi^eincii- 
3n (intm foli^tn gallt ^«e mon notfr, ttuot man jur Äonftrutlion fi^rtitet, 
lit ^omogtHtität, b. i- bte ®ltt(6^(it btr iJ)ini(nRDntn ^(rjufttlltn, tnbfin man 
tine btlitbigc üute ola Stntattin^eit annimmt (bit wir in bn Solee immer 
butA 1 btjti^ntn noilcn), unb mit btrfdben, ottt Hjtta $ottnien, wo etf 
nät^ia ift, na^ Scfotbemif b« Umflänb[ mulltplitirl ober biuibirt, nit an« 
fulgentin ißcifpirlHi (r^dlen wirb. 9lu« btn ausbtüdtn 

a' + lio' a' h - c' d ab'c - üT + g* ^^ 
d' ' m'p — n q' a* — m '' 

tnttbtn, tttnn man fic ^nmogni ma^t, folgenbc 

a'.i) + bc" a'b — c'il.ij ab*c — d'fij + k'-ti' 



obet flatt bt< Ic^tttn aui^ 

■ b'c.j) ~ d'fi;' + fi'-i)' 



S. 287. 
Sie tHnctt quabiatiftfien ©Id^unsm luffen ^xib immer auf eine 

btx folgenben gönnen bringen: 

X = \/aT, X = \/a* ± b*. 

1. 3n ber erffen ©leiinng ifi tn 2Bert^ Bon x Me mittlere 
geometrif^e proportionale jmtft^en a unb b, iveli^e mir ouf »erfctifi 
bene 91rt finben fönnen (8. 93 «nb 3i>f'>e)- 

2. 3)ie jttteite ©leiitung laft fi^ jwar auf ä^nÜt^f SIrt fon. 
Pruiren, role fcie erPe, intern man 

ober aucfe, wenn baß untere 3eii$en gilt, 

X = \/(«+b)(B-b) fett; 
aDein einfacher ip ta« SBerfa^ten, wenn man x al« eine Seite eiuefl 
retfttiBlnKigen Sreletteö betrachtet, beffen jipei aub ere Seiten a unb b 
finb, unb jroar bejelctnet bann x « \/a' + b* bie jg(!?i)otenufe beß 
2>reied3, a unb b tic Äiitfiricn, «üb x = \/a' — b* bejeiitnet eine 
Äalfjel« bcö Sreierfe, btffen aubere Äat^ete b, unb beffen ^tfpoto 
nufe a i% 

^ufat- 93d quabrailfi^en SUii^snaen muß bemnai^ Me ®T6ft 
unter Pem aßuvjeljeic&en immer Born Jtteiteil ®rabe fein, bpmlt bif 



tos 

Sßnrjfl fdbfl mir tint !X>imenfion erl^AIt, mt> alfo ein iintaxs9lM* 
brncf tt)irb. 



S 288. 
9litit finb n)it im ©tanbe, folgenbe ®(fi(l(ittngfti jn fotifhuireit. 

1) X = I/ÜZIZJ. 

Watt fefte a*c ± b«d = a»y, alfo y = c ± ^, fo wirb, 



oemi y bnxHf J(onfhuftion geftmben n^orben: 

X s 






a' 



totnn — — = z gcfirabftt tt)ftb , unb nun fann and x = \/y a 
fonfihruirt tt>erben. 9){an fönnte aber aud^ fe^en 

aVc + b*d -^ ac , b'd 

-TT— = '"' «'^^ " = f—g ± ITTT^' 

unb bann wäre x = \/a^. 



2) X = \/a* ± l)c. 

hc 

9Ratt fcftc a* ± bc = ay, alfo y = a ± _^ fo erhält matt 



a 



X = x/flTy 5 ober man fe^e bc a« z', tt)o alfo z bfe mittlere geometrt* 
f(Je 5proj)ortionale att)ifc<^en b unb c iß, fo ereilt man 

X = \/a* ± z», 
unb bann entlJÄtt ber t)or^erge^enbe ^orogro^ ebenfalls bie Sluflöfung. 

3) X = \/ab ± cd. ' 

SRan fefte ab = y»^ cd = z% fo iß x = \/y ^ + z«. 

4) X = \/a» -^ b* -f c^ 4- d* + e^ 
SWan fefee a « + b» ^ w^ , c^ + d^ = y», w« + y* «= z«, 

fo wirb X = \/w^ -f- y' + e^ = \/z* 4- e*. 

5) X = >/ab — cd 4- ^ff — hi- 
9Ratt fefte, um biefe ©teid^ung ju fonfhuireu, entweber 

ab — cd-f-fg — bi = az,alfoz=5b — 1- — \ 

a a a 

fo wirb X s=s >/az5 ober man fefte ab = u', cd =» v*, fg = w*, 
hi = y*, fo wirb x = v/u* — v* + w* — y*, unb u* — v*=rp«^ 
w* — y» eg z* flgfgfet, tt)irb X = \/p' + z*, ober aud^ 
X = >/u»4.w^ — (v» + y»), uttb für u« + w*= q', v« + y« = s*, 

4 

3ttfa^« Um X «a \/a*b jn fonßruiren, fefte mau ab = m* 

k 4 4 

fo iß x = \/a*ab = \/a*m*=:>/am. Siben fo Wirb x » \/a b c d 
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fotifhmirt, tobm man ab = m*, trnb cd s± n' fe$t; btm Hua 

tt)trb >/abcd = \/iii*n* = y/mn. 8lttf Ä^ttttd^c 8lrt fonfhnirt 
matt Me 9[u6br&(fe 

v/a*fg + a»b — b«c* + a\ >/a«b — c\ 

ttttb 

>/a»b«c» — a*b* + ag'^h«, 
betttt e6 ifl 

4 



vJ/a'fg + a'b — b«c«+a* = V^a*(fg + ab — )^' + a*) 

uttb xotnn man fg c= v«, ab = w*, — |- = (—) = y* fej; 
fo etb&It matt 

4, 4^ 

>/a*(v* + w» — y« + a») = \/a*2* = \/az, 

»etttt v* + w*— y* + a* = z* gcfimbett toixb. Sbcn fo ip 

4 4 

\/a»b — c» « V/a«bi2 — - = l/^a*(bij — -^Y 
wu «wC cc*c cm , 

flefefet, tt)o 7 = m, Uttb — = n tfl, fo tt)itb 

4 4 L 4 

>/a»b — c» s >/a« (w* — p») =. v/a* q* _ y^/ »0 w» — p« = q'. 

V'a^'b'c» _a*b*+ ag»h« = V^a^f^ — b* + ?^^; 
. V a ' a.* / 

mi tvenn 

-^ = --c'= m,c*= cm.c'sn'c' = (n.c)* = (p*)* =» p* 
ttttb 

-^ "a>-7-8: = (7; .qg = rV, 

(tt)0 ~ = r, Uttb qg = 8») » (ra)« = (t*)« = i* gefegt tt)frb, 
fo gel^t jettet S(udbrtt(f aber itt 

>/a*(q*-b* + l*) = V^a*p«(p«-^; + *^| 
@e^t matt fentet 

fo erl^&It matt bntd^ ©ttbfHtetiott 



8 
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= \/a*y* = \/äY' 
«^ ««f.%Ht^eart »erfahrt «tatt in a^nlit^en giaen, nnt) fo laffett 
n<^ imm<^ aUt SBntjergtöfen fonfhutrett, bereu SBuraelettOttent in 
ber gom 2" etrt^atten fji. 

i 289. 

ftott^nirt man übet ber Sinectrein^eit a o 
(Sig. 214) ein eleid^fdpenHiaed tedptwinniae« 
JDteled abo, fo ijl 

bo =« V' i^*-|- bo*= v^r+l =v/2. 

Bit^t man fetttec bc « ao =» 1 fenf« 
red^t anfbo, cd = ao = l fenfred^t auf 

«^1 ^^O «0, tt, f. tt)., fo ifi 




+ bc = \/(v/2)»+ 1 « v/3, 
do « i/^'+ ^*= >/(73)' + 1 = v/4 = 2, 

eo = K Jo*+ di'= \/2* + 1 = v/S, u. f. w. 

9(uf tiefe $(rt fann man a(fo bie £tuabratu>urie(n ava aUen gan« 
jen Bfll^'«» J""^* ÄottflrnWon finben. — aßelc^e ©enaniflWt gibt fiet# 
(ei bet tonfenbt^eilige ÜRa^fiab, unb wie iß et ^iet jn gebrauchen? 

S. 290. 
SlufgaBe* ^ie äBntjeln ehter mxtintn quabtatifd^eit ®(ei^ 

<S6 fint)^ folgende ^Ux gotmen tnoglid^: 
I. X* — px 4- q äs 0, II X* + px + q = 0, 
IM. X» — px — q =* 0, IV. X« 4- Px — q = (8llfl. $. 229). 

Um tiefe ®(ei(|ttngnt j^omogen gu ntad^en^ fe^e man 

q — 'jq «= a' 

fo etl^&(t matt 

aud I. uttb 11, X* ± px na — a* , . . (AO, 

,, III. „ l\., X* ± px = a* (B'), 

ober 

A) X* — px = — a*, 

B) X« + px = — a% 
G) X« — px = a*, 

D) x» + px = a*. 

Calomon'e (fifcm. ®eom. 4. Sufl. 20 
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1) SIh« A) folgt a* == px — x», obet a* = x(p — x). 



215. 




9Watt 6efd^rei6e über A B = p 
(gig. 215) einen ^alMteiö, jte^e 
bur^ Den 5ßunft A tie a;an8ettte 
AD = a, burd^ Den qjunft D We 
©erabe D m || A B , tt)elc^e bie $e^ 
ri^)^erle in ben ^ßunften M unb m 
fd^netbet, unb enblid^ jlelgie man bie 
Drbmatett M P unb m p , fo flnb bie 
Slbfciffen AP unb Ap bie gcfud^ten 



SaSurjeltt ber ®lei(^ung. !Dettn eö ifi 

AP = AC — CP = AC — V/^Cm'— MP 



2 



i / 2 2 p 

= AC — 1/aC^AD = \ 



v^;- 



a 



b. i. 



AP = Xj == 



p_y/p> — 4a' 



, unb 



Ap=:AC+Cp = AC+ V^Crn''— mp'= AC+ \/^A C*— 



AD* 



b. i. Ap 



= ',=:+ V"r 



a 



216. 



= P + v/p'— ^»' 
2 • • 4 2 

S)fefer6en jtt)ei SBertf^e 9i()t aitd^ Me orgehaifd^e Slufföfuna t>et 
»orgelegten ©leid^ung. 

2) 2)a Me ©teic^ung B mtd^ alfo: (— x)* — p (— x) = — a» 
targefieat werben fann, fo fte^t man, ba^ ^ter bie SBurjern ber @(et* 

<^w«Ö blefell&en ftnb, tote in ber »orfgen @Iet* 

d^ung, nur mit Berftnberten äeid^en, baf nam=. 

lid^ X, = — AP, unb X, = — Ap fei. 

3) 8lu8 C folgt a* = X (X - p), D. f. 

e6 ip a bie mittlere ^Proportionale jwifc^en 

X nnb X — p. _ «SKan befd&reibc bemnodB 

(gig. 216) mit bem ^olbmeffer CD = ip 

. . _ «neu Atel«, jie^e ben JRabiu« CD, unb W 

-BQ^ Jlangente D E ^ a, enblid^ bie ©efante E M 

bur(^'« ßentrum} fo ift 

EM = CM + CE = CD + 1/00*+ DE* b. i. 

EM = ip + \/i?"+T' == P±vZ±i?^ „„t 

EF = CE — CF = — CD + CE, b. i. 

EF = _ Ip + \/l?M^' = -P+v/p'+4a' 




t07 

ii^ man m\m ©(({(^ung al^tiiai^, fo finbet man 

ober 

p — v/p'+ 4 a" — P + \ /p' + 4a* 
^2 ä 2 ' 

folglid^ fhib E M uttb — E F bie bei beti SBttrjeln bcr ©Icid^ung^ 
4) Stttö ber ©Icid^utifl x' + p x = a* folgt 

X -3 — P±\/pM- 4 a' 

2 ' 

ba^cr ifl enttüeber 

^ _ — P + \/p' + 4a* p — \/p' + 4 a' 

* 2 2 ' 

ober X« = - p - - v/p^+ 4a» ^ _ p + v/p^TTT' 

* 2' 2 ' 

folglid^ tji entmbtx x = E F ober x = — E M« 

Uebrlgen6 tann man bie SBurjefn ber ©leid^mtg x« + p x = a* 
and^ auf folgenbe 2lrt burc^ Äonftruftion finben : 

^an iUfjc mit bem ^albmeffer CM = |p einen Ärei6, bie 
Tangente M T =x a, unb burdb ben ^mU T unb ba^ (Sentrum C bie 
©erabe TB, fo iji 

AT : TM = TM : TB (§. 124 ßn^ 1), 

ober Tif = AT. BT = AT (AB + AT), 
b. i. a« = AT (p + AT) = X (X + p). 
golglid^ iji bie eine SQBuriel ber ©leid^ung 

AT = CT — AC = — AC + CT, 
ober 

AT = — AC + V^CM + 1^0^= — 1+ V^^'+a* 

- P + VpM- 4 a' 



2 
ttnb bie anbete Sßnrjel ifi 

— AT — p = — (AT + p) = — (AT + AB) = — BT. 

2)iefe Slnfgabe läfit jid^ aud& fo Kfen, baf ntan ia^ 3lefultat 
ber algebraifd^en Sluflöfung fonfiruirt, iooburd^ biefelben SBert^e ge^ 
^nben mxbtiu Sie Sluöfu^rung bleibt bem gleite be« ©d^ulerö 
überlajfen. 

3ur Uebung n)otten ioir nod^ folgenbe eingaben anal^tifd^ löfen, 
unb bie ©leidbnngen, auf ioeld^e bie Sluflofung fü^rt, fonfirniren. 

20* 



3Ö8 



i 291. 

mnf^abe. 3m Äreife M B G (gig. 217) 
ifi ein ^mtt A Begeben, man foB bntd) biefen 
5ßuttft eine ©e^tie iUf}en, weld^e m A nad^ 
im gegebenen aSetl^altntffe m : n get^ctlt fei. 

^uftofung. 9Ran nel^nte an, eö fei BD 

}N Me gefud^te Seltne, »ie^e turd^ ben ^ßunft A 

ben Surdbmeffer M N ^ nnb fefte Äürjc ^alfcer 

CM = r, AC = a, dfo AM = r — a, 

nnb AN = r + a, AD = X, AB «= z, fo ip 

AB.AD = AM. AN (8. 123) 

ober 2 . X = (r — a) (r + ») = r* — a^ . « . (A) 
nnb z : X = m : n . . . (B) 




t)ermdge S3oraud[e^nng, alfo 



m 



folglid^ bntd^ ©ubßitntton in (A) 



n 



bemnod^ 



l?.x««r»-a«, 

n 



^1 _—_aia»aM—ai*m«i^aa^— ••>••* 



m 



nnb biefen SBert^ in bie ®Ieid^nng (B) gefegt, erhalt tnan 

m 

« - X ± K 

n m n 



z 



± /l(r»-a«) = ± V^Ü^Cr'-a«) 



!Daf ntan nnr eine ber gefunbenen (Snbgleid^nngen jn fonßrniten 
Ixauäft, ifl fAr fid^ einlend^tenb; fonfhuiten n)ir bemnad^ bie ®Uu 
c^nng ffit x. 

Sßorerjl fonfirnlre man ben gaftor r* — a* (§. 287), nnb feftc, ed fei 
r* — a* = p* gefnnben w?orben, fo erhält man 

x=± V/^p«. 

218. 9{un t^eUe man eine l^eliebifie Sinie AB 

^- ..3> (Sffl- 218), [o, fcaf AC : BC = in : n, alfo 




n BC . . ^ 

- ■= r;;, nnb baftet x 



BC 

AC ™' ^'"''^ ' -*- ' AC 

!ßnn befd^reibe ntan über A B einen ^alb^ 



A r 

tttii, erridjite im ?Pnnfte C bie Drbinate CD, nnb jie^e bie Seinen 
AD nnb BD, mai!^t DE = p, nnb jie^e EG || ABj fo ifl DG = x, 
min €9 i^ _ 

a1? : B D* s= A C : BC (|. 87, 3«fii6 1) = m ; n, 

«ib 
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«lf0 Att«^ 



2 9 

AD f BD 



foIöK* 



DG 



AD I BD «= ED j DG, 

p B15 ! DG = m 
b, f. p« { Gd'=: m : n, 



n. 



Sefd&telbt man and A (g{g. ?17) mit bem ^albmeffer A D = x 
einen ifreWbogett, fo fdjmeibet Mefe^ ben flegebenen Ärele iti beti ^mf^ 
teil D ttttl) F, ttttl) jie^t ram Hx^ Wefe ^ßunfte unb ben gegebenen 
«Punft A ble Seinen DB nnb FG, fo lelfien betbe ber Slnfgabe ®^ 
nüge, benn e6 ift AD =« AF — x nnb AB = AG = z, wie t)Ott 
feJb^ er^eUt Sejetd^net man bie Stnie AD, bie im nntern ^albfreife 
M GN bntcl A gejogen \% ntit + x, fo mnf offenbar AF = — x 
fei«, bf it 

AD = + V^~P' Wb AF = - V^V^. 

' u - Zu 

3ttf«t^ It SBSw m = n, fo «lüfte Mp ©e^tte BD fenfted^t 

Wf tittt <^«r*ineffer MN fein, benn bann tft 

X = ± P =' ± \/(r* — a*). 
Sttf«^ 2t ^otiii bitrc^ ben $nnft A eine ©e^ne wn 6t{Hmm' 
ttv ®r$ff aejogen tperten, foBte j. ö. BD -= b feto, fo witb 
? « b rr- X, X? = X (b — X) « r» — ««, 



folgtt« 



_ bx = — (r* — a*) = — p«. 



weld&et 8ltt«lim(f no(* 8. 288 (4) jn fonjirntrett iji. Die aBert^e ffit 
X ftat) nnr bann ntJflllc^e ®röfen, wenn 

^ + a« = T\ alfo Q) = r* - .«, 
WO bann ble flefud&te @e|ne fenftec^t anf ben 2)ttt(*meffeic MN iji, 



obei wenn t + a* 




BUB 



|. 292. 

9Ittfa<iBe. Slnem gegebenen Dtelede ein 
Cinabrat etnaufd^telbe«, b. ^. ein Dnabrot jn be* 
fd^reiben, beffen Stfen Int Umfange eine« geflebenen 
«Dreied« ABC (gig. 219) Hegen. ^ , ^. 

Stttflöftttta. ®« fei be« gegebenen ©tele« 
AÖ6e AD = h7uttb beffen 8a|l« BC = b, nnb 
man neunte on, e« fei FGIH ba« »etlangte 0«a* 
btat, fo ip Hat, baf e« nur baranf anlowme , iw 



aio 

^ttptviiUl AD ben $unft E ju btfltiRmeit, burc$ welchen jut 93a|td 
BC ble ^aradflt FG gemogelt werben muß. 
Won M" 

FG = FII — HI = IG =- DE — I, 
Olfo AE = h — x; 
iwara artnlli^Wt btt Stelede ABC rnib AFG (S. 81. 3uf. 2) 
AE ; FG = AD I BC, 



foip 
pber 



alfo au$ 
foljll* 



h ^ X ; X = h : li, 
h : X = h -^ b : b, 



toel^cr SluSbrnd leicht jtt foDftruiten i% 

inem gegebeneii ^xtkät ein Äei^ted «injMff^reitien, »elctie« mit 
einem gegebenen duabrate einerlei giäi$enint)a[t ^ot. 

2) @inem gegebenen Steife ein SRet^ted einjuft^cetben, w^l^e8 einem 
gegebenen CXuabrate bem glä(^enin^alte nac^ glei(^ if}. 

3) @inem gegebenen ^eife bad ntcgUif giS^te ^ec^ted einjn« 
fi^reibett. 

4) (Sinem gegebenen Dreiede ein SRei$ted einjufi^irelben , befftn Um» 
fang einet gegebenen Sinie gleitfc ip. 

5) Sinem gegebenen 3)teie(fe ein Sei^ted einjnfttiteiben, beffen ©ei= 
ten ein beftimmteS SJetpItnif ju einanbet ^aben. 

6) (Sinen Stxüi ju 6cf($reiben, welc&er einen anbErn gegebenen fttet« 
nnb eine bei Sage ua^ gegebene ©etabe jngEei^ bem^tt nnb 
Hx^ einen gegebenen $vnft ge^t. 

S. 293. 

220. 9(nf Attbe. @in ^üi A H B a 

(Sig. 220) ip ber ®rSße unb Sage 
nat^ gegeben, unb au^et bemfelben 
eine Sinie TS Bon befiimmter ®t5f e 
unb Sage, man foß in bei ^peti» 
p^etie be« gegebenen ftteifeö einen 
folc^en $nnlt A bejHmmen, bag. 
Wenn man bie ©eraben AT unb 
AS jiefit, welche bie 5ßerii>$erie in 
ben fünften B unb C fc^neiben, 
bie ©e^ne B C ber gegebenen Sinie 
TS ijatatlel lanfe- 

SluftÖfutia. Spion beule fi*, 
bie Slufgabe fet gelöp, unb jie^e 




311 

bie a:attgettte TM, fefte TS =« a, TM == b. 3)atttt jie^e man turd^ 
ben 5Punft B We 3:attgcttte, tt)eld&c Me TS fai G \^mü>et, fo ifl 
aBGT ^ AAST, tenn fie ^xibcn ien SB. T gemein , unb SB. 
B GT = SB. CBG (tt)eU BC||TS) = SB. BAC (§. 119 3ti[05 
benrnadö BT : TG = TS : AT, al[o_ 

TG. TS = BT. AT = TM («. 124 3tt[. 1) 

ober a 

b' 



TG = 



TM 
TS 



— «5 X. 



3)a eö M ber Slufliöfung unfeter Slufgabe nur batattf atrfommt, 
ben ^Pttttft G ju befitmmen, btttd^ n)elcl&ett bte SSangente GB ju jie^ett 
ifl; um ben 5ßunft B ;\u erhalten, fo fttd^e man alfo jttr gegebenen 
Sittte TS unb ber 2;angente TM bie brüte fietlge 5Pro^)ortionale, ndm^ 
lid^ man jie^e SM, mac^e SE = TM, unb jie^e burc^ ben ^ßunft E 
bie ©erabe EF || TM, fd^nelbe auf ber TS ein ©türf TG «=^ EF ab, 
unb jie^e burd& G jum gegebenen Greife bie JJangente GB, fo be^ 
fiimmt bie bur^ T unb B gejogene ©efante ben gefucbten ^ßunft A. 

3ttfa^. 2)a burd^ ben 5ßunft G an^ noäf bie 3;angente 
Gb c= GB gejogen toerben lann, fo bejiimmt bie ®erabe Tb einen 
jweiten 5ßunft a, burd^ ml^en bie ©efanten Tb unb Sc gejogen, 
bie Sage ber ©e^ne bc bepimmen, ioeld^e ebenfalls mit ber gegebenen 
gluie TS paxaM ifl, unb bemnad^ laft unfere Slufgabe jtoei Sluflofun^ 
gen ju. 

• 2Bie liefe fl$ biefe Slufgabe no(^ tofen? 
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ülnf^dbe. 3n einem gegebenen 
Äreife eine ©e^ne t)on bejiimmter ®röfe 
ju jie^en, bie jugleid^ mit einer ber Sage 
na^ gegebenen fiinie paxaUel läuft. 

ütufloiun^. 66 fei (gig. 221) 
M N bie gefugte ©e^ne, bie mit ber 8inie 
SO paxaüel fein foö. 3»an jie^e ben 
iDurd^mcffer BD paraOel mit SQ^faffe 
ba^ 5Peri)enbife( OE, fe^e AO = r, 
OG = X, fo ifi, mm MN = 2p, 
arfo MG == p fein foH, 



OG = \/03I — mg"", b. t x=« ± >/i^ — p^ 

5Wan fd^neibe alfo t)om ^afbmeffer B einen 2;^ei( P = p ab, 
gie^e burd^ ben 5ßunft P bie ©e^ne M m .fenfred^t auf B , unb jiel^e 
burdb bie 5|3unfte M unb m bie ©el^ne MN unb ran paxaUel ju BD, 
fo leiften beibe ber Slufgabe @enüge. 2)er Semeiö er^eKt üon felbfl» 
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i. 295. 

Slttfgabe. SMe ^a(bmeffer btx Sixtl\t, htttn efatet einem 2)td^ 
ede itmf (^tiebeti , unb beten anbetet bentfelben S)telecff etngefdjitteb« 
i% {inb nebfl ber ^d^e be^ S)tefed0 gegeben; man foS bfe @eiten M L 
i)tete(fö bejHmnten* 

^ufldfittlg* @d ift ein(end^tenb; baf man mtt eine (Seite M 
!Dteie(fd jn fncl^en btand^t S6 feien x, y nnb z bie (Seiten M 
2)te{e(I6, h bejeid^ne feine gegebene ^d^e, s ben l^alben Umfang, r ben 
fialbmeffet be6 eingefd^tiebenen , R ben ^albmeffet be6 nmfd&tlebetten 
ftteifetf, nnb u ben B(ä<^entanm beö 2>teietf9; fo ttlfilt man, tottm 
K ali ®titnbfeite ^ettad^tet toitb; 

u =y (S- 150) . . .1, 

u «= \/s (8 — X) (8 — y) (8 — z)(%. 168) * . * IL, 



R = ^J^ (8. 163, änfafc ß) ^ .. Hl, 



1 

®nbflitfiitt man flatt u in ben btei (e^ten ©leidigen icn SSBert§ l 
an6 I., fo et^&lt man 

Wi III. R = iZ| = 1^, alfp y? =: 2hR . _ V„ 

an6 IV* r =» , ^ , , 

alfo and^ 

x + y + 2_hx_^ VI 

— ="5 r— — ö ♦ ♦ fl«, 

toenn man flatt s and^ gleid^ bm äßettfi — fe^t« 

S[n6 bet le^teii ®lei$|tfig folgt, wmn man bie ©leid^nng onf^ 
Cinabtat etljebt, nnb mit -r-r Mefelbe mnfttplicitt, 

4hr* = (h — 2r)(hx — 2ry)(hx — 2rz). 

(gntn)WeIt man ba? ^Probnft, fept fiatt yz ben aSSett^ 2hR (V), imt 
bit)ibitt bie ©leid^ung bnrd^ h, fo et^alt man ^ ' ' ' 

h«x« — 2hrx(x+y+z)+4r2x(y + z)-|-8hr«R— 16r?R=4r*. 

©efet man nnif x + y -)- z c« -i . ^ ^ (Yl.)} alf(^ 

, x(h— r) 

y + Z = • y , 

\9 et^&U man nad^ gel^öriget Stebnftion« 

' • 4r"(2hR^4rR-.r') 

X* — — — ■ I ' 
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foIflUc^ 



2r 



>/2R (h — 2r) — t\ 



Um iiim tiefe IBlti^mi tu fottfintfat% fd^neibe man t)oin !Dttt(j^^ 
meffet AB ba itmfd^tiebetteit ^effe« ABC (^g. 222) ein @turf 



S22. 




ADsab — 2ra6, )fe§e bittd^ ben ^nft D Ue OtMnate DF, 
bann We Seltne AF befd^reite tin Mefet al6 !Dtttd^meffec t)en ^alb^ 
Icetö A6F^ trage fat tiefen Ne @e§tte F6 ssao = re{ii, jie^e 
titrd^ A mtb 6 teil @tra^( A6I imb bie Se^ne D6, bann fd^neibe 
mati wm fDittd&tneffet AB ein Qt&ä AE =a 2 r <ib, mub jie^e burd^ 
Hbie ®etabe H I II D 6, fo ifl AI = x. 2>etttt e« ifl^/AHI~^AD6, 
folflUdf 

AI : AH s A6 : AD, 

ober 

AI : 2r = AG ; h — 2r, 

alfo 

AI= jj^^.AG . . .(«). 

9lutt iß aber 



nnb 



AG = AF — FG = AP — r« . . . 08), 



AF = AB.AD, ober AF = 2R (h — 2r), 

nnb bemnad^ burd^ ®ubfHtutiott in (/)) 



AG = 2R (h — 2r) — r 



2 



alfo AG = ± v/2R(h — 2r) — r 



«14 



3)iffm fßtxtf^ ettbli(9 in Me ®(eid&ttitg (a) gtfe^, fmbet tstait 



2r 



Sefd^rribt tnait nm ait6 A mit (em ^at^mtffet A I rinm Stxti^^ 
toitn, fo f(^nei^et liefet t)te $en))l^me Ded ttmf($riebeneii Acetfed int 
$ttnfte C, ed ift Demttad^ AC = AI = x Me Safte t>t^ gefttc^ten 
2)reic(fd- 3ie^t tnati affo burd^ C auf AC bad ?ßcr»>eiil)lfcl CK = b, 
trat) t^ttrc^ Dett $ttnft K Die @erabe KB || AC, fo f($tteii)et biefe Die 
^erip^erie bed umfc^rietetteti Äretfed in Jeii $nnftett B vab B', »et^ 
bittbet tnatt biefe beiben fünfte mit A unb C, fo erhalt matt gtoei 
2)reiede ABC tmb AB'C, ml^e ber Stefgabe ©erlüge lei^ett- fla^ 
unfetet S^i^^mQ ifi ^ A B C bem Äreife a b c «mfd^riebeu , trab bem 
^eife ABC eingefdjiriebcn. 

S. 296* 

Sfufgabe* (S^ finb }n)ei Sinien a nnb b gegebett, matt foQ a 
itt itt)ei folc<;e 2;i^eite x utib a ~ x t^eilen, baf ba^ Weckte* jtt)if(^en 
bem einen Si^eUe, j» S» a — x unb ber an)eiten Sinie b bem £Xua- 
brate be6 jweiten 2;^eile6 gleich werbe, fo nämlid^, baß (a— x) b=x*. 

223. Slttflöfttttg. ee fei (gifl- 223) 

j, bie Sinte A ß = a, B C = b. dtun 

befd^reibe man übet AC unb BC 
^albfreife, jie^e burc^ ben ^mift B 
ble 5£angente BD, unb befd^reibe aM 
bem 2Kittel!()unfte E be^ Ilcinem ^alb^ 
L — ^ f reifet mit bem ^albmeffer ED einen 
^ ^ ^eföbogen, welker bie ®erabe AB 
im fünfte F fd^neibet, fo ifi F ber gefnd^te a;^eilttnge^)nnft, unb jttjar 

ifi B P e» X, unb bemnad^ A F = a — x, benn e^ ifi De'= BD + BE* 
aber 

DE =r EF, BD*c= AB.BC = a.b unb BE = |BC = ib, 

alfo bttr(9 ©ubjiitutfon 

DE''=¥b^''= ab + |b^ 

ober E F = ± v/ab + |b^, 

b. l EB + BF = + y/ ab + jb' , 

ober |b + BF = ± \/ab + jb^ , 

atfo BF = — |b ± \/rb~+ ib^ 

unb;AF = AB — BF = a + |b + \/ab + ib^j 
folglich, benn blof ba6 obere ^tX^tVi beibe halten n)trb, 

BF = X = — |b + \/ab + |b^ 
ÜÄac^t man E f = E F, fo iji, toeil E f ber E F ber Sage nac^ 
cntgegengefe^t ifi, unb EF aW l)ofitit) bet rad^tet tt)urb e, 

EP = — Ef = — \/ab + ib«, 
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unb Ef — DE = — - — v/ab + |b«, 



obet Ef — BE = Ef — EC = Cf = x' 

bte melte 2Btt«et tier oblflen ©tetc^tttig. 2)a^ ^iet nat bet erfle 
«EBettß, tt(lmtt($ x = BF ate bet gefachte fcetrad^tet »erben lonne, 
folqt unmittelbar an« ber mtnr unfcrer Slnfgabe. 

<^ufa6 1. 3ii liie ®«««^« b == a, fo ^at man bte ©Icldbong 
(a _ x).« =x» ober bie «pro^)ortlott a — x : x = x:a onfänlöfe», 
ntit^ln bie ©trerfe a nad^ bem änfierctt unb ntitttem ajer^aitntjfe 8« 

«eilen (S. 92). ^ . , „ ^ ,,. 

Sin« ber ©teic^ung x« = a (a - x), ober x« + a x ^ a« = o folgt 



=. _ i _ v/'.« 



a' 



«2 = — 2 — »^ " ' 4 

Sin« ber Statur ber Slnfgabe ergibt jic^ »on felbji, baf ba« grö* 
fere ©egmrat x > o unb x < a fein ntüffe, »ef^alb nur bte Slnf* 

löfung 

ben Sebingungen nnferer Slufgabe entf^jrid^t. 
3ji bemna(^ (gig. 223) 

AB = BC = a, BE = EC = |, B C _L AC unb EF = EDj 

fo ifl 



EF 



= ED = \/bD + Be'' = V a* + j/ 



BF = EF - BE = \/a« + j-^ = ^ (-l + v^5), 

mitlitt X, = BF unb 

AF = AB — BF = a- [l/a»+ ^ -!] 

'i * ' i 2 2 2 

SEBir fe^en ^ier, wie blefeö übrigen« jid^ fe^r ^äufig ereignet, ta^ 
bie olgebraifd^e Sluflöfung aud^ einen negatiöcn SEBert^ x, gibt, »eldber, 
ouf bie geometrifc^e grage bejogen, feinen ©inn ^at, unb ber ®runb 
^ic»on liegt barin, baf bie Sllgebra eine größere SlOgemcin^eit barbie* 
tct alö bie ©eometrlej benn bei sielen gcometrifc^en «Problemen ent* 
^ält ber SBortlaut ber Slufgabe gewijfe befdbranfenbe »ebingungen, 
weld&e in ber entf^)redbenben algebraifdben ®lei(^ung nid^t auJgebrudt 
»erben Wunen. @o ergibt ftdb au8 bem ©inne unferer »orliegenben 
aufgäbe, baf, »eil x nur einen 3:^eil ber ©eraben a bejeid^net, x 
Heiner ale a^unb jugleic^ ))ojiti» fein möjfe; biefe gteid^fam »erflerfte 
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SeMttguttg ifi aui bei algebtaifd&en ©leidjuttg x' + ax — a* = o 
nic^t SU etfennett, nnb fo (endetet tDo^l ein, baf Me S(ufI6fung btefer 
®(etc$ung; tt)eld^e itt)ei äBurjeln l^at, an^ auf eines aBertl^ x^ fu^tt, 
ml^tx nlä)t iugleid^ aud^ eiue iKnßöfung unfere^ gomettifd^eu ^ro^ 
bUmd fein fonne. SBoKen n>ir nun ben abfointen Sßert^ t)on x^, fo 
feften tt)ir in bet »orgelegten ©leid&ung x* + ax — a^ = o nur 
Xji =» — x^ toobnxäf Me ©leid&ung 

X* — ax — a* =3 0, ober x* s» a* + «^ = *^ (« + x), 
ober enblid^ Me $to))ortiott 

a : x = X : (a + x) 

erhalten n>irb, unb bie einer bem t)orgelegtett Probleme analoQtn Sluf^ 
gäbe entfprid^t, namlid^ folgenber: 

„äluf bet SBerWngerung einer gegebenen ©tretfe AB = a einen 
?Pttnft C bergeflalt gu bejHmmen, baf bie aSerlingerung BC = x bie 
mittlere geometrifdje ^Proportionale toerbe jtoifd^en ber gegebenen Sinie 
AB s=s a unb ber tjerWngerten Stretfe AC = a + x." 

5)ie Sluflöfung ber ©leid^ung x« — ax — a^ = o gibt 

alfo bie beiben SBertl^e 

fo baf alfo 

x' = — Xj unb x" = — x^ 
ioirb, tt)ie man burdj SSergleic^iung biefer SBertIgie mit ben fruljer ge^ 
funbenen fogleid^ erfennt. 

Sufa^ 2* Verlängern »tr (gig. 111) bie ©tretfe AB = a 
über B ^inaua, unb f^neiben auf ber SBerldngerung ein ©tfitf B 6' = BE 
unb auf ber AB ein ©tud BG = BF ah, fo i% mm AD == EF 
= AB t)oraudgefeftt toirb, 

BG = BF = BC — FC == V^AB + AAB — |AB 

tmt) 

BG' = BE = BC + CE = V/^ÄB* + JÄB*+ |AB 

= V^a« + ^ + 2 = - X,, 
alfo 

,. = _\/a« + ^'-| = -BG', 



k ci D rty 



ifl auf ber entgegengefeftten Seite ))on B ab)ufd^ttetbett. 
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2lud im ©efafllen er^eKt bmmif, i)a^ itjit bk Uibnx ange^ 
führten ^Probleme in eine einjige 5lnfgabe iufanintenaielgien Wnnen, nam^ 
lid^ in folflenbe; „!DurdJ jtt>ci gegebene ^Pnnfte B unb A (gig. 111) 
ifl eine mibegtenjte @erabe L gejogenj man fott anf berfelben einen 
5ßnnft X »on ber Sefc^iaffcn^eit beftimmen, baf feine 2)if}anj t)()n B 
bie mittlere geometrifd^e ^xOfcxtiomU tt)erbe jiDifdiien feinem Slbjianbe 
^om anbettt fixen ^Pnnfte A nnb ber ©trerfe AB/' 2)er Jßnnft X 
mirb fonad^ in G ober in G' liegen. 3m er^eren gatte tt?irb man 
alfo für BG=x bie ©leic^inng erhalten x*-f ax — a'=o*., («), 
nnb im anbem galle für B G' = x bie ©leid^nng x^ — ax— a*=ro . . Xß) } 
nnb ba bie negati))en äBertl^e feine geometrifd^e Sebentung l^aben, fo 
»irb man immer biefe betben ©leid^nngen jngteidj benüfren müjfen, um 
bie (entere Sinfgabe )ooQfi&nbig jn I6fen* SBenn tt)ir jebod^ bebenfen^ 
baf ber abfointe SBert^ ber negativen SBnrjel ber ©leid^nng («) ben 
5ßnnft G' bejiimmt, inbem man benfelben üon B an6 gegen bie 8infe 
anf ber nnbegrenjten L auftrigt, iva^renb ber SBert^ ber ^)ojltiüen 
SBSnrgel üon B gegen A, atfo na(^ ber entgegengefeftten SRic^itnng anf^« 
ptrogen iji , fo lend^tet ein, baf bie SBnrjcIn ber ©leid^nng (a), ober 
bie ^nrjeln ber @!ei<^nng (/3) bie tJoUjianbige Slnflöfnng unfereö ?Pro^ 
blema geben, fobalb fefigefeftt wirb, ba^ jn?ei ©erabe, mliS)t mit ent^ 
gegengefeftten ^ti^en behaftet fmb^ andji eine entgegengefefete 3W(^tnng 
^aben foHen, bergefiatt alfo, ba^ mnn bie !|)ofttit)en SBert^e t>on einem 
pren fßnnfte un B au^ anf einer nnbegrenjten ©eraben L gegen bie 
Äed^tc aufgetragen toerben, bie negativen SBert^e »on B gegen bie 
Sinfe auf ber ©eraben L abgefd^nitten toerben muffen. 

SBenn fonad^ bie S^td^^ti + nnb — »or abgefonberten ©röfen 
gefeftt erfc^einen, fo brürfen jte eine ^Relation au6, ober flnb Slelationö*' 
jeid^en, bnrdj mlä)e bie öerfdj^iebenen 3lid{itnngen jener ©röpen be^ 
fiimmt totxitn. 

^Eragen toir bie öerfd&iebenen SBert^e t)on x auf ber unbegrenj«^ 
ten ©eraben L nid^t öon B, fonbem t)on Ä axx^ auf, fo liegen 
(gig. 111) bie fünfte G nnb G' nid^t me^r auf entgegengefeftten ®el^ 
ten, fonbern auf berfelben l^ialbbegrengten ©eraben L", nnb mvn tt)ir 
biefe afö bie ipojltioe SÄid^tung anfe^en, fo muffen bie beiben SBurjeln 
ber unferer Slufgabe entf^ret^enben ©leid^ung not^n)enbig pofiÜ!o fein, 
©eften wir AG = x, fo ivirb bie 5ßroj>ortiott &tatt finben: 

X : (a — X) e=s (a — x) : a, 
nnb für AG' = x, alfo BG' = x — a toirb 

X : (x — a) = (x — a) : a. 
8luö beiben ?Proi)ortionen folgt bie ©leid^ung 

X* — 3ax 4- a* = o ♦ ■ • (.?), 
nnb ba in berfelben jtt)ei ^eii)tnm^^d. erfcbeinen, fo muffen beibe 
SBnrgeln pofitiD fein. 3n ber 3:§at gibt bie afuflöfung ber ©leid^ung 
bie SBert^e 



„ /3 ± x/5\ 
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mläft tt>egett 3>\/5 betbe pofxHi> fmb} alfo n)irb, 

« - X = a - •(^-; = «•(—,—) > o> 

unb 

X - a = a (— -j - a = a . (— ^— ) > o. 

3itfat( 8* Srfd^einen bemnad^ in irgettb einet @Ieid(iung ®rä^ 
|ieti, tpelc^e einer bireft entgegengefeftten Sage fd^ig jinb, nub einige 
berfelben erhalten, in einem befiimmten ©inne genommen, eineti bem 
bei ber (Formation ber @Ieid{iung angenommenen gerabe entgegengefc^ten 
(Sinn 5 fo genügt e6, in ber fraglid^en ©leid^nng ba6 ^^i^^n einer 
jeben @ro|e, ml^t eine entgegengefeftte Sebentung erhalten f)at, gu 
anbern, unb bie fo mobificirte ©leid^ung n)irb genau ibentifd^ fetti mü 
jener, auf n)eld&e baö neue Problem gerabeju fü§rt» 

8. 297. 

Slitfgal&e* 9Ran fud^e bie aBertl^e für x unb y an^ ben @Iei^ 
d^ungen xy = ab unb x* + y' = c\ tt>o a, b, c gegebene Sinien 
jlnb, burd^ geometrifd^e Äonjiruftion. 

a»«fr«f-.9. 3»» H' « f.. .b - ez, * . -i^. ™„ 

fud^e ba^er gu c, a, b bie ioterte $roi)ortionale , unb nel^me on, ed 

224. fei c : a = b : AD (gig. 224), 

.. '-" "^^-^. ober AD = z = — . SRun be* 

fd^reibe man über AB = c beu 
^atblreiö A M B, mad^e bie 2;angente 

AD = — , jie§e burd^ D bie ®e^ 

c 

^ ^ rabe DM HAB, unb au6 M fdtte 

man ba6 ?per»enbifel M P = A D, ßie^t man nun bie ©e^nen Ä M 
unb B M, fo ftnb biefe bie gefud^ten Sinien , n)Oi)on man fxä) auf fol^ 
genbe Slrt überjeugt: 

(gö ift, mil ber SBinfel A M B = R, 

AM + BM*= Ä¥*= c^, 

toeld^eö unfere gtoeite ©leid^ung ifi. 
gerner ifl 

AD = MP = ?^, atfo c , MP = ab, ober AB . MP = ab, 

unb mü aAMB = |AB.MP = |AM.BM, alfo aud^ 

AB.MP = AM.BKF, fo ifi oud^ AM.BM = ab, 
tt)eld^ed unfere erfie ©leid^ung ifl* 

(Sa ifi bemnac^ AM = x unb BM =8 y, ober umgefe^rt 

Slnal^tifd^ tt)ürbe man auf folgenbe Slrt tjerfa^ren. @d ifi 
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MP = - uttb CM = i 

c 2 

alf 

CP = V/'cm'— MP*=\/- — ^' = 1v/c» — 4aH* 

4 c* 2c 

AP = AC — CP = -— J_v/c* — 4a*b* 

2 2c ^ ' 

nnb 

BP = BC + CP = I + Is/c* — 4a»b* 
9tim ifl aber 
ÄM* = AB.AP = cQ- ^\/c"^=4in'») = ?!— Vc*- 4 a«b* 

¥m = A B . B P c= cQ + -i-v/c*— 4a2b2)= ^'-i.l>/c* — 4aV 

utib 

BM = \/^[^ + ^ n/c* — 4a^bO 

= ^ v/c^ -t- 2^ + i \/c»- 2ab5 

alfo biefelben aBertl^c, n)etci^e turc^ Me algebraifd^e Slupöfung ber ioor*^ 
gelegten ©lefd^utig erhalten n)crl>en. 

3ufa^* SBte fonjitutrt man Me jn)ei jufammett gehörigen ©lef^ 
d^tmgen: x* + y' = a^ unl) xy = (x — y)*, i.f). voie tjerjetd^net 
man ein re(i^tn)inHigcd 2)rete(f, in n>eld{>em bie $^j)otenufe gleich einet 
gegebenen Sinie, unb in tt>eld^em baö Sled^tetf nnter ben Äat^eten 
gWd^ bem Clnabrate ifirer 2)tfferenj ifi? — 2)ie Äonjirnftion bleibt 
n)ie oben , nnr baf A B = a unb bie 2;angente A D = J a gemad^t 
tt)erben mn^. 2)ie tt)eitete Sluöffi^rung ifi bem Steife beö ©d^ulerö 
uberlaffen. 



— -=>as§<ß^ 



(llnföng^r. 



A) 8luö ber Planimetrie* 

^a i(tf etne kfonbetc Sammlung "oon Slnfgabcn mb ge^rfd^e« 
auö ber ebenen Oeometrte t)etfa^t ^abe, mlifye fld^ in ben ^änben 
metner S^ßörer kflnbet, fo fann icSf mid^ ^ter auf bie numerifc^e Sc^ 
fiimmung be6 gWc^enin^aUeö ber ebenen Figuren befd^ranfen. 

%. 298. 

3m 8ei«>ö^nlici^en Seben bebient man jic^ bei un6 jur SejHm^ 
mung ber S&nae einer Sinie ber fogenannten Klafter, ml^t ia 6 gleich 
X^eile^ Sd^u^e genannt, get^tt n)irb. !Der @d^u^ «ber ber %n^ 
t9irb in 12 gleid^e X^eile get^eitt, n)e(d^e QotU ffti^n, mth btu^oU 
tbeUt man tt)ieber in 12 gleidge %f)Mc ober Sinien, jebe Sinie )itl2 
fünften. !X)iefe (Sint^eUung nennt man bie }n)^lft|eilifte obn 
bod 2>ttobeiimalma^, nad^ n)e(c^em 1 £(afler = 6 Snf »=6.12 
Soll r» 72 3oa = 72.12 Sinien = 864 Sinien ifl, obn tt>ie man 
ffirjer ju fd^retben pflegt: 1« == 6' = 72" = 684"'. 

eben fo iji 1' = 12" = 144"' unb 1" « 12'". 

2)ie ©eometer bagegen t^eilen ben gnfi in 10 3oK/ be» 3^ i» 
10 ginten, unb bie Sinte in 10 ?ßunfte. loeld&e (gint^eitong bie itf^ttp 
t^eilige ober ba6 iDejimalmaf genannt n)irb. 9ßei( nun ber 
guf bei betben (Sintj^etlungen biefelbe obfolute Sänge ^at, fo ip begreiflid^, 
ba^ bie 3oHe, Sinien unb ?ßunfte im 2)ejimalmape größer feien, aW 
bie gleid^namigen Si^eile im !Duobe2ima(mape. 

Sejeld^nen tt)tr nun burdj bie Sud^jiaben F, Z, L unb P bie 
S&nge eined ^uf ed, ^oUt^, einer Sinie unb eine6 ^unfted nad^ bent 
je^nt^eiligen 9Jfafe, unb burd^ f, z, 1 unb p bie S&nge ber gleid^^ 
namigen @r6pen im jn)5lft^ei(igen 9Äaf e, fo ergeben fld^ folgenbe aSer^ 
gleic^ungen t)on felbft: 



821 

a) 1« ra 6P = 60Z = 600 L = 6000P 
IF = lOZ = 100 L = 1000 P 
IZ = 10 L= 100? 
1L= lOP, 
/J) 1« = 6f = 72z « 8641 = 10368p 
If = 12z = 1441 = 1728|» 
Iz = 121 = 144p 
11= 12 p, 
ttnt junt Sfl^ufe ttt SSntvanbfung txi ritten Wa^fd in bad cmitn 
fägrn toit nod^ folgende 9ie(ationrn bei, tvrld^e and o) unb ß) von 
(flti^ ^rnoorgri^rn : 

y) l.F = 12z = 1441 = 1728p 
l.Z = l-2z = l'44i = 172-8P 
l.L «= 1-441= 17-28p 
l.P = l-728p, 
d) l.f = lOZ = lOOL = lOOOP 
l.Z = f Z = "»- = H^P 
= 0-83 Z= 8-3 L = 83 3 P 

l.I = gjL = -jg-f 

= 0-664 L = 694 P 
1 , p =3 '** p =0 578703 P. 
fBtifpM |. SWrttt »emanble 3' 7" 8'" JDuobej. «W. in Deji* 
maimaf. 

dd finb 
3f » BF 

7Z = 7x083Z = 583Z = 5Z8-3L= 5Z 8-'3 = 5Z8L 33P, 
81 = 8 xO 694 1 = 5-5 L = 5 L 5-5 P, 

ar » 3F 

7z = 5Z8L3-3P 

81 =g 5L5 -5 P> gffo barc^ Slbbttion 

3' 7" 8" Dnob. ä)i. = 3' 6" 3'" 8" 8 ©ej. 3». = 3" 638 5)ej. 3». 

9Ran fann aud^ anf fotgenbe ^rt vetfo^ren: 
3' 7" 8'" JDnob. 3». = 43" 8"' S)nob. 3R. = 524'" 2)uob. 3R. 

== 524 X 694L 

= 363"'.8 3)ej. Wt. = 3' 6" 3"'8 3)ej. 9». 
UtMQtni Umtt man auc^ 3' 7" 8"' Duob. 3». auf ble ^öc^fle 
Settennnng Buf rrbuciren, imb bad gefnnbene SRrfuitat 

3'-638 3)Mob. 3)i. = 3' 638 2)ej. 3R. 
in IDej. 3)}. tvirbet refoittiren, |o credit man fogleic^ 

3' 7" 8"' a)nob. 3». = 3' 6" 3"'-8 iDej. 3»., 
tt)ie obftt. 

!Di(fe (entere 3R(ti^obe ifi im ^tKgrnteinen bie jwecfmäfigfie. 

ßaUmm't (Htm. 0tem. 4, Wuff. ^>- 



f&eiipiel 2- SRatt foU 25' 7" 8'" 5" 3)«j. «?. 1» jwötft^eili 
9Waf »er»attl»*t«. 

@d {inb 
25' 7" 8'" 5" lJej.9». = 25'-785 5)6^. 3». 

= 25'-785 !Duob. 9». = 25' 9" 5'" 0" -48 5)uob.fl. 

X 18 =4''l'9"5"'0"-485)ttob.m 



9"'42 . 



12 



5"'04 

0" -48 



12 



8. 299. 



IBergtelf^nng t)e« jwölft^eiHgen tt«i) je^nt^elligen 

^lA^enmaf ed. 

Sejeic^nen wir Me Ouabratftoftet , ben Duabratfuf, Oiiabrat 

joU mi Ut Cluabrattlttfe im jÄÖIft^eUlgen 3Ra$t httj burc^» □"<!, 

;^' d, □" d mib Q'" d , nod^ bem je^nt^eiltgtti 9Raf e aber bnrc^ 

n" n, n' D, D" ^1 D'" ^> f» w^«tte» »tr folgenbe «Relationen : 

a) in^d = 36D'd = 5184 D"«« = 746496 n"'d 

IQd = 144 D"«« 

IQ'd 



'"d 
"' (I. 



ß) 1D«D = 



36 
1 



D = 

D =: 



3600 
100 



"D 
"D 



= 20736 
== 144D 

= 360000D"'l> 
= 10000 

= 100 



'"D 



1 Li" i> = _ 

^ierand ergibt jtdb »un mittxi nad^fiebenbe 93erg(eic^ung : 
y) iQd = ID'D 

ir}"d = 0-694 D"D = 69-4 n"'D 
lQ"d= 0-482253 D'" D, 

d) in'n = lD'<i 

IQ'M) =r^ 1-44 D"«' = 1 D" 63-36 D'" «l 
1Q'"D= 2-0736 n"'d = 2[2"' = iO-1 Q" d 

2)er @ebran($ biefer Sielatione» ifl für jldb einleu(i^tenb. 

3ufa^ 1- 3tn )>raftifd^ett Seben bebient man fi^ gen>5^nli(^ 
be6 fogenannten Stiemenmafed; man t^eilt n&mlid^ bie Clnabrat« 
Hafter in 6 fongrnente SRcd^tede, beren SBap« ••= 1" unb beren ^ifft 
= 1', nnb nennt ein foldbeö SRec^ted einen Cln ob rat flafterf^n^ 
ober andb «ta«« 9liemenfd^n§, »eld^er fonad^ = BQ' ifi. 3)en 
9Hemfnfd&M^ t^eitt man ferner in 12 gleiche a;^eil ober SRed^terfe, be* 
reu jebed eine Hafterlange Safid ^at, unb beffen ^o^e einen BoO ^ 
trÄgt. ©n foldbee IRec^terf, beffen Safie = 1" unb bejfen ^6^e = 1" 
ifl, n>irb ein £luabratf(after}on genannt. (Sben fo fann man 
ben Cluabratnafterjoa in 12 Ouabratnafterlinien t6ei(en, u. f. w. Se« 
jeid^nen wir nun ben Quabratflafterfdbn^ burd^ [jk', be» Cluabrot* 
Hafterjo« bur* Qk", unb bie duobrotffafternnie buvdb Qk'", nffv 
fo ergeben jld^ noc^fie^enbe IBergleicfinngen von felbjl: 
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folgtt* 



2r 



h— Sr 



\/2R (h — 2r) — t\ 



Um nttii Mefe ®(fid^Hfig {ii ionftmittn, fd^neiN matt ))om 2)n¥d^^ 
meffer AS btt nmfd^riebmeit Jh:dfe6 ABC (Sig. 222) fin @tü(( 



222. 




ADsh--2ra(; jfe§e fcutd^ ben ißunft D We Orfcfaiate DF, 
bamt Me @el^tie AF 6efd^tei6e tin biefer ald 3)urd^nte{fer ben ^ali^ 
frei« A6F, trage te blefm bte ©e^tie F6 =iao = rcte, jie^e 
bitrd^ A imb 6 bm Stta^l A6I tmb bie @e^ite D6, batin fd^neibe 
matt Mm iDttti^meffet AE eitt @tfid AH a 2r a6^ nnb }{e^e burd^ 
Hbic ©etabe H I II D G, fo ifi AI = x. SDenn e« ifl^AHI~z/ ADG, 

foIgHd? 

AI : AH =» AG : AD, 
ober 

AI : 2r = AG : h — 2r, 

alfo 

AI= .-^ . AG . . . (a). 



h— 2r 

»tttt {jl aber 

AG'= AP*— FG*= 



-S 



trat) 



AP — r» . . . OJ), 



Af'= AE. ad, ober Af'= 2R (h — 2r), 



snt) bemnad^ bttrd^ Snb^tntion ht (/)) 



AG s= 2R (h — 20 — r», 



alfo AG = ± \/2R(h — 2r) — r* 
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G = 13» 


. Sfl 






■■ 






4' 


7" 


8'" 








H = 6" 


3' 


5" 


3'" 


M 






78, 


24, 


42, 


48 






39, 


24, 


42 


48 










65, 


40, 


70, 


80 










39, 


24, 


42, 


48 



GH = 90Ü" 3Dk', 2DI'", lDI'"',8Qk",6D''"- 

G = 7" 5' 8" 

H = 3° 4' 6" 



2t, 



15, 


24 




28, 


40, 


64 




42, 


60, 



96 



G H = 29G^ 4Dk', 9Dk". 
9Wan rebuclrt tiamlid^ bfc Suntnic jeber t^ertlfafcn jfolonne burc^ Me 
2)tt>iitott mit 12 auf ©in^cilen ber nö(^ji ^ö^ereii Senennunfl, nnt 
nur bte Summe ber Ouabratflafterfd^u^e n)irb bur(]{^ ble 2)it>jfion mit 
6 auf ble Seuennung Duabratflafter jururfgefül^rt. !Die bei biefen 
3){t)iftoneu bleibeuben fRtfte fcftt man nnter bie eben fnmmirte Äo* 
lonne. 

^eiipiel » @ei 

G = 3^ 0' 4" 5"' 

H = 2^ 4' 0" 3'" 

6, s; iÖ 

12, 0, 32, 40 

9, 0, 24, 30 



GH = SD", iD^\ ODi^^eük"', 6Dk^ 2Qk^ 6Dkv. 
9»eifptel 4« @ei 

G = 4^ 5' 0" 7'" 
H = 3^ 8^^ 

12, 30, 0, 42 

32, 80, 0, 112 



GH = 2D^ 5[J*^'/ 9|lik",0Gk"', 3Gk'% 4Gk\ 

^ufa^ H' 9Iimmt man ben Du abrät fu0 M f)itff^t SIö^ 

c&eneinl^eit an, itnb t^eiU benfelben bnxctf parallele Sinieu in 12 gleid^e 

S^eüe, fo ^eißt jeber folc^ie JEl^eil ein ©d^u^aoU. 2)er ©(^«^joU 

ift fonad^ ein JRec^itecf, beffen ©runblinie = 1' unb beffen J^JlJe 

@ben fo t^ei(t man tDieber ben @d^u6)oa in 12 Sd^u^Iinien, bie 
©c^u^linie in 12 ®d&u^^)unfte, u. f. »• Sejeidjinen nun bie Symbole 
S", S'", S'% . . . ber Drbnung na^ ginen ©d^uj^ioll, ©ne ©dju^^ 
linte, Sinen ®cljul;))unft, u. f. f.; fo finben fclgenbe ©leic^un gen Statt : 
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tu 



tu 

IV 



= 1440" 



" =a IS'" 
'"= iS" 
1 Qv = 1 S- 

tt. f. tt). 



«) IS" = 12 D" ß) 1 

1S"= in" =1440" 1 

1 S" = 12 
IS« = 1 
1 S" = 12 
tt. f. f. 
®et nun 
G -A' + B" + C" + D" 
li=a« 4- b" -H c " + d", fowicb burc^ aRultiplifattou 6etber*polvttome 



CH 



aC, 



aD) 
bcJ 



*'^^ d^ 

bDj „^ 

+ cCj. . S' + YqK . Sv 4- dD. S™, 



l] 



Mit 



dB) 
btntt eö ift 

a'.A' = aA.D', a'B" = aB.S", b"A' == bA.S", 
b"ß" = bB.n" = bB.S"'[«adii /3)], 
eben fo 

c'"C'"=cC.Q" = cC.S', ttttb d" D" = d D . Q' =dD.S", 
Qtit nac^ a) 

b"C'"= 12.b"'C"'= 12.bC.Q"' = bC.12.n' 

= bCS", 
b"D'»= 144.b>'D" = 144.b.D.Q'v = bD.144.n"' 

' = bn.n'"=bD.S', 
c'"D"= 12.c'»D'»= i2.cD.n'» = cD,120', 

c D . S" 

d'vB" = d'v.l44.B"= dB.144.n" = dB.n'" 

= dB.S', 
d"C'"= d'v. 12.C"'= dC. 12.0" = dC.S". 

^tetaud gei^t nun ^etvor, ba$ man iene })t>ei ^ol^nome nur m6) 
bem @efe^e ber @(eic^nantig{eit unter einanber )n fr^en nnb bie 9){ul« 
tiplifation wie in Sufa^ 2 au )>errt($ten ^at, o§ne iebod^ bie $artial« 
probuüe }u vetboppeln, um ben ^(äi^euiu^alt GH in D.uabratfc^u^en, 
@(^n^}oQen, @d^u^(inien, n. [. f. audgebcAdt ju erhalten. 

fÖtÜpitl 1. ®ei 

G = 4' 8" 3'" 

H ^ 3* T;; 5'^'; fo ip 

GH = 12, 24, 9 

28, 56, 21 

20, 40, 15 



GH = 12Q', 52.S", 85.S'", 61.S-', 15.8«, ober burc^ «Rebnmott 
= 16Q', 11.S", 6S'", 2.S", 3.S\ 
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meiipiel 8. @» 

G = 10' 6" 0"' 
H = 3' 0" 9"' 



5- 

6", fo wirb 



GH := 30, 18, 



0. 
90, 



GH = 30 
= 32 



18 S", 



15 
54, 
60^ 

90 S'", 1298 
5 S"'. S' 



0, 
36, 



45 
0, 



30 



36 S', 
3S', 



45 S 



" , 30 S"" 
Zy, 2S", 5S"', OS", 3S', HS", 6S'" 

iffiie man tiefet SiefnUat toiebet in Clttabratntaf vertoantidB 
fönne, if) f&t flc^ Har. 

Um bai fStmanMtt M diiemenmaßed in Ouabratmaf, unb 
umgefel^rt bd 0,mbtatma^ti in Stiemenmaf füt Me 3(u^u6ung jn (u 
(ei^tern, fügen wir na(^\itf)tnbe Uthtt^tÜft btli 






l.Qk' = 6D 



l.Qk" =. 720" 



l.Qk"'= 6D" 



l.nk-v = 72D 



/SS 



l.Qkv = 6n 



/// 



l.Qk" = 72n 



IV 



i.uk"' = 6n 



IV 



1 . □ k«'" = 72 D' 



tt. f. f. 



JL 4 


.S" 


— , 


120" 




.S'" 


— 


IQ" 


X 4 


.S'v 


- 


120"' 




.Sv 


= 


IQ"' 




.s^> 


= 


12 D" 


JL 


.S^" 


= 


IQ" 




. S''"' 


'== 


120' 


X. i 


.s« 


= 


IQ' 




u. 


.f. f. 



lO' =2Dk". 



lD"=2n'i"'' =1S 



iU 



10'" = 2Dk" =1-S' 



1 0" = 2 O •''"" = 1-S' 
lO" =20''* =1.S' 
lO" =2Dk"" = l,S 



u. f. f. 



$. 300. 



IBom ^ör))etma^. 

66 ip un« beteiw tefannt, baf man einen SBürfel (Cubus), 
beifen Seite ber Sinearein^cit gteit^ ifi, aW Sin^eit für bie SefHm* 
mnng ber SRanme«in^aIte (Volumina) ber Äör^jer anjnne^men »fleat, 
we^^olb biffe« 3»aß andj» Äubifmaf genannJ wirb. 2)er ai« gin» 
^eit angenommene ©ürfel ^eift eine Äubifflafter, ein Äubif^ 
f<^tt^ ober Äubiffn^, ein ÄubifioU, eine Äniifiinie, ii.f.f., 
le nad^bem bie ©eite be« SBürfel« bie Sänge einer Äiafter, tinel 
gttfe«, eine« Sötte«, einer ?inie, n. f. t». .^at. 

SBeit nnn ba« SBoinmen eine« aßfirfeW bnrd^ bie britte 5Botem 
feiner bnrd^ eine 3a^l anögebrürften «Seite benimmt wirb, fo Ift eine 
ÄttbifHofter (1 .C) = 6».C'= 216 . C'= 216 Änbiffafen. 
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95eje((^tt<tt xm «utt für ba« ^öttt^eiHge Waf ben ffttWffc^tt^, 
Jfubifjott, bl< Äubiflittie u. f. ». bet Orbnuuf) nac^ bmdb C, C", 
C", . . ,, füt ba« iWöpeilige SRaf aber tuxd) C, c", c'", n. f. w., 
foiß 

IC = 1000 C", IC" = 1000 C". 1C'"= 1000 C", tt. f. f. uttb 
IC = 1728c", Ic" = 1728c"', Ic"' = 1728c", u. f. »., 

mithin 

IC» = 2160' = 216.000 C" = 216.000.000 €"' 

= 2 16.000.000.000 C- = . . . 
IC = 216 c' = 373.248 c" = 644.972.544 c"' 

= 1.114.512.556 032 c" = . . . 

IC' = siäC» = 004,629 C» 

1 C" = 001 C = 000,004,629 C« 

1 C"'= 001 C" = 000,001 C = 0000,000,004,629 C« 

Ic' = jijc» = 004,629 C« 

Ifi" = TfSi«" = 000,578,703 c' = 000 002,679, 18... C 

1 c'" ^ fy'55 c" = 000,578,703 c" = 000,000,334,9 . . . C 

, =^^ 000,000,001,55 ... C«. 

aßic fe^tn ^tetaue, baf bei betn je^ut^eiligen Tia^e ia^ Siebu- 
ciceu fowo^I a(0 bad 9tefo(t>iten tveit (ei(|ter unb bequemev fei, aB bei 
bem 2n>6(ft^ei(igen SDtafe 

tttn bei bem jwölft^eiligen ^itpexmife irgenb eine SRenge A von 
©tt^eiteu ivgenb einet 2lrt ouf einleiten einet ^ö^ere« 2ltt iurüct ju 
fügten, ^at «tan bte ®r6fe A butdb 12* = 1728, obet butc^ eine 
5ßotettj »on 1728 ju blsibiten 3)iefe jelttanbenbe Slrbelt läft jtd^ abet 
abfürjen, tvenn man biefe !Diviftonen in WnUiptifationen verwanbelt ; 
ei ifi säntiic^ 

* = A . -i- = A . 000,578,703 



1728 1728 

nli^ = A . (^3)' = A . (0000,578,703)- 

= A . 000,000,334,9 . . . 
T4-- = ~A-(r4)'=^-^« 000,578,703)» 

== A . 000,000,000,19 . . . 

S5ei biefen ?WuItii)Iifat{oMfu fud^t man natürlid^ nur fo »iete 2)e* 
cimaien, alö bie 3wc(fniÄ^i9feit bet SRec^nung in einem ptaftifdb«« 
gaOe getabe erforbert. 

f3eiipiel 1. SKan fott 87 c', 613 c", 1537 c'" jnetjl auf bie 
Senennang jfubiffu^, uub bann aud^ auf bie Benennung ^ubifflaftet 
jutädfü^ten. 
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3RM ttWt 



1536c'" = ||Wc = 1536 x 0000578703 c" = 888889c" 

6351 

578704 

289352 

17361 

3472 

888889 
633 c" + 1536 c'" = 613888889 c" =^§^c' 

= 613-888889 x 000578703 C 
3078 75 

306944 

42972 

4911 

429 

2 



= 0-35525 8 C 
aI(o (tnb 87 c', 613 c", 1536 C" = 87355258 c' 

= ?!:?!^c° = 0-4044225 C. 
«1« 

^eifpiel 2. 9Won foK 47 C", 196 C, 875 C" auf tie Senm- 
nungen Klafter, ®($u^ unO 3oQ kingen. 

@$ fint) 

47 C», 297 C, 875 C" = 47 C», 196875 C 

= 47 C» + t^^^i^^C = 47-9114583 C» 

' «16 

= 47 X 216 C + 196 C 4- 875 C" 

= 10152 C + 196-875 C = 10,348 875 C 

= 10,348,875 C". 

3ufa^ 1. 3« Saufac^e unb beim ^orftwefen ^»flegt man bit 
Äubitflafter in 6 gleiche 2;^eile jtt t^etlfti , unb jebeu foI(<)eu a;^eil 
einen Äni^itflafterfuf ju nennen. (Sben fo t^eitt man ben Äit» 
biRlaftetfuf in 12 Äubiff Ufterjolle, ben ÄubifflaftcrjoU in 12 
ÄubiffUftetlittien, u. f. f. 

ein Äubiraafterf4m§ (1 . 6 k') ift fonad? ein «Paraae(e))i^)eb, 
beffen @runbflä(*e = 1 . D" unb beffen ^ö^e = 1' ; ein Äubittlafier^ 
jott (l.Sk") ein s|}araaere^)t^>eb , beffen «aji« = l.D" »»» l'eff« 
^ö§e = 1"5 unb eine ifnbimafterfinie (1.6 k'") {^ ein «ßaraOelepl* 
pebnm, beffen S3afl« = 1 . □« unb beffen ^ö^e = V" ift. 6« be» 
ftt^tn fonac^ folgenbe ®Iei($ungen : 
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«) 



i 6k' = 


i.c« 


=. 36 C 


1.6k" = 


^.6k' 


= SC 


1.6k'" = 


^.6k" 


= i.C = 432C" 


1.6k" = 


J5.6k'" 


= 36 C" 


1.6k' = 


jL.6k" 
^.6k' 


= 3C" 


1.6k" = 


— {.€" — 432 C"' 


1.6k"' = 


J^.6k" 


= 36 C"' 


1.6k""= 

• • ♦ • 


jL.6k"' 

. • • « 


= 3 C" 

4. • 



ß) l.C = i\,.6k' = H-6k"= i.6k" = 4.6k"' 
l.C" = |.6kv = 4.6k" 
l.C"'= 1.6kv= 4.6k" 

^tefe 6mtl^ei(ung nennt man gewö^nlic^ ha9 ©d^ad^t« ober 
@d;t(^tennia$ ot>et Saüenma^. 

3ttf(t^ 2> SBir woütn nun ba6 SBoIumen V eined tec^twinHU 
gra 5|JfltatIe(ej)i^)eb«, beffen Ornnbfläd^e = G unb beffen ^ö^e = H 
fein \oü, im ®(^<td^tma^e audbr&den, unb fe^en aQgemein 
G = An» + BGk'+ CQk"+ üOk'"+...{m 9iiemenmafe 

au6gebtü(ft, 
H = a» + b' + c" + d'" +...imjn)ölft^tili9ett 

Sängenmafe- 

6$ ifl V =3 GH, unb wir er^aiten burd^ bie $ern)anb{ung unb 
nit »etöctfic^tigung ber SBergUid^ungen ($. 299 3nf 1, unb «. 300 
3nf- 1) ber finjelnfn 3;^eite ber ^^Jartioi^jrobufte : 



»°.Ai 

i<».B 

i».C 



» = aA.6"' 
k' <= aß. 6k' 
k"= aC.6k" 
□ k"'= aD.6k'" 



b'.A 
b'.B 



_. |)A.6k' 

k' = b'.B.6n' == 6bB.6' = 6.bB.i6k" 

= 2bB.6k" 



b'.Cnk"= 12b".C.72D" = 864bC.6" = 864bC.i6k" 
= 288bC.6kv= 288bC.^^!^ = 2bC.6k"' 

)'.Dnk"'= 12.b"D.6n" = 73.bn.6" = 72.bD.i6k' 
= 24.bD.6k' =. 2bD.126k' = 2bD.6k" 

.".*A[3»' = cA.'6k" 

;".BDk' = c".B.6n'== c".B.6.144n"= 864. cB. 6" 
= 864.cii.i6k'= 288.cB.6k' 

= 288. cB.-^ = 24.cB.6k"= 2.cB.6k'" 

:",C{Jk" = c".C.72n"= 72.cC.6"= 72.cC.i6K' 

= 2.cC.126k' =. X.«C.l<5,'s." 



c".D\Jk"'= c"D.6n"= 6cD.6"= 2cD.3e"= 2cD.6k' 

d'".'An° =«iA!ek"' 

d'". B n k' = «»'"• B . 6 D' = ^"'- B • 6 . 144 . \J" 

= d'". B . 6 . 144 . 144 0'"= 6. 144. 144. »IB.©'" 
= 6.144. 144. dB. i6k""= 2 . 144. 144. dB. Sk«" 

= 2. 144. 144. dB. j^-^^ = 2dB.ek"' 

d'". C n k" = d'"- C . 72 D" -= <*"'• C • 72 . 144 . Q"' 

= 72. 144. dC. 1(5'"= 72.144.dC.i(5k'"" 
= 24.144.dC.iek"" 

= 24.144.dC.^f^-2dC.iek' 

d"'. D □ k"'= d'". D . 6 D" = <*'"• D . 6 . 144 . Q" 

= 6. 144. dD. 16"'= 6.144.dD.|®k"" 
= 2. 144. dD. 16k' 



■ vill 



= 2.144.dD. J^ = 2dD.16k"' 

6ummtren wit nun aOe tiefe ©(eid^ungett, fo erhalten wit 
G = An" + Bnit' + Cnk" 4- DQk'" 
H = a» 4- b' + c" 4- <•' 



I'« 



•'A' dA| 

+ 2cC5. Sk-v + oHW®k-+ 2dD.l6k'\ 
2dBj ^ ' 

wotau« nun et^i^tU^ i|i, baf man nuv olle a;§elle bed aÄultlplifanbu« 
mit ben auf einanber folgenben 3;^eilett bed anbetn gaftor« »o« bn 
Sinfen gegen ble 9le(^te ju niultl»)nciren unb bie elnjelnen %f}tilftci 
bufte immer um ein @lieb gegen bie Siedete hinein )u tücfen ^at, ba> 
mit bie gleid^namigen 2;^ei(e in vertifalet Stiftung untec einanbet p 
fte^en lowmen. Riebet mfiffen jeboc^ alle jene ©lieber, bei welchen 
feiner ber gattoren ganje Älafter bejeid^net, bei mläftn fouad^ »ebct 
a nod^ A ali gaftoren erfd^einen, »erbowW »erben 

fSeifpiel 1. gür ein rec^itwintlige« ?Parnele»)i|)eb fei blt 
@ruubflä(^e 

B = 120», 2nk', 9nk", SD'*'"/ SUk», unb bie^ö^e 
H =s 2", 4', 3" fo ift fein golunten 

V=BH= 24®" Pt' IsSk" l6Sk"' leSk" 

48 „ 16 „ 72 „ 64 „ 64«"^' 
36 „ 12 „ 54 „ 48 „ 48'^'' 

V - 33^ 4„ 1 „ 3 „ 11« ^n - H 



asi 

fBeifpitl 2- ^i( ttti in einer @(fe pfammenßofenbeit jfantett 
a, b, h eine« red^twinHigen <ßaraae(e))ipebed finb gegeben, n&mlic^ 
a = 7» 5', 8", 6 = 1», 3', 5" unb li=2", 4', 3"; man foH ben 
fubifcben 3n§a(t jened ^lidma im @d^id^tenmafe beßimmen. 

b = 1°' 3'! b"', fo iff bet giäd&enin^alt ber »aji« 

im 9{iemenmafe 

ß = ab = TD'T'SDk', 8Dk", 

21 „ 30 „ 48 Qk'", 

35 „ 50 „ SOD''", 



B = 120", 2Gk', 9\Jk", 8Dk'", SDk", 
»eld^e« bie im 53eift)iele 1 angegebene gläc^e ifl } «nb ba and^ h = H, 
fo Ifi oüH) abh = V, n>ie bort. 

3ufa^ 8- 3)ie im dufa^ 1 anfgeßeOten ©(eid^ungen fönnen 
tvtr anc^ toieber benu^en, um ein im 64)id&tenma0e angegebene^ fßo> 
(amen burd^ bad gewöhnliche jwölft^eilige JPubtfmaf andjubrädCen. 
@oate man j. S. ben im 3uf. 2, Seifp 1 gefnnbenen Stanmedin^alt 
V=33(£», 46k', 76k", 36k'", 116k", Sdk" auf ba« jwolf* 
t^eilige Äubifmaf jnrudtfü^ren , fo erhalten wir, inbem wir bie fRe* 
buWon bei ber niebrigPen Benennung beginnen, mit ^ilfe ber im 
3ufa^ 2 aufgeteilten Delationen: 

8.6k' = 8. 3.6" = 24. 6", 
11. 6k" =11. 36.6"= 396.6", 

3 . 6k"'= 3 . 432 . 6" = 1296 . 6", 

7.6k"= 7. 3.6' = 21.6", 

4 , g;^/ ^ 4 ^ 36 . 6' = 144 . 6', 
33.6" = 33.6", alfo burd^ atbbition biefer ®Iei(^ungen 

V = 33 6", 46k', 76k", 36k'", 116k", 86k' 

= 336", 1656', 17166". 
3ur Uebung Venvanble ber ßeifige 9(nfänger biefe« 9ieftt(tat in 
je^nt^eiiiged Jhtbifmaf 

3ufA^ i' Stimmt man ben ^ubiffuf ali i^öd^fle 6in^ett an, 
unb t^eilt biefen in 12 @*a(^tfufe ober In 12 «ubifft^u^jofle (6S"), 
bereu jeber ein ^ßaraUelepipeb »ou ber S3afi« =■ 1 □' unb ber §ö§e 
= 1" ifi, ben Äublff(^u§joa in 12 Äubifff^u^liniett c6S"'), bereu 
jebe einen Cluabratfu^ 2Ut @runbflä(^e unb einen ^oU jur ^ö^e ^at, 
u. f. f.; fo ergeben jtd^ jur fRebuftion fofgeube ®(ei4iungeu: 
«) 1.6S" = -^.6' = ^1* .6" = 144.6", 
1.6S'"= Ä 6S" = jL. 144.6" == 12.6", 
1 . 6S" = i. 6S'" = 7L . 12 . 6" = 1 , S", 
1.68' = ^.6S'v = X. 6« = 144.6'", 
.1.6S" = A.6S' = ^.144.6'"= 12.6'", 
1.6S"-= i.6S" = |L. 12.6'" = 1.6'", 
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ß) 



1.6" 
1 . 6'" 
1.6" 



rCT.6S" 

. 6 S" 



t^.l2.6S'" 
4^.12.68" 
i4t.l2.6S« 



f.6S"' = 1.6S", 
=>1.6S"', 
= 1.6S', 



A.6S" 
i.6S 



Die Sered^nung wirb auf biefe(be 9(ct bttcc^ge fA^tt« toie S 300, 

3itfaft 2. 

3itf<t(t 5- 3»^ leid^tereu Uebeicf{($t bei ben pvattii^m 3Ui)> 
uungen woQen ivic bie bid^ec gefuabeuen ®(eid^ungen iit folgettbetn 
3^fe(d^ett {ufammenfiedett : 



1.6k' = 366' 


1.6S" = 1446" 


1-6' = 4.6k'" 


1.6k" — 3 6' 


1.6S'"= 12 6" 


1.6"= 4.6k" 


1.6 k'" = 432 6" 


1.6S" = 16" 


1.6'"= 4.6 k« 


1.6k" « 366" 


1.6SV = 1546'" 


1.6" = 4.6 k«' 


1.6k» = 36" 


1.6S" = 126'" 

1 


1.6' = 4.6k" 


1,6 k" = 4326'" 


1.6S"' — 16'" 


1.6" = 1.6S" 


1.6 k'" = 366'" 
l.ek»"' = 36'" 


1.6S""= 1446'" 


1.6'"= 1.6S'" 


1.6S» = 126" 


1.6" = 1.6S- 


1.6 k« = 4326" 


1.68« — 16" 


1.6' = 1.6S"" 


l.ek« = 36 6" 


1.6S" - 144 6' 


1.6" = 1.6S"' 


tt. f. f. 


u. f. f. 


tt. f. f. 



8. 301. 

Um uttfere ^nf)oxn ju befähigen, t>u ©df^riften ueuercr Oeome^ 
ter leid&tcr ju i>txftef)cn, laffeu tt)lr ^iet bie SrHärung ber totd^tigUen 
Segriffe «tib ÄutiftauiJbrücIe folgen. 

1. 3tt einem SSieverfe nennt man je jtvei Seiten, weld^e feinen ge^* 
meinfd^aftüdjen (Sttb»)nntt ^aben, jugeorbnete Seiten. 8l(fo fat 
jebeö Sieterf jwei ^aate jngeoibnetet Seiten. 

2. SBd^lt man in ben (Sbenen jmeier tongrnenten Sielerfe P unb 
P' jn>ei ^nnfte M unb M' betgefialt, ba^ bie Sntfernuttgen beö $unf? 
teö M' t>on aüm Seiten unb (Srfen beö 5ßol^gone^ P' ber Orbnung 
gleid^ finb ben Sntfernnngen beö ^nnfteö M t)on ben Seiten unb Scfen 
bed ^JJolvgoneö P5 [0 ^eipen bie ^nnfte M unb M' Äongruenj^ 
j)unlte. 

SQSerben bemnad^ bie fongruenten Sielerfe P unb P' fo über ein* 
anber gelegt, ba^ fie fid^ berfen, fo muffen anc^ jebe jtt)ei jufammen^ 
gehörige Äongruenjl)unfte M unb M' über einanber fafleu. 



9ße(0e ))er[d^iebene ia^en Umtn jn^ei ftongrttenjf^tnfte SI unb 

SBie t>ie{e J(otigrnen3))unTte fitit) möglich? 
3n)ei fünfte M ttnb M', n>elc^e )>on ben gleid^nomigm ©citen 
jweiet fongruetiten !X)reie(fe l)e)ie^utig6n)eife g(eid^e (Sntfemutigen ^a« 
ben, fino aucfi t>on ben gleid^namigen @(fen jener !Dreie(fe g{et(^ n^eit 
entfernt, nnb finb ^ottadf ^mi )ufamnieuge^6rige J?on9rneni))unfte. 
änd^ ber wmflefe^rte Sa$ ifl gUtig. — !Der fleißige älnfAnger ttivb 
Wefe belben SS$e mit Slurfficltr ouf bie i^erfd^ietnicn ?flgfn ber $«iifte 
M nnb M' betDeifen, eben fo bie folgenben 

• Sef^tfä^e« a) (Snid^tet man in ben 92itte())nnften ber Seiten 
jtoeiet fongruenten IDreierfe 5per^)enbifel, [o finb bie beiben !Durc^*^ 
f(^nittd))nnfte jener €enfre(i()ten jn^ei {ufammenge^örige ^^ongmenj^ 
pnnfte« 

b) !Die gemeinfcfiaftltd^en 2)nrd(;fd^nittd))nnne ber ^olJen^)er<)en^ 
bifel jtoeier fongrnenten 2)rete(fe finb jttjei jnfantmengelSrige Äon^ 
gntetii)>unfte. 

c) fialblrt man bie innern SBinfel jnjeier fongrnenten iDreiede, 
ober nnr ©in $aar gleld^nantfger innern SBinfel nnb bie beiben Weben^ 
n)infel ber beiben anbern, fo ^nb bie beiben gemeinf(tiaftlid(;en ^nxd)^ 
f(^nittd))nnfte jener 2:^eilnngdlinien jn^ei jnfammenge^orige j^ongmenj^ 

d) 2)ie !Durd(;fcbnlttöj)unfte ber Oeraben, Wfl^t Äongmenjl)nnfte 
))erbinben, finb ebenfa06 ^ongrueng))unfte. 

3. ^xefjt man in ber @bene einer geroblinigen gigur eine belie^ 
bige ®erabe G unb fäOt au6 ben S(t^eiteln aller Umfang^n^infet auf 
btefelbe ^er^jenbifel p,, Pg, p,, . . . Pn , fo l^eipt jener $unft, beffen 
(£ntfernnng ober Slbfiaub a loon ber ©eraben G gleid^ ift bem arit^^ 
metifd(;en SKittel aOer jener $er))enbife( mit 9iu(ffid^t auf il^re Sage 
(für mli^tn alfo a gleidb if^ ber algebraifd^en €umme loon p^ , p«, 
Ps/ ♦ • • P" fl^^iSl^ilt burd^ n), ber $uuft ber mittleren dnU 
fetunngen ober n)o^l au^ ber 2Rittet^)unft ber Sntfer^ 
nungen, ml^n ))on ÜRand^en aucf) ber 9Rittel))nnft ber 
mittleren Entfernungen genannt toirb« 

!Der Peinige Slnfdnger befümme ben $unft M ber mittleren ®nt^ 
fernungen für ein gegebene« Dreierf unb audjj für ein gegebene« aSiererf. 
— SBefd(;e ©igenfdjaft (^^aratterifirt ben ^punft M in einem gegebenen 
Dreiede ? 

4. 3Uf)t man in einem gegebenen Dreiede ABC r)urd(; ben ©d^ei^ 
tel A gtoei 3;ran«t>erfalen AD uub AE bergeftalt, bap ber SBinfel 
ÜAC = B unb EAB = C, mithin berSEinfel ADC = aEB = BAC 
n>irb, fo ifi bö^ A A C 1) ~ A B E ~ A B C , n>e^^alb mandje ed(;rift^ 
PeUer bie beiben 2;ran«t)erfa(en AD unb AE bie ?le^nlidf;f elt«^ 
linien be« €d^eitel« A nennen^ unb jtvar bie Sirandioerfale AD bie 
jur Seite AG unb bie 3;ran«t?erfale AE bie jur Seite AB ge^otige 
Sle^nlid^feit^linie bed Sd;eitel6 A. 
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3tt xotläftn 9te(ationftt ^ej^en Me 9itf}n\iäfUiMMm AD mi 
A E M @d(;eite(6 A mit Den Seiten M !Dreie(f6 A B G unb ben 6eg< 
menten ber britten Seite B C? 

5. 3fl eine Oetabe AD in ben ?ßnnften B nnb C f}atmoni\i) 
flet^eilt (S. 71, Swf- 2), mib man jiel^t burd^ bie t>ier qjwnfte A, ß, 
C unb D entweber ^Parattefen ober fold^e Oerabe, ml^e in bemfeften 
?Pttnfte gwfamntentreffen , fo »erben bie ©trauten OA^ OB, OC 
unb^O|D t>ott ntand&en ®eometem and^ ^armonifalen genannt 

6. ^m man an^ bem 9Ritte(punfte eined ^eifed K anf eint 
in ber @bene be^fe(ben (iegenbe unbegrenzte ®erabe G bie 6enfre(^te 
OC, ber S&nge = a fein foU, \nä}t )u a nnb bem ^albmeffer r 

bed gegebenen Äreifeö bie britte fletige 5Pro<)ortionale p = —, mit> 

fd&neibet auf bem Sotl^e a, mld^e^ notJ^igenfaQ^ t)ert&ngert tt)erben 
muf, bie Streife OP = p ab, fo ^eift ber ^Punft P ber 5ßöl ber 
®eraben G, toeld&e (efttere felbft bie polare be6 fünfte« P genannt 
tt)irb. !Der (Snbj)unft C beö ?ßer»)enbifel6 OC unb ber $ot P n^erben 
fonjugirte $oIe M ^reife^ K genannt. 

SBenn fonad^ jn)et fünfte C unb P in ber (Sbene bed ftreife^ K 
auf berfefben Seite bed ßentrumd liegen, bie t>er(angerte Strebe CP 
bnrdb ba6 (Zentrum beö Äreife^ K ge^t, unb eö finbet bie $ro>)0^ 
tion Statt : -h- C : r : P , fo baf alfo ber ^albmeffer r bie mitt^ 
(ere geometrif^^e $ro))ortiona(e jn^ifdb^n ben (Entfernungen ber $nnfte 
C unb P \>om 9Ritte())unfte ift, fo jtnb C unb P gtoei Mttgirte $o(f 
be« Äreifeö K. 

3ie^t man burd^ einen ber fonjugirten ?Pole, §. 95» bnrdj P, auf 
bie fle t>erbinbenbe Streife C P eine unbegrenjte Senfred^te G', fo IJetpt 
G' bie ^Polare be« anbern ^oM G, fo n)ie 6 bie ^Polare be« ^oM 
P ^eif t. öegt bie ^Polare außerhalb be« Äreifee , fo liegt t^r $o( 
innerhalb be^felben, unb umgefel^rt. äBarum? 

Äann eine ?Pofare burd^ ben 2Wittelpunft be6 Äreifed gelten 1 

Sinb P unb P' bie ?Pole jtoeier beliebigen ^Polaren G nnb G' 
bedfelben Äreife«, fo ifl ber !Durd(;fd^nittöpunft jener ^Polaren bei 
^ol ber burc^ P unb P' gejogenen polare G", unb umgefe^rt gehört 
jur polare G" ber 2)urd(;fd^nittd»)unlt al6 ^ol — SEBie \>er^art 
jid^ bie Sad^e, njenn G || G' ifi ? 

7. Seien K unb k jtt)ei in berfelben @bene liegenbe Äreife, 
unb feien bie SKittelj)unfte, K unb r bie ^albmejfer berfelben, bie 
unbegrenjte burd^ unb u gezogene ®erabe, alfo bie nac^ beiben 
9li(fltungen t?erlangerte ©entrallinie nennen wir bie 81 re ber beiben 
Äreife. 

3ie^t man nun in beiben Äreifen meftrere ?Paare paralleler ^alb^ 
meffer bergefialt, bafi alle ^^ciare auf berfelben Seite ber Slre ober auf 
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mtflefletiflcfeftten Seiten berfelben (alfo ber etne 9iaWu6 R j. S. auf 
ber testen @eite ttnb btx mit il^m par(i(Ie{e ^albnteffer r attf ber (infen 
Seite ber Slre) liegen; unb jie^t bnrd^ bie @nbpnn!te eined jeben fßaated 
gerabe Sinien, fo fd^neiben ^d} biefe in einem unb bemfe{bett in ber 
2l]ce Itegenben 5ßunfte C ober C\ ml^ex in ber SBerlangernng t)on Ö o 
ober jn)if(t^en unb o Hegt* !l)ie[e beiben ?Pnnfte C unb C l^eifen 
bie Sle^nUdElfeit^pnnfte ber beiben ^eife K unb k, unb jtoar 
^eift ber ^unlt C^ ^oeld^er in ber 93erlangemng t>on Oo liegt, für 
weldE^en fonad^ bie juge^origen ^jaraHefen Slabien auf berfelben Seite 
ber Slre liegen, ber äußere unb C, für ben bie juge^örigen ^)araHelen 
^albmeffer auf ben entgegengefeftten Seiten ber Slre liegen, ber innere 
?le||llIi(i&feit^^)unf t. — 3tt>rf Greife fönnen nidfit me^r al« gw>ei 
8U6ttnd&fcit6»)unfte ^aben. ffiarum? 

3iel^t man t)on einem ber beiben 2le^nfi($feitöj)unfte eine 2;an^ 
gente ju einem ber beiben Äreife, fo mn^ biefelbe loerlAngert an^ ben 
anbern Äreid berühren. SBarum? — SBelc^ie Sage ^aben bie beiben 
^finU(f)UiM)fVintU, mm bie beiben £^reife ficb t)on Siuflen berühren, 
unb tteic^e Sage, \r>tm bie Serül^rung )>on 3[nnen Statt ftnbet? 

3ebe ®erabe, n)e(d^e burcb einen ber Sle^nlid^feitdpunlte gel^t, 
n>trb Sle^nlidb^^it^Iinie genannt, unb jn^ar eine auf ere ober 
innere 3[el^n(i(t^feitd(inie, ie na^btm fie bnx(f) C ober burd^ C ge^t 

3ie^t man irgenb eine 3le^n(id^!eit6tinie L jioeier ^eife K unb k, 
unb burd^ bie 9Rittel))unTte jn^ei beliebige parallelen p unb p' bid ifim 
DurdbfdS^nitte mit L, fo ifi fietö p : p' = R : r. Sie laft flc^ bie^ 
fer ®a^ betoeifen? — SBie (aft ^(S) biefer Saft umfe^ren? 

SRan fud^e für je gttjei t>on brei in berfelben Sbene Uegenben 
ffreifen K^, K, unb K, bie beiben 9lel^nlidtfeitd)>nnfte, unb beßimme 
bie gegenfeitige Sage ber fo erhaltenen fed^6 fünfte* 

9Ran tt)irb finben, baf bie brei äußeren Sle^ntid^feitd^unfte, eben 
b {eber Aufere mit jtoei innern 9[el^ntic^feit6))unften in einer unb ber^ 
elben @erabett liegen muffen. 

3Barum fönnen bie brei inneren 3lel^nlid^feitd))unfte ni(^t in einer 
geraben Sinie liegen? 

2)af ber 8lnf4nger bei biefer Unterfudbung bie t>erfdbiebetten ?a^ 
gen, bere» jene brei Äreife fä^ig jtnb, berürffid^tigen müjfe, ifi für 
fi* ftar. 

8. 3n ber Sbene eine« Äreife6 K, beffen ^albmejfer = r fein 
foB^ fei ein Jßunft A burd& feine Sntfemung a t>om aRittelj)ttnfte 
gegeben. 3i^^i ni«» «w» burc^ ben ?ßunft A eine beliebige ®erabe, 
n>eldbe bie 5ßeri^)^erie in ben ?Punften M unb N burdbfd^neibet , fo ip 
(». 123, 124 u. 148 3wf. 2) ba« 5Re(^te(f AM.AN= ± (a*— r«), 
je nadjibem ber 5ßunft A außerl^alb ober innerhalb be6 Äreifed K liegt, 
e^ ifi fonad^ ber glüd^enraum be6 Sled^terfö AM.AiN eine fonftante 



®Töfe, ml^t \>on bm ttfueni ©eometem ^Poteng genannt ivW, 
nnb itt>ax, in njiefem ein befHmmter ^ßunft A nnb ÄreW K in SJc^ 
trad^tnng fommt, He ^otenj bed $nn!te^ A ffir ben ihreid K, oitx 
?Potenj bed Äreifeö K für ben ^ßanft A. 3enec fonfiante %lli(f)tnxcim 
tt)irb übetbief bie a ufere ober innere $oten) genannt, ie nac^^ 
bem ber $unft A aufierijialb ober innerl^afb bed Äreife^ K Hegt. ?ifgt 
A anfer^alb beö Äreife6 nnb bejeidbnet t bie ?ange ber Xangente, 
treidle von A jnm Äreije gejooen n>irb, i\tt)i[db^tt ^ ^^^ ^^w $erii|^ 
rnng^punfte, [o ifi bie äußere ^otenj 

AM. AN = a« — r« = l«; 

Hegt aber A innerl^alb be6 Äreifeö nnb man jie^t burd^ A bie. ®e§nc 
BC X AO, [o i% ^t)enn BC = 2AB = 2b gefeftt irirb, bie in^ 
nere ^otenj 

AM. AN = r3 — a« =r b«. 

giegt A in ber ^erii)^erie, fo fällt N mit A jufammen, nnb bann ijl 
A M . AN =r 0. — 2Wan nennt i* baö SWaf für bie ®r6fe ber Änßm 
5Potenj; nnb b* ba^ 9Raß für bie innere ^ßotenj eined ^unfted. 

^aben mehrere fünfte A, A', A", A'" u. f. f. für einen gege- 
benen Äreid K gleid^e ^Potenjen, fo liegen fie fSmmtlid^ in ber ^m* 
p^erie I ' cineö mit K concentrifdb^« Äreifeö K', ober ed ifl P' ber 
geometrifc^e Ort aller jener ?ßnnfte. 

^aben jtt)ei Äreife K nnb k, beren Siabien R nnb r flnb, für 
benfelben $unft A gleidbe nnb gleichartige (namlic^i äußere ober innere) 
^otenjen, fo ifi bie !Differenj ber Cluabrate ber abftänbe A nnb A 0' 
beö $nnfte6 A t)on ben beiben SRittelpunften nnb 0', namüii 

Äcf — ÄJy = n^ — a'« = R2 — r\ mithin fonfiant. SaSamm? 

!Der geometrifd^e Drt aller fünfte gleid^er ^ßotcnjen für jwei 
Äreife n)irb eine ?Potenglinie biefer beiben Äreife (Axe radical de 
(leux cercle**) genannt. !Die ^otenjlinie jtt)eier Äreife iji fonad{> eine 
©erabe, ttjelc^ie auf bie Sire biefer Äreife fenfred^t jhljit, unb bie Snt^ 
fernungen bed !Dur(tifd6nitt^punfte6 M ber ^Potenjlinie mit ber ?lre t)on 
ben beiben näd()flgelegeucn ?)8miften, in weldben bie 2lre beibe ^ert 
J)l^erien burd^fc^)nelbet, t)er^alten ftdb umgefebrt tt)ie bie äbfiänbe M 
^unfteö M t)on ben entfernteren ^unften^ in tt>eld^en bie ?lre beHe 
Ärei^umfange burdbfc^)neibet. SGBie lajfen ft^ blefe beiben Säfte re# 
fertigen ? 

9. 3i^^^ ^^^ burdb einen 8lelginlid^feitdi)ttnft A jn>cier Äreife, 
beren ?Wittelvunfte in unb 0' liegen, eine ©erabe, ml^e bie eine 
^erii)^erie in ben 5ßunften M nnb m, bie anbere in ben ?ßnnften N 
unb II burcfifd^ueibet, n^obei ber ^albmejfer MO || NO' unb mO || iiO' 
ifi, fo tjat bad SRed^terf A M . A n = c«, ober ba6 ^t^kd Am . A N = c* 
(a(fo ba6 iRfd^tecf auö jenen Segmenten ber ©efante AM gn^tfc^en 
bem ?lebnlic^feit^j)unfte A unb jenen 2)ur^fd^nittöj)unWen ber beiben 
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^cxbff^exxen , bereu jitge^orifle «l&albmejfer nid^t ^jaraßel finb) eine 
•fottfiante ®röfe, tt)eld^e t)Ott l»eti neuem ©eontetern Me flenteinfd^aft^ 
lii^e ^ottniitoeitx Stxei\t \nx if)xtn^ef)nli(i)tcit^pnntt 
genannt n)irt). 

Sefc^reibt man aud einem t)er Slel^n(id^feit6^nn!te )n)eier Greife 
K unb K' al6 (Zentrum mit einer ©eraben, beren Clnabrat ba6 Tta^ 
f&r bie jenem 9[e^nlid^feit6))un!te guge^orige gemeinfd^aftKd^e ^otenj 
ber ^eife K unb K' ifl, aW fialbmejfer einen britten Äreiö K", fo 
tt)lrb biefer lefttere Äreid ber ^otenjfreiö ber beiben erflem fle^ 
nannt; unb i\t>ax ber & ufere ober innere ^otenjfreid, je nad^bem 
er au^ bem auf ern ober innem 2le^nlid^feitöj)unfte alö Sentrum be^ 
^(Sjxlticn n>urbe. gür ben auf ern ^otenjfreid ifi fonad^ c* = i' ober 
c = f, unb für ben innem ?Potenjfreiö ifi c* = b*, alfo c = b (Nr. 8) 

Siegen bie beiben ?)8unfte F unb G auf berfelbeu ©eite bed 
auf ern Sie^ttlid^feit6i)unfte6 C jtt)eier Äreife bergefialt, baf bad JRed^terf 
C F • C G = c*, alfo flleidb ber ju A gehörigen gemeinfd^aftfi($en 5ßo^ 
ttni jener Äreife wirb , fo nennt man bie $unf te F unb G p o t e n j^ 
l^altenbe $un!te in Segug auf ben äufern 3lel^n(id(»^ 
feitö»)unft C. Sefinben ftd{> aber bie ?ßunfte F' unb G' auf ent^ 
gegengefeftteu Seiten beö innern ?le^nli(^feit6j)unfte6 C' in einer fot 
$ett Sage, baf baö Sied^tetf C F'. C G' ber ju bem Slej^nlid^feitöpunfte 
C gehörigen gemeinfd^aftli^en ?|8otenj gleid^ \cixb, fo Reifen bie beiben 
5ßunfte F' unb G' pot euj^altenbe fünfte in Segug auf 
ben innern Sle^nlid^f eitöpunft C\ 3ji bie flufere ober innere 
5ßotenj eine^ Äreifeö K" ber gemeinfd^aftlicben ^otenj ber beiben Greife 
K unb K' für einen ilgirer ?le^n(id^feitöpunfte gleid^ ; fo tt)irb ber Streik 
K" poten j^altenb in 93ejug auf eben biefen Sle^nlid^feit^punft 
ber beiben anbern Äreife genannt. @e^t alfo ein Ärei6 K" burc^i jwei 
potenj^altenbe ?ßunfte ber beiben Äreife K unb K', fo ifi berfelbe 
potenj^attenb in Sejug auf ben 3le^nlid^!eit$)>un!t ber beiben anbern 
Ärelfe- 

3tt)ei gerabe Sinien, tt>el($e afö ?)8otaren ju ben Sle^nlid^feitö^ 
ifmtten jtt)eier gegebenen Ä'reife gel^ören, Reifen Sle^nlid^feit^^ 
Ipolaren, unb jtt)ar bie eine auf ere unb bie anbere innere, je 
nad^bem fte bem aufem ober bem innern 2le^nlid^feit6punfte ent^ 
fprid^t. 

10» Die neuem ©eometer <)ftegen ein SSielerf, n)etd^em fi($ ein 
Äreiö umfd^reiben laft, ein nad^ ben @rfen centrifc^eö SSielerf, 
unb ein äSielerf, tt)eld^em fai) ein ^eiö einfd^reiben taft, ein nad^ 
ben Seiten centrifd^eö SSieterf ju nennen, tt)eil bei bem er^ 
fttxn bie ©d^eitel aKer SSSinfet am Umfange t)on einem innerhalb ber 
gigur liegenben 5Punfte gteid^ tt)eit entfernt flnb, bei bem lefttern aber 
däc Seiten t)on einem innerhalb ber gigur liegenben ?Punfte 0' gleid^e 
Slbßanbe ^aben. 
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B) Slufgaften unb fiel^rfd^e a\xi bet Stereometrie. 

S. 302. 

Sage geratet Sinien gegen @6enen nnb t)er Sbeuen 

g egen einanber. 

Nn 1. 

Sel^tf&l^e* 1. 9Benn )n)ei paraQele Sinien eine dUnt H burd^^ 
bringen, [o finb aud^ i^re ^rojeftionen in biefer dUnt einanbet 
paxaUtl 

2. 3wei gerabe Sinien L unb I, n)eld^e auf eine britte ®erabc 
V in ber @bene M fenfred^t fielen, unb ju biefer @bene M nac^ beiv 
feiten 9iid^tuttg ^in gleid^ fiarf geneigt jinb, liegen in einer gbene N 
unb ftnb unter ^(f) paxaUtl 

3. Snie ®en{red^ten, n>e(d^e an^ t)erfd^iebenen fünften berfetben 
®eraben auf eine Sbene gefaßt n^erben, liegen in einer unb berfelben 
6bene. 

Nr. 2. • ' * 

2e^tiä^e. 1. @inb brei 5ßunfte A, B, C einer ©eraben L 
t)on einer att)eiten Oeraben I gleid^ n>eit entfernt, fo Hegen bie bciben 
Ocraben L unb 1 in einerlei Sbene unb finb einanber paxaUtl 

2. @inb brei ^ßunfte einer Sbene M t>on einer anbern Sbene N 
gletd^ mit entfernt, fo mfiffen bie ebenen M nnb N ju einanber pa^ 
raOel fein. 

Nr. 3. 

Slufgabe« Sind einem gegebenen $un!te A finb }u einer ge^ 
gebenen (Sbene M eine ©enfred^te P unb eine f($iefe Oerabe gejogen, 
man fotl ben 9?eigung6n)infel, »eld&en eine beliebige, burdj gelegte 
Sbene N mit ber ebene M bilbet, in feiner xoa^xtn ®röfe fonfiruiren, 
unb bie ©iltigfett bed 93erfa^ren6 red^tfertigen. 

Nr 4. 

f^e^tfä^e* 1. ®inb jn^ei beliebige gerabe Sinien L unb I im 
9iaume, »eld^e nid^t in berfelben Sbene liegen, gegeben; fo läft pdj 
burd^ bie eine l biefer ginien jebee ÜKal eine, aber audb nur eine ein^ 
jlge ebene legen, njeld^c ^jaraßel jur anbern ©eraben L ip. 

2. SaSerben ixoci fid^ fd^neibenbe ebenen M , N »on einer brittcn 
P gefdbnitten, fo fallen bie brei !Durd^fdbnittdlinien biefer ebenen ent^ 
xotbn in eine ®erabe jufammen, ober jie ge^en alle brei burd^ einen 
unb benfelben ?Punft, ober enblid^ fie laufen alle brei tt)ed^felfettig 
))araael. 

ffield^e Folgerungen ergeben fid^ ^teraud? 

3. Seber ^ßunft A, loeld^er öon einer ebene M eben fo meit ab^ 
Pe^t, al6 nad^ berfelben Seite ^in eine mit M parallele dUm N, 
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liegt ttotj^wenbtg in U^tmx, ober Me (Sbene N gel^t not^toetiMg bur* 
ben ^ßuttft A. 

aßa6 lagt jid^ l^ieraud folgern? 

4 3)ttrd^ eine ®erabe, welche fi^fef auf einer etene M fielet 
ober mit il^r paraQel i% (&ft fi($ allemal eine (Stene Hx^ L legen, 
aber and^ nnr eine einjige, totl^t fenfred^t anf t)er (Sbene M ße^t 

5. 3tt>iW«J J^ft ^W ttt «te^ «»b ketfelfcen (Shtnt liegenben 
®eraben L unb I l&ft fid^ allemal eine, aber nur eine einzige Serabe 
A gießen, ml^t anf Me beiben Sinien L unb 1 in^Ui^ fenfred^t fle^t, 
unb biefe ifi jngleid^ bie furjefie unter aOen Sinien, ml^e iXox\^m L 
ttnb I gejogen werben fonnen. 

Nn 5- 

MufpLübttt L 2)ie Slbpanbe a unb b jtt)eier ^ßunfte A unb 
B t)0tt ber ikbent E nnb bie Sntfemnng p ber ^rojeftionen A' unb B' 
in btefer Sbcne feien gegeben, man foö bie (Sntfernung ber ^nfte A 
unb B, n&mlid^ bie ©trede AB = x berechnen, ben Dur^fd^nitt«^ 
punft C ber t)erlangerten ®eraben A B mit ber Sbene E fnd^en, unb 
bie (gntfemungen bed fünfte« C \>on ben fünften A, B, A' unb B' 
tmcf) Siec^nung befiimmen. 

2. 3n einer (Sbene E ifi eine ©erabe G gegeben, man foÖ burd^ 
G eine auf E fenhed^te Sbene E' fülgiren. 

3. 3n einer (gbene E ifi eine ®erabe G gegeben} man legeburdj 
G eine Sbene E', weld^e gegen E unter einem SBinfel t)on 45° ge^ 
neigt ifi- 

4. 3wei ftc^ freujenbe ®erabe G unb G' finb gegeben 5 man foH 
il^ren fleinßen Slbfianb finben. 

Nr. 6. 

Üe^tf &1^t. 1* äBenn jtDei Ebenen H nnb N ^on einer britten 
ebene P in parallelen ©eraben gefd&nitten n)erben, nnb wenn gugleidj 
ber Äußere gläc^enwinfel (M, P) großer ifi afö ber gegenüber^e^enbe 
innere (N, P); fo fd&neiben fid^ bie Sbenen M unb N auf berfelben 
Seite ber (Sbene P unb umgefe^rt. 

9Ba6 laft ftd^ I^ierau6 folgern? 

2. SBenn jwei gläd^enwinfel (Äeite) einanber gleid^ finb, fo finb 
fte aud& fongruent. 

3. ®ief)t eine ®erabe G auf einer 6bene E fenfred^t, auf einer 
anbem @bene E' aber fd^ief, fo möffen bie beiben (Sbenen E unb E', 
^inreid^enb erweitert, fid^ burd^fd^neiben. 

Nr. 7. 

Se^tfä^e. L 93erjei(^net man in jwei ))arallelen ebenen ein 
$aar ä^nlic^er aSielerfe P unb P' bergefialt, baf ie gwei gleichnamige 
©eiten ^parallel laufen, mitigiin in einerlei (Sbene liegen, unb öerblnbet 
man bie gleid^namigen ©dbeitel burt^ gerabe Sinien, fo möffen biefe 
verlängert burd^ einen unb benfelben ?Punft ge^en. 

22* 
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Sffiad n>ftb erfolgen, xotnn Me beiben ^ßolvßone P unb P' fon^ 
fltuettt pnb? 

2. SBirb ein ©vflem t)on ®eraben, ttjelc^e fdmmtlid^ burd^ bc«- 
felben $nnft S ge^en uttt) nid^t in einerlei @6ene liegen, t)on imi pd^ 
taDeten Sbenen E unb E', n>el(^e auf einerlei ober auf »erfd^iebencn 
Seiten be^ QtxafflpvLXitM S liegen, burd^fd^nitten , unb man loerbinbet 
in beiben @beneu bie auf einanber folgenbeu !£)urd^fd^nittd)>un!te in ber^ 
felben Drbnung inx(S) gerabe Sinien, fo jinb bie auf biefe 8lrt in jenen 
@beneu gebilbeten SSielecfe P unb P' einanber A^nlid^, unb i^re Sl&c^en^ 
r&ume \>txf)aütn fid^ ju einanber xok bie Ouabrate i^rer Entfernungen 
t)om ®tra|())unfte S. 

3n njeld^em %aUt unb unter ml^tx 53ebingung werben bie $o* 
l^goue P unb P' fongruent? 

S. 303. 
aSon bem f ör^jerlid^eu SBinlel. 

Nr 1. 

Sefftfa^e* 1. SBenn jitt)ei ebene SQBinfel cc unb ß eine6 bret- 
fettigen Äörperwinfel^ C, unb ber g(d^entt)infet (a, y), toeld^er bem 
größeren ß biefer beiben ebenen SBinfel gegenüber liegt, gleid^ ftub ben 
jnjei ebenen SBinfeln «' unb ß' eine^ anberen forperli^en !I)reie(fe6 
C unb bem gläc^ennjinfet («', y')/ tt)eld&er bem gröperu SQBinfel /3' ge^ 
genüber Pe^t; fo jinb bie beiben @dten C unb C fongruent ober \\)m< 
metrifd^ qUI^, je uad^bem bie gegebenen ®t&dc in beiben (Sdten in 
berfelben ober in umgefelgirter Drbnung auf einanber folgen. 

2. SBenn jtt)ei breifeitlge forperlid&e SQBinfel C unb C eineit 
ebenen SQBinfel gteid^, unb au(| bie beiben 9teiguug^tt>infel ber (Sbene 
berfelben mit ben beiben anbern ®eiten{Iad^en gleid^ l^aben, toeim a(fo 
j. 8. ber ebene SSJinfel « = «', ber 9?eigungött)infel («, /J) = («', /S') 
unb (of, y) = («', yO iftj fo ftnb bie förpcrlid&en Gdten fongruent 
ober fi^mmetrifdb gleidb, je nad^bem bie gegebenen ©tüde in ben beiben 
@cfen in ber namlid^en ober in ber umgefe^rten Drbnung auf einanber 
folgen. 

3. SBenn in jn)ei forj)erlid5en breifeitigen ©cfen bie Stteigung^* 
n)infel, einjeln t)ergli^en, gleid^ ftnb, fo pnb auc^ bie brei ebenen 
SQBinfel a, ß, y itx einen @cfe C ben brei ebenen SQBinfeln cc\ ß\ y* 
ber anbern Sde C gleidb, unb folglid^ bie förj)erli(^en ©rfeu fongruent 
ober f^mmetrif^ gleid{>, j[e nad^bem bie Drbnung ber gegebenen ©tücfe 
in beiben (gcfen biefelbe ifl ober nid^t. 3fi ndmlid^ («, ß) = Ca', ß% 
(a, y) = («', yO unb (ß, y) = iß', y% fo ifi au(* a=a\ß^ß' 
unb y = y', enblid^ C = C. 

Nr. 2. 

fiel^tfä^e« 1. 3n ieber breifeitigen f6rj)erli(^en ©dte liegt bem 
größeren S?e{gungött)tnfel aud^ ber größere ebene SQBinfel gegenüber, unb 
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2. utttflcfe^rt: 3tt iebcr breifeitfgeti forperlid^eti Sde fle^t Um 
gröf cten ebenen SBinfel an^ itt gröfere Steigungdnjfnfel gegenüber. 

3. 3tt jnjei breifeitigen Ux)fnl\^en Sden, in njelcfien jtt)ei ebene 
SBlnfel, einjeln t)ergli^en, gleicl&, Me 9?eigungön)infel ber Sbenen 
biefer Äantennjtnfel ober nngleid^ jtnb, ifl ber britte ebene SBinfel fn 
bem 3;rieber, in njeld^em ber grof ere 9teigttngdn)infel liegt, aud^ gröf er 
a(d ber britte ebene SBinfel ber anbem förperlid&en Scfe; unb 

4. nmgefel^vt : SBenn gtt)et breifeitige f5rj)erlid&e SBinfel 5tt)ei ebene 
SSBtnfel wec^felfeitig gtei($, ben britten ebenen SBinfel aber nngleid^ 
^aben, fo liegt bem größeren britten Äantentt)infel in ber einen Sdfe 
ein größerer 9teignng«n)infel gegenüber, alö bem fleinetn britten Statte 
tenipinfel in ber anbem Scfe. 

Nr. 3. 

2ei)ti&^e^ L SQBenn im ©d&eitel A einee breifeitigen f6rj)er^ 
lid^en SBinfel« A B C D anf jebe ©ettenjläcfie bedfelben ein ?ßerpenbifel 
errid^tet unb bttr($ je jwei biefer ©enfrecfiten Sbenen gelegt »erben, 
fo bilben biefe ebenfaB« eine breifeitige förperlid&e Srfe AXYZ, beren 
Äantenn)infel bie SReignng^minfet ber erjtern Srfe ju 2 R ergÄnjen, unb 
2. umgefelgirt ergangen bie ebenen SBinfel ber (Sde AB CD 
bie 5»eigungön)infel ber (Sde AXYZ ju 2R. 

SBa« folgt au6 biefen Se^rfä^en? 

3. SBerben bie ©eitenjlac^en eine 6 Ä6r»)ertt)infeW SABCD.. 
ober i^re SSerlÄngerungen burc^ jmei parallele Sbenen ABCD.,.s=B 
anb a b c d e . . . = E' gefd^nitten, fo ftnb bie an ie jtt)ei gleic^)namigen 
!Durd^fd^nitt«j)unften A unb a, B unb b, C unb c u^ f. f. entfie^enbe 
breifeitige Sden fongruent ober f^mmettifd^ gleicfi, je nad^bem bie bel^ 
ben ebenen E unb E' auf berfelben ober auf t)erf(^iebenett ©eitcn be6 
©dS>eitcl6 S liegen* 

Nr. 4. 

Sluf gaben« 1. 9Son einem breifeitigen Ä6rj)ertt)tnfel flnb gtt)ei 
ungleid^e ebene SBinfel unb ber bem großem biefer beiben SBinfel ge^ 
genüber liegenbe 9?eigung6n)infel gegeben; man foH burd^ Äonfhul»* 
tion in einer @bene ben britten Äantennjinfel unb bie beiben anbem 
9'leigung«tt)ittfel flnben. 

2. SSon einer breifeitigen fot^)erlid^en ©de ifi ein Äantentt)infel 
unb bie beiben 9?eigungdn>infet ber (gbene berfelben gegen bie beiben 
anbem ©eitenftäd&en be« Srieberd gegeben, man foH burd^ Äonflruf;* 
tion in einer (Sbene bie beiben anbem Äantentt)infel unb ben britten 
?Reigung«n)infel befHmmen. 

Nr. 5. 

SKttf gaben. 1. ©ei irgenb eine breifeitige (Sdt SABC t)on 
ben ebenen Binfeln ASB =«, BSC = /JunbASC = y gebit 
bet, unb ou« einem beliebigen fünfte ber Äante S B auf bie gegen^ 
über liegenbe ©eitenfläd^e ASC ein ?Per^)ettbifel P gefAÖt, n^eldje« 
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ienc dbetie fm ^mHt X treffen maQ] man bejlimme We »erfd^iebenen 
Sielationen, in ml(f)tn bie beiben j(antenn)infe( a unb ß gu efatanber 
fielen; unb itoax nad^ SSerfc^ieben^eit ber Sagen, totl^e btt !Durd^^ 
gongdpunft X ru(ffi($tH(ti ber beiben Jtanten SA unb SC f^at 

2. SRan foÖ eine breifeitlge f6rj)erlid5e ©de fonflruiren^ »eld^e mit 
einer gegebenen fongrnent ifl. 

2)ie 8luflöfung [oÖ jebodf t>ott ber im Se^rbud^e gegebenen »cr^ 
fd^ieben fein. 

Nr. 6. 

^Huf^ahe. 2)er fieipige Slnf&nger f^at folgenbe fragen }u be^ 
antworten : 

!• SBie t)iele Kriterien [äffen fldb für ble Äongruenj ober für bie 
f^ntntetrifd^e ©feicb^eit jtt)eier förderlichen @(fen auffleOen? 

2. SBie laffen ftdb alle biefe ®a$e benjeifen, voenn blof ber 8e^ 
griff bed @rgän)ung$breie(fe6 unb ber @a$/ baf in einem 2:rieber 
gleid^en ebenen Siinfeln gleiche 9leigung6n)infel gegenüber liegen , a(d 
befonnt »orau^gefegt tt)erben? 

3. saSann ^b imi me^rfeitige Äor:|)em)infeI longruent? 

4* 93on bem S^rieber SABC fennt man einen ebenen SBinfel 
BSC = y, bie ^rojeftion unb ben 9ieigttttg^tt)infel ber Äante SA 
gur Sbene bed SßinfeW y] tt)ie fonftruirt man ba^ 5£rieber? 

5. ?lu« tt>el($en 2)aten lÄf t ftd^ überhaupt ein beflimmted JErieber 
lon^ruiren? 

6. 3tt JDeld^en Delationen fte^t ein Jtrieber jum gangen unenb^ 
lid^en dtaume? 

8. 304 
aSon ben erfigen Ä6r^)ern. 

Nr. 1. 

Sel^rfä^e« 1. 9Benn in einer breifeitigen $)^ramibe bie Saftd 
ein gleic^feitlgeö 3)reiecf ijl, unb bie SBinfel an ber Orunblinie einer 
ieben Seitenfläd^e einanber gleid^ finb, fo ifi bie ^^ramibe gleid^fei^ 
tig, b. f^. bie brei in ber ©pi^e ber ^ß^ramibe gufammenlaufcnben 
Äanten jinb einanber gleid^, unb bie «g^olgie ber ^ß^ramibe ge^t burd^ 
ben 3Wittelj)unIt i^rer ©rnubflÄdJe. 

8äft fld^ biefe« S^^eorem axi^ auf me^rfeitige ^s^ramiben aud^ 
befinen ? Unb loenn bie^ ber gaU fein foBte, toU n)irb ber ®a$ öeif en, 
unb tt>k n)irb er fid^ bemonfiriren laffen? 

2. 3t^5i utan burd& einen ?)3unft S im JRaume meutere unbe* 
grengte, in üerf^iebenen Ebenen liegenbe ©eraben, legt burdfi je gtoei 
ttttmitt€(6ar auf einanber folgenbe Sinicn eine (Sbene^ iDeldbe fcemnad^ 
fAutmtlid^ ben $unft S gemeinfd^afUicb l^ben, unb fij^neibet biefe gu 
beiben @eiten bed ^mtM S in g[ei<|en Sutfernungin t)on i^m burd^ 
bie fmrallelett Ebenen fi unb E'; fo begrengen biefe mit im erfler^ 
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tt^&f^ntm dbemn jn^ei ^^ramibeit, n>elcl^e Me ®tm\>^^m gleid^, bie 
€eitenfl[acl&en aber in entgegengefe^ten Otbnungen fongruent, ade gleic^^ 
itamlgctt ^(fen f^mmetrif^ gleid^ f)aUn, mb bcmnad^ felbp f^ntmetrtfd^ 

Nr. 2- 

iBel^tf&^e« 1* SBenn in einem t)ierfeitigett ^riama Ne gegen^ 
über flefienben ©ettenfJäd^en einander gleid^ unt paxaUtl ftnb, fo ifi 
tiefet ^rt^nta ein ?ParatteIej)ij)eb. 

2. SBenn in einem t^ierfeitigen 5Pridma He ff6rj)ern)lnfef, mlifc 
«ttianber Magonal gegenüber pelgien^ f^mmetrifd^ gteid^ jinb, fo tfl bo« 
^ri^ma ein ^axaUeUp\ptt. 

3. SQBenn in einem t)ierfeitigen $ridma }n)ei !X)iagonaten {id^ ge^ 
genfeiiig in i^rem 3>urd^fd^ttittö))nnfte l^albiren, fo iß bad ^ma ein 
ViiaxaMelfiptb. 

4* 9ßenn ein loierfeltige^ $ri6ma bnrcl^ einen 3>iagonaIfd^nitt in 
jn>ei f^mmetrifdö gleid^e breifeitige 5Pri«men jerlegt tt)irb, fo i^ fened 
5Pri6ma ein ^ataUtUpipti. 

Nr. 3. 

Sel^trfS^e. 1. Sd^neibet eine (Sbene bie Seiten einer $^ramibe 
proi)ortionirt, fo ijt bie fd^neibenbe (Sbene mit ber Sajid paraBel. 

2. 3jt ber 3)ttr($f(t^nitt einer Sbene mit ber Dberpäd^e einer ?ßv^ 
ramibe eine ber ©rnnbfüÄd^e fi^nlid^e %iQnx, fo iji jene Sbene mit ber 
93aft6 ber ^P^ramibe anc^ ^jarallel. 

3. SBerben »ad immer für jn)el ^\)xamü}en, toüi^t onf berfel^ 
(en @bene aufflel^en; burd^ eine mit ben ®runbfl&d(»en parallele @bene 
gef(^nitten, nnb ed t^erl^aUen {td^ bie beiben !Dnrd(»fd&nitte gerabe fo n)ie 
fcie^ refi)eftit)en Ornnbfläd^en 5 fo ^^ben bie beiben fß^romiben einerlei 
^o^e. 

4. 993enn )n)ei ^4^v^^^i^^i^ f^^ f<> i^ einanber t)er^a(ten n)ie bie 
brüten ^otenjen je jn^eier gleid^namigen SanUn, fo finb bie beiben 
^^ramiben einanber äl^nHd^. 

Nr. 4. 

Sef^tfä^e« 1* !X)ad Clnabrat ber !£)iagonaIe eined xet^toittUu 
gen ?ßaranelei)ii)ebe6 ifi gfeid^ ber ©nmme ber EXuabrate feiner brei 
2)imenflonen. 

2. 3n jebem t>ierfeitigen ?ßridma ifl bie Snmme ber Dnabrate 
aller Äanten grof er ald bie ©nmme ber Dnabrate ber t>ier 3)iagöna^ 
len nnb jwar nm ba« ad^tfad^e £Xnabrat ber geraben 8inie, tt)el(^e bie 
SWittel^)ttnfte ber IDiagonalen t>erbinbet. 

Nr 5. 

^ufadbe* Seien a nnb b }U)ei beliebige gerabe Sinien ; man 

foH bie ©iltigfeit ber gormeln 

(a + b)» = a* + Sa^b + 3 ab« + b» 
(a _ b)» = a^ — 3aH + Sab« — b* 

geometrifd^ nad^t^eifen. 
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Nr. 6. 

2e^tia^. ®ei ABCDEFGH irgenb ein fßol^eber mb S m 
beliebiger $unft innerl^alb be^fetben. ßk^t man nun loon bem fünfte 
S au« tnx^ aUe Sden A, B, C, D, . . , bed gegebenen 5ßolveber0 
^ttaffUn, t^eilt tiefe in )>ro))ortiona(e 2;^ei(e in ben ^unftett 
9, b, c, A, . . ., fo alfo, baf 

SA : Sa = SB : Sb c= SC : Sc = . . ., 

unb legt burd^ bie refpeftit)ett gleid&namigen fünfte (Kbenen, fo erhalt j 
man einen neuen Stix)fn abcdefgh, meldtet bem gegebenen 5ßotijeber ; 
a^nlidj ifi. 

Nr. 7. 

Sel^tfa^. 3)er 3nlgialt eine« Äörpet«, xotl(f)tx begrenjt wirk 
t>on einer ^orijontafen ®runbflad^e, t>tcr t)ertifalen ® eitenjlädben , »im 
mli^tn ie jkpet gegenüber fie^eube @benen paraOel laufen^ unb ^on 
einem gegen bie Saflö beö S^xpex^ geneigten SBierede, ifi 

V == 5 (a + b + c + d), 

tt)enn B ben 3nl^a(t ber l^orijontalen ©runbfldd^e, unb 9, b, c, d bie 
t)ier ©eitenfanten bed Sibxptx^ bejeid^nen. 

SBie t)er^ä(t fid^ bie @a(f)e, mnn bad ber S5a|t6 gegenüber lie^ • 
genbe ffiiererf ein fogenannte« Quadrilat^re gaucbe ijl? 

Nr. 8. 

Sel^tfa^« SQBad immer für jnjei ^^Jof^eber ftnb fongruent, wenn 
bie ?lbfianbe iljirer Sden öon einer firen Sbene M N , \)on einer in blc^ 
fer Sbene liegenben ftren geraben Sinie XZ unb t)on einem fixen 
?Punfte X biefer ®eraben, einjeln üerglidben, gleidb jinb, unb bie Sage 
ber (Scfen gegen bie ?|8roieftionöebene MN, gegen bie flre ®erabe XZ 
unb ben ttnt)eränberfidS^en ^nnlt X, eingeln t?erg(id^en, bei beiben $0^ 
liebem ganj bie namlid^e ijt. 

Sffieldfie golgerungen laffen jtd^ an^ biefem ©aje jiel^en? 

Nr. 9- 

Slttfgabett« 1. !Die ^o^e eined breifeitigen fenTred^ten $ri6ma 
fei = 40', bie Seiten ber ©rnubflAd^e ber Drbnung nad^ 10'^ 15' 
unb 18' 5 man fott ben förj)erlid^en Sn^alt unb bie ganje OberflädSe 
M 5ßridma0 bered^nen^ 

2. 3)ie i^bf}t eine« fd^iefen ^ßridma, beffen ©runbjldd^e ein te^ 
gelmäfige« günferf ijl, fei 18' 9", bie ©eitenfante = 20' unb eine 
Seite ber ®runbfläd&e = 4' 8" j man foH bie Dberflddf e, ben för^er^ 
lid^en Sn^alt be« ?ßri6ma unb ben gläd(ienraum be« auf bie Seiten^ 
fanten feniredbt geführten Sd^nitte« bered&nen. 

3. 3)ie Seitenfanten eine« fd^ief abgejhiftten breifeitigen ?ßri«ma 
fhib 18', 21', 24', ber fenfred^t auf bie Seitenfanten geführte Sd{>nitt 
ifi in gleid^fd^enflige« 3)re{ed, beffen ®runblinie 6' unb jeber Sd^en^ 



fei 5' lang tfl; man bered^ne Me Dberflftc^e imb ben Uxptxli^tn 3tt^ 
f^U fce6 5ßri6ma. 

4. ^fe ®tttttbflÄc^e eine^ geraben ^rf6ma, beffen aSoIumeti 972 
Ättbiffuf betragt, fei ein gleid^feitige« 3)reierf, bie ©eiteufante, bte 
ftatite an ber ©runbpäd^e unb bie .^ö^e ber S3afiö »erhalten fld^ n)ie 
bie 2^f)Un 6, 4 unb 3 j man foH bie Äanten unb bie ©runbpa^e 
be6 ^ri^ma bered^nen. 

5. Die ©nmbpdd^e eine6 fenfred^ten ?|8riöma ifl ein regetma^i^ 
ge6 güttfect, beffen Seite = 2' 3", unb bie 3)iagonaIe beö ^ri^ma 
= 10'} man fott bie Dberpad^e unb ben 3n§altbe^ $ri6ma bered^nen. 

6. SWan fjat ein fenfred^teö $ri6ma, beffen ^ö^e = 7' 6" unb 
beffen ©runbpad^e ein Xxapti ift, in melc^em bie größere ber beiben 
paraHelen Seiten a = 3' 9", bie anbere aber = 2' 10", unb bie eine 
ber tiid^t ^>araaeren Seiten b = 2' 6" ifij bie Seiten a unb b fd^lie^* 
fett einen 993infe( »on 60^ ein. 9Wan foö biefe^ ?|8ri6ma burc^ einen 
anf ber @runbfläc^e fenfrec^t geführten Schnitt in jmei Steile jerlegen, 
fo baf ber eine 2;§eil ein gleic^feitigeö !Dreiecf jur ©runbfläc^e erhält, 
unb fott)o§( bie Dberflad^en aW bie fubifd^en Sn^alte beiber ^riöm'en 
bered^nen. 

7. 5Watt l^at ein gerabeö 5Pri6ma, beffen ^ö^e = 30' unb beffen 
®rttnbfläd^e ein gleid^f^enflige^ 5)reiecf A B C ifi , bei mläftm 
A B == B C = 30' unb bie ©runbfeite A C = 48'. aSon biefem 
^6ma foK burdb eine Sbene, it?eld^e mit ber burd^ AC ge^enben 
Seitenfläd^e be6 ^riflma i)araffel Wuft, ein 2;(;eil abgefc^nitten werben, 
beffen aSolumen 7776 Äubiffuf betragt. 

S33ie grof ifi bie Sntfernung ber 3;^ei(ung6ebene t)on ber mit 
il^r parallelen Seitenfläche, unb tt)ie »erhalten flc^ bie beiben burd^ jene 
i^cilung erhaltenen :pri6matifc^ett Äör))er? 

8. SSon einem fenfredbten 5ßrl6ma, beffen ©runbfladbe ein regele 
mäfige^ ^eragon ift, ifi bie Äante an ber ©runbfläc^e = l' 4", unb 
ba^ Cluabrat ber ^bf)e ^txf)&lt fidf jum Cluabrate jener Äante tt)ie 
75 : 16 5 man foH bie iDimenfionen eine« bem teerigen i^nlid^en $ri6ma 
berechnen, beffen Äubifinl^alt = 1009 Äublffuf ifi. 3)a6 fo gefun^ 
bene ?|8ri6ma jerlege man burdb Diagonalfd^nitte , bie fämmttidb burdb 
biefelbe Seitenfante gelten, in öier ^)ri6matifc^e Rixpex, uub befiimme 
iljr aSer^altnif ju einanber. v 

9. SWatt l^at ein fenfred^teö , fd^ief gegen bie Safiö ABC abge^ 
fd^nlttened breifeitigeö ^riöma, Ui n)eldbem bie brei Äanten a, ß, y 
an ber ©runbfläc^e unb bie brei Seitenfanten a, b, c gegeben finb, 
unb eö fei a bie fleinfie Seitenfante. Durdb ben 5Punft A, wo bie 
Seitenfante a bie ©runbfldcl^e trifft, lege man eine Sbene A' B' C pa^ 
xaM JU bem fdbiefen Sd^nitte DEF, unb berechne bie Oberflächen un^ 
bie fubifc^en 3n^alte ber burdf jenen Sd^nitt erjeugten Ä6r^)er, tt)ot)on 
ber eine ein fd^iefee breifeitigeö $riöma unb ber anbere eine t)ierfeltige 
^^ramibe ifi. 
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^at man Me ana(i^tif(l()en Sludbrucfe für tiefe gefud^ten @r6pett 
flefttttben, fo fefte ntan: 

« = 2V, a = 60', 
ß = 13', b = 88', 
y » 20', c = 81'. 

Nr. 10. 

Slufgalbeti« 1. !Die @runbf[äd^e einer gleid^feltigen ^^^ramibe 
tfl ein Pentagon, iebe ftante an ber ©runbpad&e iji = a unb iefre 
@eitenfante = b; man foQ bie ganje Oberfläd^e unb ben förperli^ett 
3n^aft biefer ^^ramibe bered^nen. 

2. SWan f^at eine »ierfeitige ^^^antibe S A B C D , Ui tt)eld&er bie 
Äante SA anf bie ©runbflad^e AB CD fenfrec^t fielet, unb ber SBinfel 
ABC in ber S3aP« tfi ein red^ter. 2)ie Äonte SA = b = 17' 4", 
bie «ante AB = a = 12', BC «= b == 5', CD = c = 8' rnü) 
D A = d = 10' flnb gegeben } man foH bie Dberfläd&e nnb ben for^ 
J)erlid&en Snl^alt biefer ?P^ramibe bered^nen, unb bie SRefultate mit »ler 
!Decimalen genau angeben. 

3. aSon einer »ierfeitigen ?|8J^ramibe S A B C D , bereu ^o^e 
SP = 24' tji, flnb bie Äanten an ber ©runbflac^e gegeben, uamlid^ 
AB = 16', BC = 9'-4472, CD = 12', AD = 10'4976, eben 
fo bie ^Projeftionen ber ©eitenfanten gegen bie ©runbflad^e, uamlidj 
bie «Projeftion AP = 23', BP = 16', CP = 10' unb DP = 20', 
unb itoax ifl bie ^ßrojeftion AP bie verlängerte !DiagonaIe AC; man 
foH bie Dberflad^e unb ben fubifd^en 3n^art biefer ^ß^ramlbc bered^nejL 

Nr. 11. 

Sel^rfa^« Sßenn bei einer breifeitigen ^^ramibe SABC bie 
brei Äanten SA, AB, A C tt)ed&felfeitig fenf red^t auf einanber fiej^en, 
fo tfl bie jweite 5ßotenj beö \)on ben brei ,^^^)otenufen SB, SC mi 
BC gebilbeten z/SBC — be6 ^\)poUm\en^^xtUd^ — gletd^ bet 
Summe ber jweiten ?|8otenjen ber übrigen brei ©runbfläd^enj e6 ip 
nämlid^ : 

(aSBC)« = (aABC)« + (aSAB)« + (ASAC)«. 

Nr 12. 

Ülufaahen^ .1. 3n ber breifeitigen ^Pv^amibe SABC, bei 
mläjtx bie orel Äanten S A , A B unb A C loed^felfeitig fenfred^t auf 

einanber fielen, ifl bie ©runbflad^e aABC = B = 6 D', Me ©eiten^ 
fl&c^e S AB = B, = 7p', unb bie Seitenfläche SAC «= B^ = 10°' 
oegeben; man fotf alle Äanten, bie Dberp&d^e unb ben Iör^>erlid^ni 
anmalt ber ^J^ramibe bered^nen. 

2. 3tt ber breifeitigen ^^ramibe SABC, bei loetd&er bie Seiten- 
P&d^e S B C auf bie ©runbfia^e ABC fenfred&t fie^t, flnb bie Seiten^ 
tankn SA = a, SB = b, SC = c unb bie ^ö^e ber ?ßijramtbe 
= p gegeben} man foll bie brei übrigen Äanten, bie Dberpä^e unb 
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*ctt fot^etlid^ett Sn^alt t>er ^^raniibe teted^tien. hierauf fefte man 
« = 12' 3", b = 7", c = 9' 4" ttttb p = 5' 7"-2, unb bcred&ne 
für Mefftt befottberen gaU fctt)ol^I Me Oberfläche aU an^ ben I6r^)er^ 
lid^en 3[nl^a(t ber ^^ramibe. 

Nn 13. 

SCufftalbeti« 1. ^ie ©runbßac^e unb bte ^o^e einer $t;ramibe 
fttb aegebeti 3 man foff bfefe ^^ramlbe burc^ (Sbennx, n>eld&e i)aranel 
aur ^runbpäd^e flnb, in n a;^eile jerlcgcn, mlii)e flc^ »erhalten n)ie 
We gegebeneii @röfen cc, ß, y, d, . . . 

2. SWati ^at eine breifeitige qj^^amibe, beren ^o^e H <= 40' 56 
mnb bereu Sajid ein gleidfifeitigeö !Drcterf tji, ber 5Rabiu6 beö btefcm 
3)reie(fe nmfdfirtebenen Äreifee ifl r ==r 12'} man foO blefe ^^rantibe 
•wd^ ^>aranel jur ©ajie geführte ©c^nltte in brel gleid^e Sl^eile jer^ 
legen, unb bie Dberflad^en unb fubtfd^en Sn^alte biefcr 2;i^et(e be^ 
^bunten* 

3. S)ie ®runb{Iä(^e einer geraben brcifeitigen ^^ramibe fei 

B = 150^', ble ^bf)e ber ©runbpad^e »ermatte fic^ jur ©runbfelte 
n>ie 3 : 4, unb ble Segmente, In meldte ble ©runbfelte burcb ble .^o^e 
get^ellt tt)irb, »erl^alten fic^ ju elnanber tt)le 2:3} ble ^bf)t ber ^i)^ 
tawibe fei = H = 96'. au« blefer ?18i)ramlbe, xot^e ^6} leidet 
fottPruiren läft, foH eine Heinere a^uHd^e ^^ramlbe fo ^eraudgefdbttit* 
teil )»erbett, baß ble ©eltenpad^en berfelben fammtlldb ^JaraÖel laufen 
mit beu @eltenßac^en ber ganjen ^v^ramlbe, unb baf ber 3n^a(t bed 
^eraudgef^nlttenen 5£^elle« | \)om Sn^alte ber ganjen ^P^ramlbe be^ 
trägt. Snbllc^ berechne man ble gefammte Dberpädb^ ««b ben 3n^alt 
be« jurürfgebllebenen Äor^>erd ober ber audge^ö^Uen ^t^ramlbe. 

4. !Der Sn^alt einer fenfred^ten brelfeltlgen ^ß^ramlbe SABC, 
beren ^ö^e = 50' Ifi, fei = a» = 12800 Äublffuß, unb ble S3aft6 
ABC ein rec^ttt)lnHlgeö gleld^fd^euHlged Drelect} man folt burd& eine 
6elte ber ©runbflädfie eine Sbene legen, »eld^e ble gegebene ^ß^ramlbe 
in jn)el gleiche breifeitige ^^ramlben t^eltt, unb ble Dberfläc^fe blefer 
belben Si^lle bered^nen. 

Nr. 14 

SCufgalbett. 1. eine ^^ramlbe, beren ^o^e = 61' 3" unb 
bereu ©runbfläc^e = 16°' 24^°' {p^ foU burd^ einen mit ber Safld 
»>araKelen ©d^nltt, beffen gläd^enln^att 5^1' 7 69°' beträgt, In iwei 
Sl^elle get^ellt, unb ber forj)erlld^e Sn^alt belber a;^elle bered^net 
njerben. 

2. Der 3;runfu6, ber bei ber t)orlgen ^^ramlbe erjeugt n)urbe, 
foO burd(i einen anbern i)>aralleleu @c^nitt in gn)ei fold^e 2:i^eUe i unb t' 
getl^eilt n>frben, baf bie ^of)e bed untern Segmente« jur ^o^e M 
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ohtm f{(^ ^txffalU toie 5:4. @nUi(^ (erec^ne man Me fott^trlti^ni 
iuffalit bet Xf^eilt t nnb t', tmb befHmtne i^t Ser^&Itiitf |q eioan^fr. 
3. Statt ffat fine ))araae( mit ber 9a{ie abgeffai^te ^i^romibf, 
»er 3ii^a(t Mefrr ^^ramtbe fei P = 122551042 jhtbiffnf, brr Sn^ 
Mt M Xmnfne T = 10112 31 ftnMfftif, unb bie ^ö^e bed 5£nm^ 
fn9 a SS 27'; ivie grof ift Me ^ö^e ter ganjen ^i^ramibe, toie grof 
i§te 0rnnbf[&d^e? 9Bie ^M beträgt ter gl&i^eniii^att M paxaütl jor 
9a|t9 geffi^cten ec^nitte«? 

Nr. 15^ 

SIttfgalbe* 9lan l^at eine treifeitige $)^ramibe SABC, bei 
n>e(c^er bie ©eitenß&c^e SAG fenlred^t anf ber 9af{6 ABC fie^t, 

bie ®rttttbfiac^e ABC = B = 25°' nnb bie ^ö^e h = 30' finb 
oegeben ; man foU an9 biefer ^^tamibe ein breifeitiged ^ti^ma, beffes 
3n^a(t p =s 108 jhtbiffu^ betragt, fo ^eran^fc^neiben , baf bie eine 
@runbfl&c$e in bie 93afid ber gegebenen ^pramibe f&Ot, nnb bie (Sden 
ber anbern ®mnbfl&c$e in bie @eitenfanten ber ^^ramibe )a liegen 
fommen, ba^ a(fo biefe ®mnbfl&c^e mit ber Safid ber $^ramibe pa^ 
raDel tt)irb. 

Nr. 16. 

9lufga]betl. 1* 93on einer bteifeitigen gleid^feitigen ^^ramtbe, 
beten Saffd = B nnb beren J^ibt = h gegeben ifl, fei ein Xntnfnd T 
))on ber ^öl^e a abgefc^tiitten. Sind biefem Xmnfnd foU ein anbetet 
^^ntnfnd t fo l^erattdgefc^nitten n>erben; ba$ f&mmt(i(^e Seitenflächen 
nnb bie beiben nutern größeren ®runb^Ad(ien beiber Stoxpn n)e(^felfei^ 
tig pataUü laufen, bie beiben obern ©runbp&d^en aber in einerlei 
@bene liegen; femet foOen bie @eiteu(iuien bet beiben obetn @tunb^ 
fläci^en tt)e^felfeitig parallel laufen, fo jmat, baß bet bem Keinem 
Dreiecte nmfd&riebene Äreid jugleid^ bie brei Seiten bed gtof em iDteiecf« 
betü^re, unb ber 2lbfianb jn>eier jener parallelen Seiten fei jngteit^ 
ber Slbflanb ber beiben ref))efti))en untern ©rnubfläd^eu, b. i. ber bei^ 
ben parallelen Sobeußäd^en bed reflitenben l^o^len jförperd. @nblid^ 
bered^ne man fon)0^l bie Dberßäd^e al6 anä) ben fubifd^ien anmalt bed 
fto^len Äörperd, n>elc5er al6 2)ifferenj ber beiben abgefürjten ^^^«»«1* 
ben T nnb t erfc^eint. 

2. Vtaix f)at eine parallel mit ber 93aftd abgefiu^te ))ierfeitige gleid^« 
fettige ^^ramibe, bie «ante an ber untern ®runbfla(|ie ijl = A = 12', 
bie Äante an ber obern ®rttnbpäd&e aber = a = 9', nnb bie Seiten^ 
fante bed SErunfud «= « = 15'*155 man foll bie Dberflacl^e unb ben 
förpetlic^en 3n^att beö a;runfu6 bered^nen. 

Nn 17. 

Sluf falben. 1- SDtan ^at }n>ei fenfred^te $ri6men P^ nnb P,. 

iBa6 erflere, beffen ^Jlje a = 5'-8 ifi, l^at jur ®ruttbpÄd6e ein re^ 

' -*» ^nfetf b, beffen Seite = c — l'-6 ifi; ba« ißriöma P, 
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l^t ettt flleid&feitige^ Drcietf ß jur »aftö, tieffen Seite y = 2'-5 i^, 
tmb We ^o^e beö 5Priema ifl a = 6'-4. SWan fonfiruire ein britted 
^ifttma P, beffeti ^öl^e taö arit^metlfd&e SKittel jwifd^en ben ^ö^en 
itx beibea gegebetien 5Priömett unl) beffeti Sn^alt P = p^ -|- p^ iji^ 
We Sajiö be^felben aber foO ein reguläre^ ©ec^^ect fein. 

2, SKan f)ai ein fd^ief fabgefd^nitteneö ted&ttt){nin9e« ^araHel^ 
H>i»>eb AßCDEFGl = P, beffen ©runb^ae^e B ein auabrat tft; 
»on blefem Äör))er ifl ein %f)ül ABCDMLKI =p burd^ eine ge^ 
gen bie S3afld geneigte ßbene IKLM, ml^e butti^ ben Sttbi>ttnft ber 
Äantc A I ge^t, abgefc^nitten, unb ber Umfang biefeö fdj^iefen ©d^nittee 
ifl c= \/a 4- yyß, nämlich 

IM + KL « vA «nb IK + LM = v//3; 
man foö bie Äanten beö Ä6rper6 p, bie SDiagonalen be^ fdbiefen 
©d^ttitteö unb bie ganje Dberpad^e »on p beregnen. 

m fei i 35. 

P •= 10006', p = 8756', B =r 25°; « = 164' unb ß = 244'. 

Nr. 18. 

^nf aaben. 1. ©ei SABCD eine fenfrec^te 5Pi;ramibe, bei 
mliftx bie ©eitenfante SA = a unb bie Äanten an berSajiö ABCD 
belaunt fmb, nämlic^ Aß = BC = a, CD = b unb AD = c; 
matt fofl bie DberPac^e unb ben förj)ernc^ett 3nl^alt biefer ^^ramibe 
(ered^nen. 

2. ©ei SABC eine breifeitige ^^tamibe »on ber Sefc^affen^eit, 
iaf bie brei Äanten SA, AB unb A C tt)ed^felfeitig fenfred^t auf ein^ 
Ottber fielen, bie ©eitenflÄd^e S A B = A, S A C = C unb bie Safle 
A B C = B feien gegeben j man foK alle Äanten, bie ganje Dberpdd^e 
tmb ben Iörj)ernd&en Sn^alt ber ^Pv^^wtibe bered^nen. 

Nr. 19. 

Sluf^alie« SWan ^at einen »ierfeitigen Xxmtn^, beffen @runb^ 
pÄd^en B unb b belannte Duabrate ftnb} auf ber obern ©runbpd^e 
tp ein red^tn)inflige6 $arallele^)ipeb errid^tet, beffen obere ©runbflac^e 
wn ber großem 53afi6 beö Dbeliöfen um bie ®röfe a entfernt ift. 
3)ettlt man fld^ ben 5£runfuö jur ^v^^amibe ergänjt, fo fällt bie ©^i^e 
berfelben genau in ben STOittel^unft jeneö redbth)infligen 5Parallele^>i^>e^ 
be6. SWan foll nun ben f6rj)erlid^en 3n^alt beö 2;runfu6 unb be6 ^a^ 
rallele))ipebeö bered^nen, unb bie äußere Dberflad^e beö ganjen jufam=^ 
ttiengefe^ten Ä6r^>erö beftimmen. 

Nr. 20. 

Stufgalbe* Wan ^at ein gerabed breifeitige^ $ri6ma ABCDEF 
bie brei ©eiten ber Orunbflac^e feien gegeben, namlid^ CB = a, 
AC = b, AB = c unb bie auffie^eube Äante AD = hj ferner f)at 
man eine breifeitige ^ß^ramibe SGIK, bei tt)elc^er bie Äante SI 
fenfrec^t auf ber ©runbfläd^e G I K auffielt, bie »afi« ifi ein gleid^^ 
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fd^enflige« Drelerf, tiamlic^ G I = I K « «, unb We Seite G K =. j| 

Segeben. JDiefe 5Pv^amlbe SGIK btttc^brlngt jenee ^rfema terge# 
ait, baf ba« in ber ©ettetifläd^e ADFC Hegettbe Dtttd^gang«^ 
bteiecf LMN |1 pl. GIK, unb fonac^ aud^ bie Äante SI J. ph LMN 
im qjuttf te L i% unb baö 8ot^ S 1 =» p , S L == p' n)irb. Die $?# 
ramibe burd^bringe ferner bie ©eitenftÄd^e ßCFE unferc« ^xiima h 
im aPOR, fo ba^ baö Äantenfificf PI = A unb OK = RG=:B 
wirb, unb bie S)nrd^fc^nitWflad^e POR att)ifd&en bie paraffelen (gbenett 
LMN unb GIK }u liegen fommt; man fod bie Obetfii^t unb beu 
Iör^)erIid^ett 3n^alt beö bem ^ri^ma unb ber ^^ramibe gemeinfdfap^ 
(id^en Äör^>erd LMNPQR, ber beiben übrigen p^ramibalifdjen ©eg* 
mtntt unb beö JRefieö beö gegebenen 5ßriömaö beredfnen. 

Slad^bem ba6 5ßrobIem aKgemein aufgetöji ifl, fefte man folgenbe 
fpejieKe SBert^e jiatt ber allgemeinen @röfen: 

a = 5', « = 4', A = 10', 

b = 4'-5, i3 = 6', B = 8'7376. 

c == 5'-8, p = 20', 

h = 18"6, p'= 8', 

Nr. 21. 

Slufgalbe. ^an f)ai ein fc^iefe^ $araaele^i))eb ABCDEF6H, 
t»ott tt>elc^em ber fubift^e 3n^alt = P, bie Seite A H « «, ber gliu 
d^enin^alt ber rautenförmigen Sajid ABCD = B, unb bie StavAt 
AB =a a ip. !Diefeö $arallelej)ij)eb xoixb burdf^brungen »on bem 
fdfiiefen breifeitigen ^xi^a IKLMNO = p, bei weld^em bie Orunb^ 
flad^e IKL ein gleic^feitiged !Dreie(f ifi, bie @eite LM ~ 8' fle^i 
fenf redfit auf ber ©eitenfläd^e AB GH jeneö ^araHelepipebed, unb bie 
^rojeWott biefer Seite auf bie Sajid MNO fei — /S. 3)ie ©eitern 
päc^e AB GH bed ^arallele^>ipebe6 fc^neibet bie Dberfläd&e bed^idma 
in bem aPOR, unb bie jwifd^cn biefer (gbene PQR unb ber Sajl« 
IKL bed ^ridma liegenben Äantenfiücf e jinb gegeben, n&mlid^ L = b 
PK = c unb RI = d; enblic^ fd^neibet bie ber ©eitenpdd^e AB6H 
bed fßaraaele^>i^)ebed gegenüber liegenbe ©renjjläd^e CDEF bie ®ei^ 
tenflad&en bed ^ridma in bem a S T V, unb bad jn)ifd^ett beii beiben 
3)reie(fen PQR unb ST V liegenbe ©tüdf SO ber Äante LM fei befamit, 
namlid^ S Q = n. ^an beredbne aM biefen S)aten bie Dberflldi^e unb ben 
Iör^>erlid^en 3n^alt bed bem ?|8arallelepi^>ebe P unb bem *ßridma p ge* 
meinfd^aftlit^en ©tütfed PORSTV, unb lonjlruire att)ei regulftre füuf^ 
feitige ^v^amiben, bereu eine mit jenem gemeinfd^aftlic^en ©türfe X 
einerlei Obnj^acS)e, unb bereu anbere mit itntm Stbxptx einerlei fubi* 
fd^en 3n^alt f)at Snblic^ fonfhuire man eine »ierfeitige reguläre ^^ 
ramibe, bereu Sn^alt bem Siejie bed 5ßarallele^>i^>ebed P gleid^ ifl, ndm^ 
lid^ = P — PORSTV. 

Nn 22. 

Slufgalbe* 3Ran f)at ein fenfred^ted breifeitiged fßridma P, 
M ml^m bie ©eiten ber Sa^« ABC, uimlid^ BC = a, AC = b, 



351 

«nD -Ä B = c, nebji ber ^öl^e =- h beö 5Pri«maö flegeben fxnb. a[u6 
Mefent $n6ma iß eine t)ierfeitige $9ramit)e J^eratt^gefd^nitten , beten 
9af{e bad t)er ©rnnbflAd&e ABC bed $ri6mad eingefd^riel&ene £luabtat 
i^, nni> beten ©^ij^e in einet (Srfe bet obetn @tunbßAcl^e bed $ti6ma6 
liegt; man fotl bie Dbetflad^e unb ben fuMfd^en 3n^alt biefet $^ta^ 
mibe l&eted^nen. 

Nr. 23. 

9lnfaäbe. SWan l^at eine bteifeitige, pataHef mit bet Safl6 
abgeflößte (enfted^te ^ß^tamibe ABCDEF; bie Seiten bet Reiben 
tmtaaelen ®tunbfIAd&en AB C nnb DBF, namlid^ BC^b, AC = b 
«nb AB = c, fetnet EF = d, DF = e, DE = f, nebfi bem m^ 
^ttbe betfelben = A jtnb gegeben. Sind biefem 2;tnnfud ifi ein an^ 
betet 2;tnnfu6 a b c d e f fo l^etan^gefc^nitten, ia^ bie Seiten bet Hei^ 
nettt ©tunbflac^e d e f, meldte in bet Sbene D E F Hegt, mit ben @ei^ 
tett"*cö ^DEF tt)ec^felfeitig ^>atanel laufen, nnb jebeö ?|8aat )faxaUt^ 
let Seiten benfelben Slb^anb = p ^at, baf fetnet bie ©eitenpdd^en, 
fo tt)ic bie untetn ©tnnbfläc^en abc nnb ABC wed^felfeitig jJataffel 
laufen, unb baf aKe $aate ^jatattelet %la^tn einetfei Sntfetnung = q 
öon einanbet ^aben; man foK ben fubifd^en Sn^alt unb bie ganje 
Dbetpäd^e beö ^o^len S^tunfu^ beted&nen. 

Nr. 24. 

^uf^ahe* ^an ^at ein fenfted^ted $ata(le(e))i))eb , beffen 
©tttttbp&^e ein 9i§ombu6 unb beffen .^6§e gleich ifi bet bteifa^en 
gtJfeten Diagonale bet Sajiöj bie fütjete ^Diagonale jencö JRl^ombuö 
iß = d = 6', bie ®ük M SR^ombuö a = 5'. 3Kan l^albite jebe 
Seite bet ®tunbpad^e, »etbinbe bie 9KitteI^>unIte J[e jweiet anfiof enben 
Seiten butd& getabe Sinien, lege butd& jcbe biefet ©etaben unb eine 
6(fe in bet anbetn ®tunbpad^e beö ?PataHeIe^>i))ebeö eine (Sbene, wo^ 
btttd^ an^ bem 5ßataffcle^)ipeb eine fc^iefe »ietfeitige ^P^tamibe f)txan^f 
gefd^ttitten n>itb, unb betec^ne fowo^I' bie Dbetpä^e alö ben fubifd^en 
Sfn^alt biefet ^^tamibe. 

Nr. 25. 

Slufgalbe. (S6 ifi ein aButfef gegeben, beffen Seite = a iflj 
man l^albite iebe Äante be6fe(ben, lege butd^ bie 3Rittel^)unfte je bteiet 
in einet Srfe jufammenflo^enben Äanten eine (Sbene, unb betedjne bie 
Dbctfla(^e unb ben fubifc^en Sn^alt be6 übtig bleibenben Rbxptx^ K. 

aSon tt)ie »iefcn Stärken unb \>on tt)eld^en %lh^en ^t)itb bet Äot^ 
^>et K begtenjt? 

8. 305. 

aSon ben tunben Äot^etn. 

Nr. 1. 

Üluf^ahen» 1. !Det ^albmeffet bet ®tunbßäd^e eine6 fenfted^^ 
Un S^linbetö bettägt 3' 4, feine Sld^fe 7'*8} tt)ie gtoß ifi bie gamc 
Dbetfläd^e unb bet föt^>etnd^e 3n^alt be«felben? 
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2. SWan f)at etnen fd^iefen (S^Iinber, bejfen ©rutibp^e 

= b = 7854°' unb beffen Seite = a = 20', bte ^roieRion ber 
8ld6fe auf bte ©runbflÄctie aber = p = 12' tftj man bered^ne b« 
Uxptxliäi^n ^nf)aü bed S^Iinberd* 

3. aiu« etnem glei^feittgen e^Iinber \)Ott bex ^ö§e H = 6' tp 
ein gerabeö ?|8ri6ma. beffen ©rutibpdd&e etn reflulared ©ed^letf 

= B = 10-3923D' i% betflefialt ^erau^gefd^nittten, baf, tpenn man 
aKe ©etten fetner ©runbflÄc^e betberfett^ t)erlfitt9ert , bte S)ur(^fdbiittW^ 
pnnttt je jtt)eter ©etten in bte 5Perij)^erie ber Sajl6 bed e^ltnber« 
faOen; man berechne bte flanje Dberfläd^e unb ben fubifd^pn 3n^alt 
btefeö j^ol^ten gletd^fettlgen S^Hnberöj ferner bejitmme man bte Dber^ 
flädben unb SSotumtna ber elnjelnen ^öxptx, in tt)eld^e ber ß^Itnbet 
burd^ bte verlängerten ©ettenfJäc^en jeneö $rt6ma6 jerlegt n>irb. 

Nr. 2. 

^nf^ahen. 1* (Sinen fenfred^ten S^fmber ju foitfhmren, 
tt)elc^er einerlei Dberflädbe mit einem 3fofaeber ^at, beffeii Seite 
= a =r 8'*517 ift; unb einerlei f6r^>erti(^en 3nl^alt mit einem Dt 
taeber, beffen Seite = b = 12'-4275 ifi. ffite »tele fold^e g^to^ 
ber ftnb mogli^? — gaffen fid^ bte 3)imenjiotten beö gefnd^ten 6t)^ 
linberö rational barftellen? 

2. eine gleic^feitige , breifeitige ^P^ramlbe , beren Sajid 

= ß = 24^^' unb beren ^bf)e = h = 15' ifl, tt)nrbe burdj einen 
jur Sajt^ paxaUd geführten ©d^nitt in jtpet gleid^e a^^eile getl^etlt; 
man foO bte SDimenftonen eineö geraben S^linberö bered^nen, ber mit 
bem 3;rttnfu6 jener ^^ramibe einerlei Oberfläche ^at, unb gtt)ar foK 
bte ^ol^e beö ß^linberö jur $crij)^erie fetner ©runbfläc^e pd^ gerabe 
fo t)er^alten, tt>ie eine Seitenfante ber ^^ramibe jld^ jum falben $e^ 
rimeter i^rer Safi6 verhält. 

Nr. 3. 

üluf^dbe. 2)er ,!g)albmejfer ber ©runbflad^e eineö fenfredbten 
S^linberö ift = r = 10" unb beffen ^ö^e = a t= 25" gegeben. 
Der ®runbfläd&e biefeö ß^linberö tfi ein Cluabrat eingefc^rieben , unb 
über bemfelben ift eine gleid^feitige ^P^ramibe errid^tet, ml^t ben 6?^ 
linber bergeftalt burd^bringt, baß ber Äret^, tt)eld^er burd^ bte SDurc^* 
gang6j)Uttfte ber Seitenfanten ber ^^ramibe in ber obern ©runbfläd^e 
beö ß^littberö befd^rteben tt)lrb, t)on ber S3afi6 bed S^ltnberö genau 
bte §alfte beträgt; man foH bie Dberflädbe unb ben för^)erlidben 3«^ 
IJalt bcö im ß^linber liegenben S^runfuö bcred^nen, unb eben fo bie 
Oberfläche unb ben fubifd^en 3n^alt be^ Äörperö, ber nad^ SBegna^me 
ieneö 3;runfu6 vom ß^tinber nod^ übrig bleibt. 

Nr. 4. 

Sel^rfa^- SBenn ein geraber S^linber »on einer gegen bie 
©ruttbpäcle geneigten (SUm gefd^nitten tt)irb, fo ip ber förpertid^e 3«^ 
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f^alt Mefeö fd^icf abgcfd^ntttenen 6^1^^^^^^ 9^^'^ ^^^ ^robuftc au^ ber 
®rttnbfladj>e beö S^ltnberd in ble ^albe Summe ber Slbfiänbe bc6 
l^6d^f}ett unb tieffien ^unfted jetied fdEiiefen @c$nitte$ t)ott ber Sajid 
be* S^tittberd. Sejelc^iien tt>ir namlld^ beu «l^albmejfcr ber Safiö mit r, 
bell Slbflanb be6 l^öc^^en fünfte« beö fd^iefen ®^nitM t)ori berfelben 
mit a unb ben ?lbfianb beö tieffien ?Punfteö mit b, fo ifl ber förper^ 
lid^e 3u^alt bed fd^fief afcgefc^nittenen S^iinberö 

SBie finbet mau bie STOantelfldc^e biefeö fd^ief abgefc^nittenen 6^^ 
rittbetd ? 

Nr. 5. 

Slttfgalietl« 1. ^ie ganje Oberflad^e eined geraben 6^(inberd^ 
beffen ^ö^e = a = 20' ifi, fei = A = 785-40' 5 man berechne 
ben I6rj)erli(^ett Sn^alt biefeö evK»t><^^^* 

2- !Die ganje Dberpad^e eined geraben S^linberd ifl = dP\ ber 
forderliche 3nljalt bedfelben = b Äubiffuf : man tered^ne bie Sfc^fe 
imb ben ^albmeffer ber ©runbfläd^e, 

3, aRan ^at ein c^linbrifd^eö @efaf ^on ^HaU*y ber Durc^mef^ 
fer ber äufern ©runbpad&e ifi = 2r = 15", bie SWetaCbirfe beträgt 
d" = l"-5, bie äußere ^ö^e bc6 ©efäfeö ifl = a == 24" unb bie 
!Dicfe beö Sobenö ifl = b = 2"; man fott bie ganje DberflädBe be6 
®efäfeö, ben fubifc^en Sn^alt beö SDietaKö unb ben fubift^en Sn^alt 
be« teeren JRaumee beredjinen. 

4 9Äan l^at einen fc^iefen S^linber, bei mlif)tm bie ?|8roieRlött 
ber ?l(^fe bem «l^albmeffer ber ©runbfläd^e gleid^ ifl; ber §albmeffer 

ifl =r = 2'3", unb bie ganje Dberfliad&e be6 S^Hnberd =A = 84Ü' 
man foH ben förj)erlid&en Sn^aft beö 6^1'"^^^^ bered&nen. 

5. 2)er fubifctie 3n§art eine« geraben (Si)linber0 ifl =: A = 6283 18 

JhiWffuß, unb bie 9»antelfläd&e bedfelben = M == 1256-6360' 5 burd^ 
bie 8lc^fe biefeö ß^Iinber« finb jn)ei (Sbenen gelegt, beren 9leigung6^ 
tt)ittlet = 22"^ 30' ifl 5 man fotl ben förperlid^en anmalt unb bie Dber^ 
fläd^e beö att)ifc^en biefen Ebenen beftnblidjfen 3;^eited bed 6vlinberd 
bered^nen. 

6. aSon einem fd^iefen audge^ol^Iten S^Iinber ip burd& i\m in ber 
Sld^fe beö S^H»*^^^ ^^ fd^neibenben gbenen ein ©turf, tt>etd^e6 tt>ir z 
nennen tt>oUen, l^erandgefd^nitten, beffen förperlit^er 3n^alt au6 folgen^ 
ben ^aim ju beflimmen ifl. !Die Seite beö (Sv)linberd ip = a = 5\ 
i^re ?|8roicftion = p = 3' ; ferner ifl ber äußere Sogen an ber Safld 
= B = 32"*725 im Sängenmaße, ber innere concentrifd&e Sogen 
= b = 26" 18, unb ber giäd^eninftalt ber tra^>ejförmtgen Safl« 

= A = 147-2625°", tt)obei ba« jiDÖIft^eUige SRaß ju mfielgien ifl» 
aßie t)iel ®rabe beträgt ein Soflen an ber ©aflf? 

Caicmctt'g (Slem. 9tom. 4. Äufl. ^^ 
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Nr. 6. 



mxb Xfon 



5lttfgÄ]be. ein gerabe« bretfeitigeö ^xlma E'F'G'H'R'S' 
öott einem fenfred^teri S^llnbet A'B'D' fo burc^brungen , ba^ bie 



lern lucamei »i 

ber ©ettenflad^c - . — ^^ ^--vv^v vuvvvfm/"i**«* wiu'- 

8egt man nun burd^ ben l^od^flen 5ßunft ber frummen Sinte c d e, mU 
c^en bte c^Iinbrlfd^e gliche mit ber tjettifalen ©eitenpat^e E'R' bc^ 
^rl6ma gemelnfc^aftllc^ f)at, nnb ble Slti^fe mo beö eülinberö eine 
ebene, fo fd&nelbet biefe ble Dbetfiad^e beö ^xlma In bem ^EFG, 
n)eld^e6 paxaM mit ber ©runbpäd^e E'F'G' tfi, nnb ble Dberfiä^c 
beö [c^lef abgefiuftten 6\?(lnberö abcde, namllc^ baö Äör^jerfiucf, 
welche« ber (S^Unber A' B' C D' mit bem ^riöma gemein f)at, in bem 
a;raveje F K L M . n)0 I K ben 3)urdbnteffer ber ©runbpdcl&e unfere^ 
g^llnberö, M ben ^oc^ften, L ben tlefften ^unft be« fc^tefen @(^nlt^ 
ted cdc bejeld&nen [ca. 3)le Slcbfe beö fd^lefen g^ltnberö abcde 
fei ^ p = 5', EK = « = 2', EL = ^ = 3'4"; ter g(ä(^ett. 
Inhalt be^ z/EFG tjer^alte flc^ jum Sn^alte beö SErapejeö IKLM 
tt>le 116:21, ble ^ö^e beöfelben (EG a(ö Safiö betrachtet) fei bm 
falben Umfange be^ %xaptie^ IKLM gleldb 5 enblld^ fei Die fiofie 
be6 ?prl6ma bem Umfange beö ^EFG gleldb. »n^ blefen Slngaben 
berechne man ben förperlld^en 3n^a(t beö ^löma, ben cvllnbrift^en 
ataum a h c d e , ber juglelc^ ein 2;^ell be6 ^xima i% atte Äanten 
beö 5ßrl6ma, alle !Dlmenftonen beö fd^lef abgefc^nlttenen (Si^rinber^ 
«bcdr, ben SWantel unb ble frelöförmlge Safiö Deöfelben, unb jmr 
jnerji attgemeln unb bann für ben angegebenen fpeäletten gatt. 

Nr. 7. 

Slufgobe* ein fc^lefee ?Paraaerej)lj)eb ABCDEFGH, beffen 
»afi^ AB CD ein ^e^kd Ifi, n)lrb t)on einem fd^lefen g^Hnber ber^ 
gefialt burtibbi^^^fl^ ' ^^^ ^^^ ^^f^ ^^^ (S^llnberö burd^ ben SWlttet 
pnntt ber ®runbfläd&e AB CD ge^t, unb ble ?|8erl^)^erle ber obem 
©runbpäc^e ble fcelben anfto^enben ©elten E F unb F G juglelc^ be^ 
rfi^t 5 man fott ben fublfdbcn 3n^alt unb ble äußere Dberpäc^e be6 
burdfi^oßenen ^araOeleplpebed (nac^ SBegna^me be6 ß^Hnberö) <m^ 
folgenben 2)aten bered^nen: 

Die eine ©elte bed Siedbtecfeö fei = a = 6| %n$, ble anbete 
-rr b =5 5', ble J&o^e be^ $araaere^)l})ebed = h = 22'* 4, ble $ro^ 
ieftlon einer ©eltenfante gegen ble ®runbflact>e = p == 3', unb ble 
©elte be^ S^llnberö = « = 28'-24L 

Nr. 8. 

Se]^rfa$. 2)le SRantelfladbe emeö fd^lefen Äegefe Ifl bem 3ii^ 
^alte elnee Ärelfe^ gleld^, beffen J^albmeffer ble mittlere geometrlfd&e 
^oportlonatllnl« itt)lfdj>en bem ^albmeffer ber S3aflö unb jener geraben 
jeMe, welche bie mititm arlt^metlfc^e Cßro^ortlonaainle ju aütn ^er^ 



))eiibife(n x% tt>e((^e ^m in Spi^e M fc^iefen j^eaeld auf bie (Sei« 
ten eined itx (Sxuntflä^t nmfc^riebenen regulären ^^obgone^ gefciQt 
Wxbm. 

\r. 9. 

Sfnfaabetl« 1- ^er ^albmcffet ber @rtmbfl&dbe eined }tnh 
redeten ffegefö fei = r = 4", bie «(^fe = a = 6"} man foO btc 
ganje Dberflättc nnb ben fubtfd^en 3n^aft M ÄegeW beredbnen. 

2. Watt bat einen fcbiefen Stqtl, bejfen Slc^fe = a = 13' 
unb beffen ^offt ^ h = 1Ö'4 ift, bcr ^atbmeffer ber ©runbfladbe 
fei = r = 5''547; man foU bie fürjefte unb bie lAngfle Seite biefcd 
^egeld burc^ jfonfhuftion finben unb audb burdb Siec^nnng befHmmen. 

3. ©nen gegebenen geraben jfegel burc^ Ebenen, bie paraKel 
m S5«fi^ B ftnb, in brei J^cile fo ju tl^eilen, baf ftcl& biefelben jn 
einanber t)er^a(ten n>te bie gegebenen ^abltn a : ß : y, nni badSer^ 
^ältnif ber DberfladEien biefer fonifd^en Segmente jn befHmmen. 

4. 3n ber 9l(S)]t einee gegebenen fenfrei^ten ÄegeK fd^neiben ftcb 
Itoti ©benen unter einem »eigung6n)tnfel = ^» = 22® 30'; man foH 
We ganje Dberflidc^e unb ben Äubifin^alt be6 jtrlfctiett biefen Ebenen 
liegenben %f)dM jeneö Äegelö bered^nen. 

5. !DurA bie @pi$e eine6 gegebenen fenfrecbten ßegetö ifl eine 
iSbenc gelegt, weld^e r>on ber ^erip^erie ber ©mnbfläd^e einen Sogen 
t)Ott 9>* = 18" abfc^neibet, njoburdb ber Äegel in jtt)ei 3:^eile get^eift 
n)irb; man bered^ne bad 93er^ä(tnt$ ber Dberfl&d^en fon)o^I ald au(fe 
ben fubifcfeen 3tt^aß jener beiben 2:^eile, mnn bie Sld^fe beö Äegelö 
= a =-- 26' unb ber ,!g)afbmeflier ber ©ruubflAdbe = 5'-85 gegeben ifr 

Nr. 10. 

Ülnf^dbe* 2Wan f)at ein gotbene^ @efap, tveldbcö einen ^ob^ 
Itn, parattel mit ber ©runbpacfie abgefhiftten fenfrec^ten Äegel bar* 
fteUt unb bie Heinere Safi6 jur Sobenpäcbe ^at. 2)ie gRetattbitfe ber 
Seitenwanb, b. i. ber fenfrec^te Slbflanb ieber äufem unb ber entf^jre* 
d&enben innem ©eitenlinie fott)o^I afö ber Slbfianb ber innem S3oben^ 
flad^e »on ber äu^txn beträgt 1*5 Sinien; bie obere Sffieite im Sid^ten 
betragt 45 ^oU, bie SobenVDeite im 3unern 2 ^oU, bie innere Xieft 
beö @efaf e^ aber 5*4 ßoH. !Diefe^ ®efäf, ana gebiegenem @olbe ge^ 
goffen, n)irb um 359*5 fl Son»- ÜKunje für bie Sffiiener SRarf fein 
®olb gefauft; wie f^od) fömmt alfo ba^ ganje ®efaf, »enn ein Äubif^ 
aott gegoffeneö unge^ammerte^ ®oIb 1*25461 Sffiiencr SWarf voiegt? 

SBie grof ift bie ganje Dbcrfladj^e biefed ®efäfe«? 

Nr. 11. 

Slufgafietl. 1. 2)ie ganje Dberpfidbe eine« ^araöel mit ber 

Sajl« abgejiu^ten fenfrec^ten ^egel« iji «=0= 754-7676^; ber 3n^ 

^alt be^felben = 468-25 Äubiffuf, unb bie Seite bedfelben gleid^ ber 

breifad^en 3)ifferenj jtt)if^en ben JRabiett ber beiben paxaMtn ®runb* 
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fl&d^en; man bered^ne He ^a(6me{fet btx ©rutttfläd^en nnb Me $6^e 
be6 Xxmtvi^. 

2.- 9){an f^at ein gerabed $arallele^t))eb^ l^ei ml^tm He btei in 
tet @cfe A gufammenflofenben Tanten AB = a, AD = b imt) 
A F = c gegeben finb, mb He beit^en Seiten a nnb b in ter ®mnt)^ 
flad^e [^liefen einen SSSinfel t)on 60^ ein. Slnf ber Safi6 Hefed $a^ 
raae(e))i^ebe6 fielet ein geraber ^egel t)on ber Sefd^affen^eit, ba^ bie 
^eripljerie feiner ©rnnb^ad^e brei Selten beö ^Parallelogramme^ A B C D, 
über koeld^em ba6 $arallele^i))eb errid^tet Ifl^ jngleid^ berührt, unb bap 
feine ^ö^e gleid^ ifl bem JRabin« feiner ©runbpde^e mit 12\/3 mul^- 
ti))Iicirt. g&llt man enblid^ im Parallelogramme AB CD an^ bem 
Sd^eitel be^ fhtm)>fen äBinfeld anf bie gegenüber fie^enbe Seite b ein 
5ßer^)enbif el , fo ifl ba« größere Segment berfelben ber an^ofenben 
Seite a gleid^. Sind biefen eingaben bered^ne man bie Oberjpiäc^e mtb 
ben fnbifc^en 3n^alt be6 jtpif^en ben parallelen @mnbflad^en bed 
$arallele))i)>ebed liegenben Xf)eiU^ jened ^egeld, nnb befiimme bad 
^erl^ältntf jener ®röfen jur Oberpc^e unb bem anhalte bed $a^ 
rallelepi))ebttm6 felbfl. 

Nr. 12. 

ÜlufnabtU' 1« 93on einem abgefht^ten fenfred(iten i^egel ifi 
ber Slbfianb ber beiben parallelen ©rnnbfldc^en , ba6 SJer^ättnif ber 
beiben Safen unb ber förperlid^e 3n^alt gegeben; man foH bie ^alb^ 
meffer ber ©runbpäd^en unb bie Seite be6 S^rnnlue bered^nen. 

2. Die ^albmejfer ber parallelen ©runbpäd^en unb bie ^ö^e 
eineö abgefiuftten fenf redeten ÄegeW ftnb gegeben; man \oü burc^ einen 
jur Saflö parallel geführten S^nitt ein Stilrf »on gegebenem 3n^alte 
abfc^neiben. 

Nr. 13. 

Rufnähen. 1. aSon einem äBurfel, beffen Seite = a ifi, 
finb bie ac^t ©rfen burd^ ßbenen, bie fenfrec^t auf ben 3)iagonalen 
berfelben fielen, fo abgefc^nitten , ba^ jebe folc^e Sbene »on jeber itt 
brei in ben abgefc^nittenen (Srfen jufammenlaufenben Äanten ein iu 

fHmmteö Stürf = - abfc^neibet. STOan lonfiruire jtt)ei gleic^feitlge 

Äegel, wotJon ber eine mit jenem au^ bem .^eraeber ^eraudgefd^nitte» 
neu Äorper einerlei Dberfldd^e, ber anbere aber einerlei lorperlid^en 
anmalt ^at^ unb befiimme ba6 SSer^altnif ber Oberfläd^en unb bet 
fubifd^en 3n^alte biefer beiben Äegel. 

2. 9Wan befümme in ber vorigen ?lufgabe ben 993ert^ t)on n ber^ 
geflalt, baf in ben SeitenpAd^en bc6 gegebenen ^eraeberd lauter re^ 
getm&fige ?ld^terfe burd^ jene Ebenen erjeugt werben, unb laffe alle 
übrigen Sebingungen ber ?lufgabe umgeänbert. 

Nr. 14 

^nf^äbe* !Die Diagonale B C eineö ^eraeberd , beffen eine 
Seite = a j^, fitf)t auf ber ©ruubfl&d^c eine« fteraben ÄegeW in i§^ 



357 

rem SWittelpunlte fenlred^t, Hegt alfo in t)er JHid^tung t)er Sld^fe 
SO beö Äegefö; Me bret Äanten Ded SBürfet^, n>elc^e im oUtn (gnl)^ 
)>nn{te B ber !X)iagona(e jufammenfiofen; etiMgen ftd^ in btx SRantel^ 
päd^e bed Äegetd} »erlangert man euMid^ eine tiefer brei Sanim 6id 
jttm JDurd^gange G in ber ©runbpäd^e bed Äegel6, fo »erl^alt fid^ bie 
^ßrojeftioii biefer ©eraben BG (bie Safiö ald »itbpadfe Utta^ttt) 
jur ^ßrojeltion einer Seite beö Äegelö n)ie v/2 : 1 j man foO bie Dber^ 
Pd^e nnb ben ^nbifinl^aft biefe6 ^ege(6 (ered^nen. 

Nr. 15. 

Slttfgalie. 3Ran f)at mm Stox^ftx, ml^tx an^ givei paxaM 
mit fcen refpeftiöen ©runbflad^en abgefhiftten fenfred^ten Äegetn be^ 
fie^t, bie beiben fongruenten Heinem ©runbpdd^en Hegen über einan^ 
ber, nnb benft man jtd^ ben 3ÄanteI bed untern a^runfuö verlängert 
ober jum ganjen Äegel ergänjt, fo fallt bie @^){fte be^felben genau in 
ba6 Zentrum ber größeren ©aftö beö oberen irunfu*, unb jtoar er^ 
^att man ben för))erlid^en 3n^alt bed unteren 2:runfu6; mnn man ben 
Sn^alt bed erganjten ÄegeW mit n = 0-488 multiplicirt. Die innere 
^o^e beö ©cfafed ifi = h = 10", ber ^albmeffer ber Sobenfläd^e 
i^ = R r=r 3"^ unb bei bem obern 3;runfuö »erl^ält fld^ ber ^alb^ 
meffer ber größeren ©runbfldd^e jur ^öl^e be* zugehörigen erganjten 
fenfted^ten Äegetö tt>ie 1:5; man foO ben 3n^alt unb bie ganje Dber^ 
fläche be6 jufammengefeOten Äör^>erd bered^nen. 

Nr, 16. 

Slufgafietl- 1. @ine ^uget t)on ber Sefd^affenl^eit ju fonfhrui« 
ren, baß eine 10" »om 6eutrum entfernte @bene ein Segment ab^ 
fd^neibet, beffen 5Wü^e ben fed^öten a;^eil ber ganjen Äugeloberfläd^e 
betragt. 

2. ÜKan fott bie ganje Dberpädjie unb ben fubifd^en Sn^alt eine6 
Äugelfegmenteö berechnen, mnn bie Seltne be6 erjeugenben ©ogend 
c= s = 61"-8034 unb ber ^albmeffer ber Äugel = r = 8' 4"2)uo^ 
bej. 3Äaf gegeben ifi. Snblidb beflimme man ba6 SSer^altniß ber Äu^ 
gelmüfte jur Dberpddbe ber Äugel unb be6 3uöalte6 beö ?lbfd^nitted 
gum för^jerlic^en Sn^alte ber Äugel. 

3. Der 3labiu6 einer Äugel fei = rj man berechne ben Uxpex^ 
lid&en 3n^att be« gleic^feitigen ÄegeW, welcher mit ber Äuget einerlei 
Oberpdbe l^at. 

4. Der ^albmcffer einer Äugel fei = r unb ber 9?eiguttg^n)in^ 
fei atoeier größten Greife == 9® -= 24®; man berechne bie DberPad^e 
unb ben förj)erlid6en Sn^alt beö jn^ifd^en jenen jtoei größten ^albfrei^ 
fen liegenben feilförmigen ?lu6fd^nitte6. 

Nr. 17. 

3lttf galbett. L Die Dberfliac^e einer Äugel fei = a* = 400 D' 5 

man foO ben för))erlidj>en 3n§alt ber Äugel bered^nen. 
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2. 2)er Sn^alt etncr Äugel fei = A^ = 512 JhiMffuf ; man 
bered&ue Me Oberfläche ber Äugel. 

3. 3)er Durd^meffet einer Ängel {fi =« d = 7'*8, ber ,!&aI6mef^ 
fer efner anbern Äuget ifl = r = 4''8, unb ber Umfang eineö groß* 
ten Äreifed einer britten Äuget i|i := p = 25' ; man fotl ^VDei Äugeln 
fottfhruiren, t>on weldfien ble eine tben fo grop ifi ald bie ©umnie lier 
brel gegebenen, ble anbere aber f^abt jur Dberp&d^e bie ©umme ber 
Dberfliac^en jener brei Äugetn; enblid^ beflimme man bad SSer^dltnif 
ber Öberftadiien unb ber fubifc^en anhalte ber betben gcfunbenen Äugeln. 

4. 3)er ^atbmejfer einer Äuget ifl = r = 2' 6" !Duobea. aWaß; 
man [otl einen ^o^Ien fenfredbten S^tinber fonfhruiren, beffen 3n^a(t 
eben fo grog ifi al6 jener ber Äuget unb beffen ganje Dberpäd^e bop^ 
peft fo grof ifi alö bie Dberffad^e ber Äuget: enbtid^ foH, wenn ber 
9labiu6 M ganzen S^tinberö mit x unb ber beö Keinen ^erau^ge* 
fd^nittenen mit y bejeidbn^t wirb, fotgenbe ^Proportion <Statt finben: 

^ ■■ u (t)' - (2^)' - 3] = r a + ")• 

5. @6 ftnb t)ier ?Punfte im SRaume gegeben, welche nic^t in ber^ 
fetben Sbene tiegenj man fotl eine Äuget fonftruiren, beren Oberpc^e 
burdb i^ne t?ier ^)^nntU ge^t. 

Nr. 18. 

Slttfgalbett- 1. Stuf ber Oberflad^e einer Äuget, bere^ ^ali^^ 
meffcr = r = 6' ifi, befinbet flc^ ein fp^arifc^eö !Dreiecf ABC, in 
wetc^em ber fp^arifc^e SBinfet A = 108^ ber SBinfet B = 79« unb 
ber aaSiufet C = 53« iftj man fotl ben gtdd^enraum beö 2)reiect« 5e^ 
rechnen. 

2. 3)er Jpatbmejfer einer Äuget fei = r = 20"; auf bieferÄa^ 
gel liegt ein fp^arifd^eö iDreiecf ABO, bei welchem bie Seite A ß = 96", 
bie Seite ßC ^ 105« unb bie Seite AG = 84« ifi; man fott ben 
gtad^enin^att be^ jenem fp^arifc^en SDreiecfe entfprec^enben Seinen* 
breiecfeö berec^^nen. 

3. 3n einem fp^ärifd^en !Dreierfe ABC ifi ber SBinfel 

A = 104«30'53"-62, B = 85«22'26"-8 unb C ^ 94«37'33n 

burd^ bie Seiten biefeö 2)reierfö unb baö Sentnim ber jugel^origen 
Äuget finb (gbenen gelegt; man foK ben Sn^aft bed fo begrenjten 'pf 
ramibenförmigen Äörper^ berechnen, wenn ber 9labiud ber Äugel 
= 1'8" !Duobej. «TOaf gefegt wirb. 

Nr. 19. 

Sluf galieit. L äluö einer Äuget, beren ^atbmeffer = r :== 12' 
ift, würbe burc^ jwei paraKete Sbenen eine Sd^eibe l^erauögeft^nitten ; 
bie refpeftioen Sntfernungen biefer paratteten Sbenen »om 9Rlttetpunfte 
ber Äugel flnb a = 3'-36 unb b = 9''65 man foU bie ganjc Dber^ 
ßä(pe mb ben förperlid^en 3n^alt ber Scheibe bered^nen. 
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2. 3wcl parallele Sbenen^ tt)el($c um hU ®xo$t a t= 6' 24 t)0ii 
einander entfernt jtnb, fd^neiben eine Äugel; fcer ^altmeffer be^ einen 
fc^nei fceuben ^reife^ tfi = (> -- ll',52, nnl) ber M anbern Äreife^ 
= (>i = 7''2; man foH bie DUx^a^e nnt^ ben Snl^alt ber ©d^eite 
foiDo^f aW anc^ ber ganjen Angel berechnen. 

3. Die frnmme Dberpad^e einer ffugeljone ifl = M =- 470 484 □' 
nnb ber förperlle^e Sn^alt berfelben = A = 1936 1394 ^biffup, 
ber ^albmeffer ber Äugel aber == r =12'} mm berechne ben Slb.^ 
^anb ber beiben parallelen ©runbflad^ett rnib i^re ©ntfernungen t>om 
SDtittetpnnfte ber Äugel. 

4. 3Ran f)at eine ^ugeljone, bereu 3n^att ^z=z 19361394 0' 

itvtn frnmme Seitenflad&e = M =» 470484'^', nnb bnen §ö^e 
= 6' 24 ifl; man fotl bie Siabien i^rer paraHelen ©rnnbfl&d^ett nnb 
ben ^albmeffer ber Angel bered^nen. 

5. ?lnö einer Angel, beren 3n^alt = 7238*22940' ifl, werbe 
eine Scheibe bnrd^ jn)ei parallele Ebenen fo ^erauögefd^nitten, baf i^r 
Sn^alt = 19364294 C nnb i^re ^ö^e = 6' 24 werbe- SBie grof 
jinb bie SRabien ber beiben parallelen ©rnnbflÄdben, nnb wie weit fi^b 
biefe öom SÄittelpnnfte ber Angel entfernt? 

6. Sine gegebene Angel, beren Siabinö = r =10', bnrd^ jwei 
paxäüeU Sbenen in brei gteidjie Streite jn t^eilen. 

Nr. 20. 

^nfaahen* 1* ^J9fan f^t eine £ngel, rtneii gleic^feitigen (l\)^ 
littber nnb einen gleld^fcitigen Äegel , beren DberflLäd^en baöfelbe SScr* 
^altnip ju einanber ^aben wie i^re fnbifc^en Sn^olte, n&mlidb e6 fei, 
wenn wir bie Dberfldd^e ber genannten brei Äörper ber DrDnung mä) 
mit 0, 0' nnb 0" bejeid&nen, bie förperlic^en 3tt^alte berfelben mit 
K, K' nnb K'/, 

0:0': 0" = K : K' : K" = a : /S : y. 

3n weld^er 3«elation fielen Wefe brei Äörpfr? — 3tt mlä)ex 
S5ejie§ttng flehen bie brei giguren, bnr(^ beren Dotation jene breiÄör^ 
per erjengt werben? 

2. 3n einem geraben g^linber A, beffen ^öl^ = a = 12' nnb 
beffen ©rnnb^Adfie ben SRabiu« ^ R =- 5'-5 ffat, ifi ein anberer fenf^ 
red^ter S^linber B, beffen ^6^e = b = 20' nnb beffen 2)urd&meffer 
= 9' ip, fo ^ineingefc^oben , baf feine ?ld^fe mit ber Sld^fe be6 A 
jufammenfätlt, nnb feine nntere ©rnnbfläd&e t)on ber nntern ©rnnb^ 
Pd^e bee A nm 1' abfielt. 2)er S^llnber ß ifi bergest bmrc^bo^rt, 
baf bie Deffnnng Xfon oben ^erab einen parallel mit ber ©rnnbflfid&e 
abgefiuftten ffegel bilbet, nnb bann ein Ängelfegment formirt, weld^e^ 
»Ott ber 5j»anteiP(*e nnb ber nntern ©runbPat^e M ©vlinbeeö ß be^ 
rül^rt wirb. 2)ie in ber obern ©a|td beö S^linb er6 B beftnbli(^e ring^ 
förmige gläc^e betragt 25-13272D', nnb benft man fid& über ber obern 
©mnbpdd^e beö (Si^linberö B einen fenlred&ten Äegel üon ber ^ö^e 
= b erridfitet, fo ge^t ber SWantel berfelben genau bur db bie Äreiöllnie, 
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in ml^tx bie frumme Settenfläd^e bex fonifc^en Oeffnung He Ober« 
fläche iened fp^ärifd^en Segmente^ burd^fd^neibet. ^Jlan foK Me gaii)e 
Oberfläche unb ben fdr))er(i(^en 3tt^a(t biefed jufammettgefe^ten ^ixptt^ 
bered^nen. 

Nr. 21. 

9Iuf galten« 1* @ine Jhigel, beten <^a(bmeffer = r, n)irb ))oa 
einem fenfrec^ten S^Hnber, beffen ^albmeffer = p ifl, fo bnrd^brnn^ 
gen, ba^ bie Sld^fe be^felben burd^ bad Zentrum ber ^ge{ ge^t; n)ie 
gro^ ifl bie Oberfläche unb ber 3n^a(t bed i^örperd, ben bie i(itge( 
nnb ber S^Hnber gemein ^aben? 

2. Sine Äugel, beren i^albmeffer = r = 2'-354 iji, tt>irb ^ou 
einem geraben Äegel, beffen ^66c c= a = 7'*646 nnb beffen ©runb^ 
fläd^e ein größter Jhigelfreid ifi, fo bnrd^bmngen, ba^ i^r WtiUelpmli 
in bie Sldjfe bed j(ege(d fallt; unb il^re Ober^ac^e ))on ber Saftd M 
Ifegetö berührt n)irb; man [od ben 3n^a(t unb bie Oberßäc^e j|eite6 
XfftiM bed i(ege(d berechnen, totldttn biefer mit ber ftngel gemein 
^at; enbiid^ bered^ne man bie OberflAd^en unb 93o(umina ber ubrigett 
3;^eile bed ÄegeM. 

Nr. 22. 

9Iuf galten- 1. (Sin itreidaudfc^nitt AOMB, n)e(d^er im 
i^albmeffer AO = r = 10' unb ber ©e^ne A B = a = 12' ent^ 
\pti^t, betDegt ftc^ nm ben ju jener Seltne paxaUeUn 3)ttr($meffer D E 
aW 2ld^fe fo im 3laume; ba^ ber auf bie ©e^ne Aß fenfrcd^tc ^a(6^ 
meffer OM ftetd ))erpenbifu(är auf ber fixen 9iotationdad^fe DE bleibt; 
man foll bie Cberfläd^e unb ben förperlid^en 3n^a(t bed ))om sect 
AOBM erjeugten unb beö t)om Segment ABMA befd^riebencn Stiu 
^)erö bered^nen. 

9Bie gro^ mup ber Sogen jened ^eidabfc^nitted fein, bamit ber 
erjeugte ringförmige Xbxpex genau ben achten S^^eil ber ganjen ent^ 
fpred^enben Äugel beträgt? 

2 Siner Äugel, beren ,^albmeffer = r = 4\/3 ift, fei cltte 
fec^dfettige gleic^feitige ^v^^w^il^^ etngefd^rieben, beren Safld »om 3Äit* 
Ulpnnttt ber Jhigel nrn ben j^alben Stabiud abfielt; man fod eine 
jtoeite ffugel lonfiruireU; bie mit jener ^^ramibc einerlei 3n^alt fjdl 

Nr. 23- 

SCufgalten* 1. ^an beute ftd^ einer <^ge(, beren ^albmeffer 
= r ifi, alle möglichen regulären ?ß^ramiben unb bie fünf regulären 
edigen ftorper eingefc^riebeu/ unb unterfud^e, n)ie fld& fowo^l bie Ober^ 
flä(|en aW aud^ bie lubifd^en 3n^alte aller biefer ftorper ju einanber 
»erhalten. 

2. Wtan foK eine Äugel lonftruiren, beren Dbex^6fe fo groß i|i 
alö bie Summe aller Oberpäc^en ber fünf regulären edftgen Äörper, 
M ml^en fämmtlid^ eine Äante = a ifl; ferner eine jtoeite Äugcl, 
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bereu 3n^alt gletd^ tfl ber Summe jener fünf regulären Äörper, unb 
enblid^ ba^ SSer^altnip ber Oberflad^en unb ber fubifd^en 3n^a(te jener 
}n>e{ ^uge(n beflimmen. 

Nr. 24. 

9Iuf galten. 1. @in Sled^arbetter erhält ben Sluftrag, einen 
Xxi^ttx t>ott ber ^orm etued fenlred^ten ÄegeW ju »erferttgen, beffen 
Seite 9 BoH betragen unb ber 112 ÄubtfjoH glflfflgfett faffen foK} 
tt)ie gro$ n)lrb ber ®entrftt>tnfel be6 Äretdfeltord fein müjfen, ber bie 
9WattteIfiad&e ^e^ gefuc^ten ÄegeW btlben n)irb? 

3)te Oletd^ung; auf n)elc^e bie 8luflöfung biefed ?ßrobIemeö fü^rt, 
ifi na($ ber Regula falsi ju be^anbeln. 

2. 9)tan ^at einen fenfred^ten, paraQel mit ber Sajtd abgefaulten 
lieget, beffen 9){ante(; in eine @bene abgen)i(f e(t , eine jn)ifc^en }n)ei 
a^ttUd&en concentrifc^en Äreiöbogen liegenbe ringförmige gläcje bilbet. 
!Die refpeftit)en ^albmeffer biefer beiben concentrifd^en Sogen trotten 
wir mit R unb r, ben i^nen entfpred&enben (Sentriwlnlel mit g) bejeid^^ 
nett, bie ,^albmeffer ber beiben paraKefen Orunbfläcjen unfered S^run^ 
lu6 aber mit q unb q', unb bie <^o^e be6 3:runfud mit a. 

SBon biefen @rcpen feien nun: 

a) », R unb r gegeben} man fud&e ben Sentrin)inlel g), bie 9la^ 
bleu p unb q', femer bte Oberflädbe unb ben 3n^alt T beö 
3;runlud. 

ß) », B, 9? gegeben; man fud&e r, q, q*, unb T. 

y) »f r, p ,, „ „ R; % 9\, ,, T. 

*) 8/ R/ Q ff ff ff 

O Q, Q'f a // ff f/ 

^J "/ ''"/•■ // ff ff 

n) R/ »/ T ,, ,, ,, 

Nr. 25. 

9Iufgal»e. ^an ^at ein breifeitiged, fc^ief gegen bie Saftd ab^ 
gefd^nittened fenfred^ted ^ridma ABCDEF, bei tDeld^em bie Seiten^ 
fante AE = «, B F — j3 unb CD = y, unb bie brei Seiten M 
fd^iefen ©(^initted DEF, namlidb DF = a, DE = bunbEF = c 
gegeben {tnb ; t)er(angert man bie @bene bed fd^iefen Sd^nitted D E F 
bid jum 3)urd^fd&nitte mit ber ebenfalls erweiterten Sbene ber ^orijou;» 
ta(en SBajtd ABC, fo feien biefe beiben Sbenen unter einem SBinlel 
t)on 30^ )U einanber geneigt ; man foO einen geraben Stz^tl fonfhuireU; 
ber mit jenem fc^ief abgef^nittenen ?ßriöma einerlei Dberfläd^e unb 
benfelben Iör<)erlicjen 3n^alt ^oA. 
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Nr. 26, 

^nf^ahen. 1* !Die trei leiten etned iDreieded ABC fhib 
gegeben, namlic^ BC ^ ü, A C = b unb A B = c, unb bad Drelec! 
ABC bewegt jtd& um bie Seite B C alö 3ld&fe ; man fott bte Ober^ 
fläche unb ben fubifc^en 3u^a(t bed fo erjeugten Sotpcx^ bered^nen, 
wobei iebod^ auf aQe benfbaren %liVit Stucffid^t genommen werben muf. 

2. ßben biefeö !Dreie(f fott jldj audj um bte Seite A C, unb ent^ 
!ic^ um bie Seite AB afö Slcbfe bewegen; man unterfuc^e, wie fidj 
rie Dberflädjcn uub tubifc^en anhalte ber fo erjeugten Stbxpn }u ein^ 
anber t>cii)alten. 

3. 3Rau ^at ein !Dreiecf ABC, in welchem bie Seite B C = a 
= 12'; bie Seite A C = b = 5'-6, uub bie Seite A ß = c = 8' 
ifi 5)urc^ bie Spi^e 1] biefcö !Dieiecfe^ iji eine beliebige, ber Sage 
nad^ gegebene ©erabe BZ gejogen, um welche fi^ bie ganje (gbene 
beö !Dreiccfe0 ABC bewegt; man foH bie Dberfläd^e unb ben fubifc^eu 
3n^alt beö fförperö bered^nen, welcher burc^ baö ^ A B C wa^renb 
ber 9ioiation ber Sbene ABZ um bie ©erabe BZ alö Sld^fe erjengt 
wirb, gür unfern fpejiellen gall nehmen wir an, baß bie Seite BC 
unter einem SBinfel »on 60**, unb bie Seite AC unter einem SSäinfel 
r>on 30" nac^ einerlei 9iid^tung gegen bie Slc^fe geneigt fei. 

■Sr. 27. 

^uf^ahen* 1* ^an ^at ein Dreiecf ABC, unb in berfelben 
(Sbene ifi eine ©erabe X Y (bie 3ld&fe) ber Sage nac^ gegeben. 5)er 
Slbfianb beö 5)}unfte6 A t)on ber 3ld^fe fei = a, ber beö ^unfted B = l), 
unb ber Slbfianb be« ^untted C = c. gerner fJe^e bie Seite Aß 
t>erldngert fenfred^t auf ber Slc^fe X Y, unb bad and C auf bie Seite 
AB gefaßte 8otl^ = p. !ßie ganje Sbene AXY bewegt ftc^^ um Die 
Slc^fe XY; man foßbie Oberfläche unb baö SSotumen be6 tiom ^ABC 
wal^renb ber SÄotation befd&riebenen ^6rper6 bered^nen. 

2. 9Jian ^at ein ißreied ABC, beffen Sbene E jtd^ um eine in 
i^r befinblic^e ©erabe X Y alö Slcbfe bewegt ; bie Slbflanbe a, b unb c 
ber brei ©den A, ß, C »on ber Sld&fc XY unb bie ^ßrojettionen p 
unb p' ber Seiten AB unb CB (auf bie Slc^fe XY) flnb gegeben; 
man fott bie Oberflidc^e unb ben Äubifin^alt beö burc^ Da^ ^ABC 
wdl^renb ber JRotation er;\eugten Söxptx^ bered^nen. 

9Äan l^at ^ier mel^rere gdtte ju unterfc^eiben , benn bie britte 
Seite AC, weld^e wir aW Saflö betrad^ten wotten, i^ entweber pa* 
rattel mit ber Sl^fe XY ober nic^t, unb in jiebem biefer gdffe liegt 
bie S<)i^e B bed ^AßC entweber jwifc^en ber äd^fe uub ber Seite 
AC ober außerhalb berfelben. 

3. 3n einem ^atbfrei«, beffen !Durd^meffer BC = 2r ifi, ifi 
eine Se^ne MN fo eingetragen, baf, wenn biefelbe bid inm 2)urdJ* 
fd&nitte mit ber ebenfaflö t)erldngerten älc^fe BC in A jufammentrifft, 
i^re SBerlanfleruttfl NA = r, unb bie SSerldttfteruna ber Sld&fe, ndm^ 
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(icj^ CA = _ iverbe. 9?un bmcQt fic^ t>ic (Sbeue beö ^albfrcife^ um 

ktt !Durd^mejfer BC; man foH t)ie Oberfläche uub ba6 93otumen beö 
Äör))erd bered^nen, ml(i)tx t)on bem jur ©el^ne M N gehörigen ^rei^* 
abfd^ttitte to&f)xcnb jener Siotation befc^rieben n)lrb. 

4 SaSenn ftd^ bie (gbene beö ber ©e^ne MN (in ber Slufg. 3) 
jugc^örtgen Ärelöabfc^nttted nlc^t um bte Sl^fe BC, fonbern um bad 
au^ bem Snbpuntte M be6 Sogenö MN auf jene Sldbfe BC gefaßte 
$er))enbife( bewegt, n)ie groß t^ bann bie Oberfldcbe unb ber fubifdje 
Sn^alt beö t)om genannten Äreiöfegmente erjeugten ^örper6, unb welche 
gorm ^at berfetbe? 

5. üWott ^at ein jinmpfminOige^ ^ABC, beffen Seiten gegeben 
jtnb; namfid^ ßC = a,AC=b unb kB = i\ wo » > b :> <• 
fein foK} biefe6 SBreied bewegt flcb um bie Seite A B a(0 Slc^fe, unb 
befc^reibt einen Äörper, welchen wir P nennen woHen; man [od eine 
^o^fe Äugel fonfhuiren, bie mit bem Stöxpcv P einerlei SSofumen l^at, 
unb bei welcher ber Slbfianb ber beiben paraßelen gidcben (ber äußern 
unb innern Äugelflac^e) einer gegebenen ©röße H gleich ifi. 

6- 3Äatt ^at ein f)albt^ reguläre^ Se^ned ABCDßF, wo AK 
ber 2)urcl^me|fer bed umfdbriebenen Äreife6 ifi; unb jwar fei A F = 2 r 
gegeben unb bie Se^ne ß D gejogen. !Diefe6 ^albc SDefagon bewegt 
idb nm bie Slc^fe AF5 man foK bie Dberfladb^ wnb ben fubifi^en Sn^ 
jaft be6 t)om ziBCD wa^renb ber Siotation ber @bene befd^riebeneu 
koxpex^ berechnen, unb bad 93er^d(tniß ber Oberflacbe unb beö 93o^ 
tarnend biefeö Söxpex6 jur Dberpddbe unb jum SBotamen beö t>om f)aU 
hext regulären ^ef)mde erzeugten Stbxptx^ befHmmen. 

7. SKan ^at eine gläcbe, begrenjt t)Ott jwei ä^nlic^en Concentrin 
fdben i^eiöbögen AB unb ab unb ben ©eraben Aa unb Bb, weldbe 
verlängert jlc^ im gemeinfcbaftltc^en üWittelpunfte burc^fd&neiben ; ber 
SRabiuö A = R unb a = r nebp bem Sentriwinfel A B = w 
ftnb gegeben. !Diefe gläc^e bewege fic^ ein SKal um bie fire Oerabe 
Aa (ber !Differenj ber SÄabien) a(ö 8l(^fe, unb bann aud& fo, baß ber 
jum SÄittetpunfte M beö Sogenö Aß gejogene ^albmejfer OM wä^^ 
renb ber ganzen Bewegung fenfrec^jt bleibe auf ben bie Sld^fe tjorfießen* 
ben 2)urd^meffer CD; man beftimme ba« SSer^ältniß ber Oberflächen 
unb audb jened ber 5Solumina ber beiben fo erjeugten Äorper. 

8. 3n ber gigur PMADBNO fei bie ©urtje ADB ein Ärei«^ 
bogen, weld^er bem ^albmeffer CD =• r = A ß entfprid&t 5 bie ©e^ne 
A B fei parallel mit ber burdb baö Sentrum C gejogenen ©eraben P 
unb M P II N J. P } enbli($ foßen A M unb ß N ben Sogen A B 
in feinen @nb))unften berühren, unb jebe biefer Siangenten ber S^an^ 
gente beö falben SBogenö Aß gleid^ fein, nämlidb = AL. Die ganje 
gigur bewege jld^ nun um bie pre ©erabe PO aW 8ldbf^) i^ weld^em 
aSer^ältniffe fie^t bie Oberflä($e unb ber fubifd^e 3n^alt beö fo erjeug* 
ten Roxpex^ jur Oberfiäd^e unb ju bem SBolumen ber bem ,^albmeffer 
CD Ä r entfpred^enben ^ugel? 
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Xr. 28. 

9Iuf gälte. ä'Ian f)at einen metallenen ^bxptx, ml^tx tmi) 
blt Sen)egung eined gerabHnigen iDreieded A B C um eine ftre, in ber^ 
fe(ben @5ene befinbUd^e @erabe XY erjengt gebadet n)ert»en fann. 

3)le größte Seite B C = x 3oa Duobej. SWaf fle^t t)erian9ert 
fenfrec^t auf ber JRotationdad^fc XY im 5Puttfte D, unb jtt)ar ifl blc 
Serldttgernng C D = p = 5"-36, alfo B D = p + x. ©eftt mo« 
femer bie Seite AC = y ßoU unb AB = z 3oK; fo pnbet man 
bie Seiten bed erjeugenben ^ABC an^ folgenben brei ©leic^nngen 

II. 3y : (5y — x» + 2z* — 33) == (2z* — x« — 5y) : 55. 
III. 462 : (^ -i- X« — 2 z* + 67)) = 

= (5y — 7x2 + 14a« + 700):(^x«— 3 z«— ^ + 102). 

gnblidj fei ba^ ®ett)id&t beö ganjen Äör»)erd = 3 Str. 3-253 $f. 
993ien. ®en)icl&t j man t>er(angt, bie Oberßad^e unb bad SSolnmen bie[e6 
Stoxpex^ }u bered^nen, unb bad 9){etaII }u bef^immen^ an^ n)e(d^em bie^ 
fer fförper t)erfertigt tDurbe. 

Nr 29. 

9Iuf gälte. !Der «^albmeffer einer ^gel K fei = r; man be^ 

^imme einen ^ugelabfc^nitt A )oon ber Slrt, baf bie frumme Ober^ 
päd&e ober bie Salottc C beöfelben jur ®ruttbfläd&e B ein gegebene^ 
aSer^altntß ^abe, unb fuc^e enblid^ ba^ 93er^a(tni^ bed fubtfd^en Sn^ 
fialM jietteö Segmente^ jum anhalte ber ganjen Äuget. So j. S5. fei 
C : B = n : 1, unb man fefte enbtid^ in ben erhaltenen aUgemeinen 
auöbrücfen n = 2, n = 3, u. f. f. — SOBie n)irb jtd^ bie Sad^e t)e^ 
galten, wjenn n = 1 unb mttn n < 1 ift? 



8. 306. 

®ttlätunaen* 1 ^ejie^t man ade (Scfen eined ^ol^eber^ 
auf eine beliebige mtm E, fo ^eißt jener $unft; beffen äbpanb a 
t)ott ber ebene E ba6 aritl^metif(|c SWittel ber algebraif(^ien Summe 
ber gntfernungen aller ©cfen beö ?ßol^eberö t)Ott berfelben Sbene E x% 
ber aWittelputtft ber mittleren Sntfcrnungett ober ber 
Sc^n)er))unft M ?ßol^eberö. Sejeid^tten namlidfi a^ , a^, a,, 
»4, . . . a„ ber Orbnung nad^ bie gntfernungen ber (Stfen A^, A^, 
A3, A4, . . . A„ eine« ^ol^eberö P t)on ber Sbene E, fo ifl ber 
$unft M, für n)eldben ber Slbfianb tjon ber (Sbene E, ndmlii^ 
a = ^ + ^« + ^ +a, + . . . + ao-i + an .^^ ^^^ Q^mxpmitt M 

^ßol^eberö P. 2)iefe Slbfldnbe liegen enttpeber auf berfelben ober auf 



865 

entgegengefe^tctt Seiten ber ßbeiie E, xmi jtnb bemnad^ int crftercu 
gaKe jufllel(| cntn)et)cr fammtlfd^ pojltte ober fämmtlid^ negatto; im 
anbern %aUt aber t^etW pojttit), t&eitö negatit). 

3ie^t man burd^ ben ©d^tperpunft M eine« ^ßol^eberd ju einer 
(gbene E eine beliebige ©trerfe b, unb burd& fammtlid^e gcfen A^, A^, 
A3, . . . An bie Oeraben h^, b^, ^3, • . . . b„ parallel ju bj [0 tfi 
auc* b = b,+l>.4-b,4-^..4-bn-i-f b. ^ gg^^^^^ 

2. 3ebeö ^aar jufammenge^örige 5ßole eine« größten ffugelfrei^ 
fe6 (8. 301. 6) nennt man anc^ fonjugirte 5ßole btefer Äuget, unb 
beu bur(i^ jwel fonjwgirte ?ßole ge^enben Äugelburt^meffer einen $0^ 
larbiameter ober ^olarbttr(|meff er, enblid^ ^eipt jebe @bene, 
n)elcbe burd^ einen »on jtDei lonjugirten ^^^olen ge^t unb fenfred^t auf 
ben ^olarburd^mejfer fie|t, eine ^olarebene, unb jn)ar eine bem 
anbern ^ole juge^örige 5ßolarebene. 

2)enft man jlc^i bemna($ einer Äugel einen Äegel umfc^rieben, fo 
fann bie ©runbfläc^e beö Äegel6, ml^c bie Äugeloberpad^e berührt, 
aW eine ?ßolarebene ber Äugel betrat^tet njerben, unb bann ift bie 
6^)i^e beö Äegelö ber jener (Sbme juge^örige $ol. 

3. 3*^^^ wan burc^ jn)ei jufammenge^örige ^ole einer Äugel 
jtt)ei ©erabe bergefialt, ba|i jte mit bem ?ßolarburc^meffer fon)o^l atö 
aud^ jugleid^ mit einanber felbfi einen redeten SQBinfel bilben, fo tDer^^ 
ben jene jnjei ©erabe fonjugirte ^Polaren ber Äugel genannt. 

4. 3fl bie ^entrallinie jtDeter ftugetn K uub K' gröf er afö bie 
Summe ber ^albmejfer biefer Äugeln, liegen alfo beibe Äugeln auf er^ 
^alb einanber, fo fd^neibet jebe burd^ bie SentraKinie gelegte Sbene 
bie beiben Äugeloberftäc^en in jtoei größten Äreidltnien unb bie ge^ 
meinft^aftlid^en Sle^nlii^feitöpunfte biefer beiben Äreife ($. 301. 7) ^tu 
|iett 8lebulid^feitö<)unlte ber beiben Äugeln. 

3)enlt man jtd^ bemnad^ eine tonifd^e glad^e C, ml^c beibe Äu* 
geln jugteidb berührt, fo ifi bie ®!pt^e biefer Äegelpad^e ber äufiere 
2le^nlic^feitd<)ttnft ber beiben Äugeln, unb mnn bie ©pi^e ber beibe 
Äugeln jugleid^ berü^renben lonifd^en glad&e C jtoifd^en ben beiben 
Äugeln liegt, fo ifl jene ®!pifte ber innere 2le^nlid^Ieit6punft. 

3)amit fid& ber Slnfanger bie ©ac^e leichter »orfieUen fönne, benfe 
er burd^ bie SentraUinie eine beliebige Sbene E geführt, n>eld^e beibe 
Äugeln bejie^ungöweife in jn)ei gröf ten Äreifen A unb A' burd^fd^nei^ 
bet. 9?un fon^ruire er jtoei ©erabe G unb G', toeld^e bie beiben 
Äreife A unb A' jugleid^ berühren, »on benen aber bie eine G bie (Sen^ 
traUinie in i^rer aSerl&ngerung trifft, bie anbere G' aber bie Sentrat 
linie jtoifd^en ben beiben 9Jlittel))unften in S' fd^neibet. SDre^t jtd^ 
nun bie (Sbene E' um bie (SentraKinie alö 8lc^fe, fo bef($reibt bie %an^ 
gentc G bie lonifd^e gläd^e C, unb bie 3;aftgente G' bie Äegetpäd^e C\ 
bie ©^)iftett S unb S' beiber Äegelflftd^en liegen in ber SRotationöad^fe, 
unb ftnb bie ertoal^nten 2leönlic^leitö^)unlte. 
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5. SQBenn jtt>ct fid^ fd^ncitenbe Sbeuen E un: il' jn>ei gegebene 
StuQtln jugleic^ berühren, fo fagt man , ber A>cn t^nen gebilbete S(ä^ 
(](;enn)tnfel (E, E') fei ben beiben Äugeln umfd&rteben. 3)te beibe» 
Serul^rungdpttttfte jeber ber betben ßbenen liegen entn>eber auf ber* 
felben ©eite ber Sentralltnie (Äugelad^fe) o^er auf entgegengefe^ten 
(Seiten berfelben; im erfitern ^aüe n)irb ber gläd^entpinfel (Äeil) ein 
auf erer umfd^rtebener, im anbern gaße aber ein innerer 
umfc(?riebener glad^enwinfel genannt 

6g ij i fonac^ einleud^tenb, ia^ bie gemeinft^aftlic^e 5)urcl&fc^nitt6^ 

linie E, E' ber beiben ©eitenpäd^en E unb E' eined äußern ober in^ 
nern jtr^eien Äugeln umfc^riebenen glad^enwjinlefö fteW burdb bie Spi^e 
beö gleichnamigen Äegelö gefien muffe, tpeld^er benfelben Äugeln uni^ 

gefd^rieben n)erben fann, unb baß bemnadb bie Äante E, E' mit ber 
Ängelat^fe in einerlei Sbene liege, Jveld^e lefttere (Sbene ben Äeil (E, E') 
^albirt. 

9Wan beule jtc^ nun brei Äugeln K, K' unb K", bereu Siabien 
r, r' unb r" fein, unb bereu üWittelpunfte M, M' unb M" Reißen foUen, 
nel)me iebodf) an, baß bie Sentrattinie M M' > r -j- v', M M" > r + r" 
unb M'M" > r' H- r" fei, unb unterfut^e bie relative Sage ber Sle^n^ 
Hd^Ieitöpunfte je im'm biefer Äugeln. — @ö tt)irb jtc^i jeigen, baf 
nid^t nur bie brei äußern 2le^nlidbfeitö))Uttfte k, A' unb A" in einer 
unb berfelben ©eraben liegen, fonbern auc^ jeber äußere mit jtt>et inneni 
2le^nlidbfeitö^)unftett ftd^ auf berfelben ©eraben befinbe. !Diefe toter @e^ 
raben Reißen bie Slej^nlid^feitöadbfen ber brei Äugeln, unb jwar 
tt)irb bie burd^ A, A' unb A" ge^enbe ©erabe bie äußere, unb jefce 
ber brei übrigen, n)eld^e bejiel^ungdtt)eife burd^ bie brei ^fünfte A, V 
unb I", ober burc^ A', I unb I" , ober enblidb bur($ A' , I unb V ge^ 
i^en, eine innere Sle^nlic^feitöad^fe genannt. SBir ^aben ^ier bie 
innern 2le^nlid^feitd^)Uttfte burd^ I, r unb 1'' beieit^net. 

6. ^at man t>ier ganj außerl^alb einanber liegenbe Äugeln , fo 
gibt eö a^t @benen> in bereu jeber fec^ö Sle^nlit^feitöpunfte toon biefen 
toier Äugeln liegen (?), unb biefe ©benen n)erben beß^alb Sle^nlidJ^ 
leitöebenen genannt. 

7. Segt man burd^ bie SentraKinie (Sld^fe) jmeier Äugeln eine 
@bene, fo erhält man ftetö jtoei jufammengel^orige größte Äreife. @d 
gibt bemnadb unjä^lige ^Paare folc^er jufammeuge^öriger Äreife, unD 
ber geometrifc^e Ort ber ^oteuälinien (8. 301. 8) aller biefer Äreiö^ 
paare loirb eine ^ßotenjebene genannt , n)eld^e auf ber Sld^fe ber 
beiben Äugeln ftetö fenfret^t ftel^t (SBarum?). 

^at man brei Äugeln, bereu SWittelpunIte nidbt in berfelben ®e^ 
raben liegen, fo ^aben bie ^otenjebenen berfelben eine gemeinfd^aftlidjc 
2)urc^fdbnittglinie, unb biefe ©erabe bejtftt bie Sigenfd^aft, baß toenn 
man toon irgenb einem ?Punfte berfelben ju ben brei Äugeln Tangenten 
iie^t, alle biefe 2;angenten biefelbe Sänge ^aben, unb baß jte (bie ge^ 
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metnfd^afttic^e 2)urcl^fd6mttdlinie) auf ber burd& Me fßlittelpmnt in 
bxei Äugeln gelegten (Sbene fenfret^t fie^t 3)te[e ©erabe tt>irb ron 
ben neuem ©eometem bie ^otenjltnie ber brei Äugeln genannt. 

8. SQBenn man einen fenfrec^ten Äegel burdj mehrere jur ®runb^ 
fldd^e paxaUtk Sbenen fd^netbet; unb benimmt für bie fo erhaltenen 
Äreife bie gleichnamigen 5ßoIe bergefialt, baß fte fammtlid^ in einer 
burc^ bie ©pi^e beö Äegel« ge^enben ©eraben G liegen, fo befinben 
itd& anct> bie jenen $oIen jugeorbneten ^ole in einer ©eraben G*, tpeldbe 
burd^ bie (£]pi$e be6 ffegel6 ge^t. !l)iefe beiben jufammenge^origen 
©craben G unb G' pflegt man fonjugirte polaren beö Äegelö 
ju nennen. 

3tt>ei fonjugirte ober jugeorbnete 5)}otaren G unb G' eineö Äe^ 
gelö liegen fonac^ in einerlei @bene E, unb toenn man burd^ eine biefcr 
polaren, j. 23. burc^i G eine Sbene E' legt, xotKSjc auf ber @bene E 
fenfrec^t jie^t, fo ^eißt bie föbene E' bie ber polare G' juge^örige 
$olarebene be^ Äegelö. 

9. 3)enten toir und gmei Äeget mit einer gemeinfd^aftlid^en 
@))i$e S, fo nennt man jeben ff eil, beffen ©eitenfldd^en beibe jene 
jtoet ffegclflad^en jugleic^ berühren, einen ben beiben Äegeln um fd&rie^ 
benen Stät^enwinfel , unb jtoar einen äußern ober innern um^ 
fdbriebenen, je nad^bem bie beiben Äegel auf einerlei ober auf ents= 
gegengefe^ten Seiten jeber feiner beiben (Scitenjladben liegen. 

10. 3tt>ei Äugeln feien jioeien un^eranberlid^en Äegeln mit ge* 
meinfc^aftlid&er ®))i0e eingefd^rieien. Sienbern fid^ nun bie Äugeln ber 
8age unb ©röße nac^ bergeftalt, baß fte flet^ jene jwei Äegeln berüf)i= 
cen^ fo liegen nid^t nur bie tunern, fonbern an(S) bie äußern Sle^nli($* 
feitöpunfte jener jtveier Äugeln in ben fuccefjtt)en $ofttiouen in geraber 
Sinie unb beibe ©erabe ge^en burd^ ben gemeinfc^aftlid^en Sdbeitel unferer 
Äegel (?). — 2)iefe beiben ©eraben Reißen bie innere unb äußere 
^Se^nlid&Ieitöadbfe ber beiben Äegel. 

2)enft man fid^ nun brei Äegel mit einer gemeinft^aftlid^en ®<)i&e, 
unb für je jtvei berfelben bie jugel^örige äußere unb innere Sle^nlic^^ 
feit^ad^fe fonftruirt, fo liegen nid^t nur bie brei äußeren, fonbern auii) 
jebe äußere mit ben beiben i^r nid^t ange^origen innern 2le^nlic^|feitö^ 
ad^fen in einerlei @bene, alle ied}^ Steffen befinben ftd& fonad^ in t)ier 
@benen, n)elc^e 2lc^uli($feit6ebenen genannt toerben, unb jebe 
berfelben ifi bemnac^i ber geometrifd^e Ort ber Sle^nlid^feitöad^fen breier 
Äegel. 

SÖSenn man nun ben S^linber alö einen Äegel betrachtet, beffen 
Seiten in unenblic^er Entfernung jufammen treffen, beffen Spi^e fo^ 
nad^ unenblid^ loeit t)on ber SBajtö entfernt ifi, fo läßt ftc^ baö t)ort)in 
©efagte ami) auf brei S^linber amoenben, bereu 8ld&fen iparaHel ftnb, 
«nb bie i^re gemeinfd^aftlid&e ©pije in unenblid^er (Entfernung l^aben. 

,g>aben jtt>ei Äegel eine gemeinfc^aftlid^e ®)>i$e, unb man f^reibt 
t)enfelben beliebig ^iele Äugelpaare bergejialt ein, baß bie Äreife, in 
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n)cld&ett iebe« Äugelpaar Wc i^iicti juge^örtflen lonifc^eti glac^cn tc^ 
xnf^xt, auf ben Äegelfefteu gleiche ©trerfeit, t)oni ©(^leltel aud gered^net, 
ab\ä)mH)tn, fo jtnb btc Sl^feii ober ©eutraHinieu btefcr ifugelpaare 
unter einanber parallel (?). 3)lefe Äugelpaare ^aben tmmer eme ge* 
nieittfc^aftUcJe 5ßotenjebeiie, tt)eld^e burc^ bfc gemeinfc^aftlici^e ©pifte ber 
Äegeltt ge^t, tt>ef^alb biefe ebene au(^i flJotenj ebene jtpeter Äegel 
mtt gemelnfd^aftlic^er ©plfte genannt n)trb. 2)te Oerabe, in ml^n 
ble $otenjebene ble burd^ bie 8lc^fen betber Äegel gelegte (Sbene imi^ 
fd^neibet, ^elßt 5ßotenjlinie ber beiben Äegel. 

Seltnen brei Äegel eine gemeinfd^afllic^e ©pifte, unb man fon* 
firuirt für je jwei berfelben bie ?ßotenjebene , fo fd^neiben jid^ bie fo 
erhaltenen brei 5ßotenjebenen in einer unb berfelben geraben Um, 
ml^t man bie ^otenjlinie ber brei Äegel ju nennen pflegt. 

,^at man jwei ©^1*«^^^^/ ^^^^^ 8lcl&fen parallel ftnb, unb man 
jle^t in ber ebene ber adbfen eine Oerabe G parallel ju ben Sldjfen, 
unb i\trar in fold^en entfernungen tjon benfelben, baf bie JDif^renj 
ber Öuabrate jener 8lbfianbe bem Unterfdbiebe ber Cluabrate ber ^alb* 
meffer beiber ß^linber gleich trirb, fo ^ei^t bie ©erabe G bie ^otenj* 
linie ber beiben S^linber. 3)ie burd^ bie $otenjlinie gelegte, auf ber 
ebene ber beiben 8ld^fen fenfred^t fie^enbe ebene n)irb bie 5ßotenj^ 
ebene ber beiben S^linber genannt. 

@inb bie Steffen breier S^linber parallel, fo fc^neiben fid^ bie 
^otenäebenen berfelben in einer unb berfelben ©eraben, toeld^e ben 
^amtn ?ßotens linie ber brei (S,))lxn\)tx fül^rt. 

11. eine ebene E fdbneibe eine gegebene Äugel in einem Äreife 
K, bejfen ^eripl^erie tt)ir burd& p bejeic^nen tooUm. ein 5ßunft ber 
Dberpdbe ber Äugel, weld^er t)on allen ^ßunften ber ?ßerip^erie p gleidj 
tt>eit entfernt ifit, toirb fp^Arifd^er 58Rittelpunft be« Äreifeö K 
genannt Seber burc^ ben fp^arif(ien SÄittelpunft unb einen beliebigen 
$unft ber Ärei^ünie p gelegte größte Äreiöbogen ^eißt fp^drifc^cr 
^albmeffer ober fp^ärifd^er Siabiud, unb ber bur($ ben 
fp^ärifc^en SRittelpunIt geßenbe größte Äreiöbogen jn)ifdben jtt)ei 5ßunfteii 
ber ?ßerip^erie p ^eißt fp^arifdbet !Durdbmeffer. !Der fp^ärifc^e 
SKittelpunft eineö ©e^nenfreifeö K ifi fonadb ber enbpunft be« auf 
feine ebene fenfred^t geführten Äugell^albmefferd, mithin ein $ol M 
jum Äreife K parallelen größten Äugelfreifed. 

8. 207. 

3m praltifd^en geben fommen bie auf ben Äreiö bejüglid^cn S3e^ 
red^nungen fe^r ^aufig t)or, njef^alb toix jur erleid^terung ber Slrbeit 
folgenbe i^ilfötafel beifügen. 
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